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Kedves Olvasd!

Ezt a matematikakonyvet, az Analizis elméleti dsszefoglalohoz és feladatgyijteményhez
hasonléan, elsdsorban a matematikai gimnaziumban magyarul tanulé didkoknak szantuk,
de reméljik, hogy az altalanos gimnaziumokban és mas kozépiskolakban is fel tudnak
hasznalni beldle feladatsorokat, sikeresen tudjak alkalmazni a mindennapi vagy emelt
szintl oktatasban.

Ez a tankonyvpotld kiadvany nem egy meghatarozott évfolyam szamara késziilt, ugya-
nis osszefoglaltunk benne minden olyan témakort az algebra targykorébol, melyet a négy
év folyaman a matematikai gimnaziumban tanitunk. Minden cimszd alatt rovid elméleti
osszefoglald utan példak, illusztraciok, majd részletesen kidolgozott feladatsorok kovet-
keznek.

E konyv megirasara az késztetett benniinket, hogy a Bolyai Gimnazium tanaraiként nem
tudtunk tanuléinknak olyan magyar nyelvii matematika-tankonyvet ajanlani, amely tel-
jes egészében felolelné a szamukra eloirt tananyagot. Ez sokban nehezitette a tanulok
szamara az 6nallo tanulast. A konyv a magyar nyelv és a matematikai szakkifejezések
hasznalatanak igényességével irodott, ezzel is segitve a diakokat kétnyelvii kornyezetiink-
ben a szép és helyes anyanyelv és szaknyelv hasznalatara.

Lektorunk, Boros Istvan magiszter, a Szabadkai Miuszaki Szakfoiskola tandra, szamos
értékes megjegyzéssel segitette munkankat. A szoveget szines abrékkal gazdagitotta és
szemléletessé tette Roznjik Andrea magiszter, a szabadkai Epitémérnoki Kar tanarsegédje.
Fogadjak koszonetiinket.

Koszonetet mondunk még a Bolyai Farkas Alapitvany munkatarsainak és a Sziilofold
Alapnak, akik lehetové tették és tamogattak e konyv kéziratdnak elkészitését, és elektro-
nikus megjelentetését.

Kitartast és eredményes munkat kivanunk mindenkinek, aki e konyv segitségével szeretne
elmélyedni az algebra csodalatos vilagaban.

Zenta, 2011. majus A Szerzok
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1. Matematikai logika és a halmazelmélet alapjai

1.1. Matematikai logika

Az 6kori gorog filozofusok a vilag megismerhetoségén elmélkedve a kovetkeztetéseik helyes-
ségét is vizsgaltak. Fz vezetett a logika tudomanyéanak kialakuldsahoz. A logikai torvények
els6 nagy rendszerezije Arisztotelész (i.e. 384-322) volt.

A matematikai logika és a halmazelmélet a XIX. szdzadban indult gyors fejlodésnek. Ez
arra késztette a matematikusokat, hogy az addig elért eredményeiket tjraértelmezzék, 1j
alapokra helyezzék. Ekozben tobb paradoxon is megrengette a matematika épitményét,
amelyek tisztazasa végetvetett a matematika intuitiv korszakanak. Mig korabban a nagy
matematikus, Leonhard Euler (1707-1783) sokszor olyan fogalmakra is tdmaszkodott,
amelyeket nem definidlt pontosan, addig a XIX. szdzadtol kezdve minden matematikus
szamara kotelezové valt a szigoru logikai szabalyokra épiilo axiomatikus épitkezés.

A matematikai logika és a halmazelmélet ma mar a matematika minden dgat atszovi. A
kovetkeztetések szerkezetének a vizsgalata, valamint a helyes kovetkeztetések szerkezeté-
nek a feltarasa képezi a matematikai logika alapveto feladatat.

1.1.1. Kijelentések és a veliik valé miiveletek

A matematikai logikdban kijelentéseken (logikai kijelentéseken vagy itéleteken) olyan ki-
jelenté mondatokat értiink, amelyekrdl egy adott targyalason beliil egyértelmiiene eldont-
heto, hogy igazak, vagy hamisak. Ezt a matematikai logika nyelvén tigy mondjuk, hogy
egy kijelentés logikai értéke igaz, vagy hamis. A | kijelentés” a matematikai logika alap-
fogalma, ezért nem definialjuk.

1.1. Példa. Tekintsiik a kovetkezé mondatokat.
1° Az 5 természetes szam.

2° Minden négyzet téglalap?

3° Zenta a Tisza bal partjan fekszik.
4° A 7 100. tizedesjegye 1.

A megadott mondatok koziil kijelentések az 1°, 3° és 4°. A 2° nem kijelentés, mert
nem kijelenté mondat, az 5° sem kijelentés, mert nem eldéntheté a logikai értéke (nem
definidlt, hogy kit tekintiink magasnak). A 6° mondat értelmetlen. A 7° mondatban nem
vilagos, hogy melyik folyérol van sz, igy ezt sem tekintjiik kijelentésnek.

5° Vajdasig lakosainak 72,5%-a magas.
6° Minden kék tegnap nagyobb a hidon.
7° A foly6 arad.

A bevezetében emlitettiik, hogy Arisztotelészt tartjuk az elsének, aki kijelentésekkel és
kovetkeztetésekkel tudomanyosan foglalkozott. Téle szarmazik az a két alapelv is, amelyet
a kovetkezokben mi is érvényeseknek tekintiink. Ezek az Ellentmonddstalansdg elve és a
Harmadik kizdrasdanak elve, melyeket a kévetkezoképpen fogalmazhatunk meg:

1. Ellentmondastalansdg elve: Egy kijelentés egyidejlileg nem lehet igaz is és hamis is.

2. Harmadik kizdrdsanak elve: Ha egy kijelentés nem igaz, akkor hamis, mert harmadik
lehetéség nincs (dichotomia).
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A tovabbiakban bevezetiink néhany jelolést. A kijelentéseket p, g, r,... betiikkel jeloljiik,
a logikai értékek koziil az igaz jele T (1 vagy i), a hamisé, illetve nem igazé L (0 vagy
h). A 7(p) = T (vagy |p| = T) azt jelenti, hogy a p kijelentés logikai értéke igaz, mig a
T(p) = L (vagy |p| = L) azt jelenti, hogy a p kijelentés logikai értéke hamis.

A kijelentések kozott egyvaltozos és kétvaltozds miiveletek definidlhatok.

A negicié (,,nem...”)

1.1. Definicié. A p kijelentés negdacidjin azt a |p (olvasd: ,,nem p”) kijelentést értjiik,
amelynek logikai értéke pontosan akkor igaz, ha p logikai értéke hamis.

A definici6 alapjan a negacié értéktablazata a kovetkezd:

J—

p | 1P
T L
LT

Az értéktablazattal megadott miivelet igy is felirhato:

T, hart(p)=1,
Mm:{; mwézT.

A negécio latin eredetii sz0, jelentése: tagadas, visszautasitds.

A matematikai bizonyitdasok soran gyakran éliink azzal a technikaval, hogy bizonyos ki-
jelentéseknek a tagadasat hasznaljuk fel. Ilyenek példaul a kiilonbozo tipusiu indirekt
bizonyitasok, de ilyen a kontrapozicids kovetkeztetési séma és a diszjunktiv szillogizmus
is.

A negacio6 kapcesolatardl mas logikai miveletekkel a késobbiekben lesz sz6, de hadd emlitsiik
meg itt a negacié egy érdekes tulajdonsagat. Tekintsiik e célbodl a kdvetkez6 mondatokat:
1° Ma siit a nap.

2° Ma nem siit a nap.

3° Nem igaz, hogy ma nem siit a nap.

4° Téved az, aki szerint nem igaz, hogy ma nem siit a nap.

A fenti példamondatok logikai szerkezete rendre a kovetkez6képpen irhatok: p, |p, ||p
és |]]p. Attdl fiiggéen, hogy a kijelentés elhangzasanak napjan a nap siit-e vagy sem, a
kovetkezo logikai értékek adodnak:

JR—

p|1lp| 1lp
1L T L
T 1L | T

b
-
L

A tablazat alapjan kimondhatjuk a kovetkezd tételt.

1.1. Tétel. Eqgy kijelentés kétszeres negaciojanak logikai értéke megegyezik maganak a
kijelentésnek a logikai értékével.

1.1. Kovetkezmény. Eqgy kijelentés elétt dllo paros szami negdcio jel mindig elhagyhato,
pdratlanszdmi pedig eggyel helyettesitheto.



1.1. Matematikai logika

A koznyelvi hasznalat itt is eltér a matematikaitél. Az ,,En Pistat mar nagyon régen
lattam” mondat ugyanazt jelenti, mint az ,,En Pistat mar nagyon régen nem lattam”,
holott az elézdekben leirtak szerint a két kijelentésnek ellentétes jelentéstinek kellene lenni.

A konjunkcié (,,...6s...”)

1.2. Definicié. A p és q kijelentések konjunkcidjan azt a p A q (olvasd: ,,p és q”)
kijelentést értjik, amelynek logikai értéke pontosan akkor igaz, amikor p és q is igaz.

A definici6 alapjan a konjunkcié értéktablazata a kovetkezo:

b/Aq

>

e
e e S

Az értéktablazattal megadott miivelet igy is felirhato:

_J T, har(p)=r1(q) =T,
TP g) = { 1, kiilonben.

A konjunkci6 latin eredetii szo, jelentése: Gsszekapcsolas.
Az értéktablazatbol jol latszik, hogy:

TAp=p, LAp=1, pANT=p pANL=_L1 (1.1)

A konjunkcié jelentOségét az adja, hogy ez a miivelet éppen megfelel a koznyelvi ,,és”
szonak, ugyanis a

., Méne elbusulva, néman haragjaban, és leult az udvar tavolabb zugaban.”

kijelentés éppen akkor igaz, ha mindkét része igaz, azaz Toldi Mikl6s (mert réla van szd)
valoban ment haragosan, néman, és valéban leiilt az udvar egy tavolabbi részén, kiilonben
a kijelentés hamis. A magyar nyelv azonban sokkal gazdagabb, mint a matematika nyelve,
ugyanis a ,,de”, ,noha”, ,bar”, ,ambar® ,meg”, , viszont”, ,pedig”, ,,...is...is” stb.
szavak logikailag szintén a konjunkciot jelentik. Példaul: | Pista o6tost kapott, habar
nem tanult” logikailag azt jelenti, hogy ,,Pista 6tost kapott és Pista nem tanult”.

A diszjunkcié (,,...vagy...”)

1.3. Definicié. A p és q kijelentések diszjunkcidjan azt a p VvV q (olvasd: ,,p vagy q”)
kijelentést értjik, amelynek logikai értéke pontosan akkor hamis, ha p és q is hamis.

A definici6 alapjan a diszjunkcid értéktablazata a kovetkezo:

pvyg

-
[
- <
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Az értéktablazattal megadott muvelet igy is felirhato:

_ [ L har(p)=r7(q) =1L,
T(pVa) = { T, kiilonben.

A diszjunkci6 latin eredetli sz06, jelentése: szétkapcsolas, szétvalasztas.
Az értéktablazatbol jol latszik, hogy:

TVp=T, LVp=p, pvVT=T, pVvV.L=p (1.2)

A diszjunkciénak megfelelo kotészo a koznyelvben a ,,vagy“. Példaul , A diakok a ki-
randuldson sétaltak vagy fogocskaztak” kijelentést igaznak érezziik akkor is, ha a didkok
csak sétaltak, akkor is, ha a didkok csak fogécskaztak, és akkor is, ha sétaltak is meg
fogocskaztak is. Az ilyen értelemben hasznalt ,,vagy” kotOszét ,,megengedd vagy’-nak
nevezziik. fgy kiilonboztetjik meg a ,,kizdro vagy”-t6l, amelyet a kovetkezd példa jol
szemléltet: | .Rabok legylink vagy szabadok”. Itt a két mondatrész egyszerre nem tel-
jestilhet, kizarjak egymast.

A koznyelvben a , kizar6 vagy” kihangsulyozhaté a ,,vagy...vagy...” kotészoparral, példaul:
,,Vagy moziba megyiink, vagy szinhazba” kijelentésben hangsilyozott a két mondatrész
egymassal vald logikai szembenallasa.

Ez a mivelet a matematikai logikaban igy definialhato:

1.4. Definicié. A p és q kijelentések kizdrd diszjunkcidjan azt a p ¥ q (olvasd: ,,vagy
p, vagy q”) kijelentést értjik, amelynek logikai értéke pontosan akkor hamis, ha p és q
kijelentések kozil az eqyik igaz, a mdsik hamis.

A definici6 alapjan a kizard diszjunkcio értéktablazata a kovetkezo:

]

e I
LS

e i
il S

Az értéktablazattal megadott mivelet igy is felirhato:

_ | T, har(p)#7(q),
(p¥a) = { 1, kiilonben.

A kizaro diszjunkcié miveletet szokas még Zsegalkin-miiveletnek nevezni, a p VY q jelolés
helyett pedig a p|q is hasznalatos.
Az értéktablazatbol jol latszik, hogy:

TVYp=lp, L¥p=p, p¥YT=lp, p¥YL=np

Az implikécié (,,ha..., akkor...”)

1.5. Definicié. A p és q kijelentések implikacicjan azt a p = q (olv: ,,ha p, akkor q”)
kyelentést értyik, amelynek logikai értéke pontosan akkor hamis, ha p 1gaz és q hamis
(azaz, ha igazbdl kovetkeztetink hamisra).
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A definici6 alapjan az implikacionak értéktablazata a kovetkezo:

P|1a|pP=4q
T T T
T L 1
LT T
L1 T

Az értéktablazattal megadott miivelet igy is felirhato:

[ L, hat(p)=Tés7(¢q) =1L,
T(p=aq) = { T, kiilonben.

Az implikédcié latin eredetll sz, jelentése: belehajtogatas, belebonyolitdas. Koznyelvi
hasznalatban arra utal, hogy valami kimondatlanul is benne rejlik valamiben.
Az értéktablazatbol jol latszik, hogy:

T=p=p, L=p=T, p=T=T, p=_1=]p. (1.3)

1.2. Példa. Tekintsiik a kévetkezo kijelentéseket:
1° Ha ma kedd van, akkor holnap szerda lesz.

2° Ha ma kedd van, akkor holnap csiitértok lesz.
3° Ha ma kisiit a nap, akkor elmegyek sétalni.

Az els6 mondatot igaznak tartjuk, mivel az elsé mondatrész igazsiga maga utan vonja
a masodik igazsagat, a masodik mondatot pedig hamisnak tartjuk. Mivel itéletiinket
nem befolyasoljak a tagmondatok logikai értékei, igy az ezekben szereplé ,.ha..., akkor...”
kifejezést nem tekintjiik logikai miveleteknek. A harmadik mondat kiilonbozik az elso
kett6tol, ugyanis a harmadik egy feltételes allitas, amely a jovore vonatkozik. Az ilyen
allitas igazsdganak eldontéséhez ismerni kell a komponensek logikai értékeit. Ha az elso
komponens igaz, akkor a kijelentés logikai értékét a masodik komponens logikai értéke
hatarozza meg, azaz ha kisiitott a nap, akkor ha valéban elmentem sétalni, igaz a kije-
lentés, ha pedig mégsem mentem el sétalni, akkor hamis. Azonban ha a nap nem siit ki,
akkor a harmadik mondatnak nem tulajdonitunk logikai értéket.

A fentiekbdl kideriilt, hogy a koznyelvben elé fordulé ,,ha p, akkor ¢” szerkezetiit monda-
tok logikai értelmezése nem egyértelmi. Annyit azonban leszogezhetiink, hogy egy ilyen
szerkezetli mondat igazsaga kizarja a p igaz és ¢ hamis esetet. Az implikaciot definiald
miiveleti tabla éppen megfelel ennek a kivanalomnak.

1.3. Példa. Az implikdcié a matematikaban fontos szerepet tolt be. Ennek szemlélteté-
sére tekintsiik a kovetkezo kijelentést:

Ha egqy szam oszthato négqyel, akkor oszthato kettével is.

Ez a kijelentés tetszOleges természetes szamra igaz. Azt mondjuk ilyenkor, hogy a néggyel
vald oszthatdsagnak szikséges feltétele a kettével vald oszthatdsag, a kettovel vald oszt-
hatosagnak pedig elégséges feltétele a néggyel vald oszthatosag, azaz p = ¢ esetén p
elégséges feltétele g-nak, g pedig sziikséges feltétele p-nek.

Szokas beszélni az implikdcio megforditisarol.
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1.4. Példa. Az el6z6 példa kijelentésének megforditasa igy hangzik:
Ha eqy szam oszthato kettovel, akkor oszthato néggyel is.

Nyilvanval6, hogy a megforditas logikai értéke hamis (példdul a 6 oszthatd kettovel és nem
oszthaté néggyel). Ekkor azt mondjuk, hogy a néggyel val6 oszthatésdgnak szikséges, de
nem elégséges feltétele a kettével vald oszthatdsag.

Az ekvivalencia
(4,...akkor és csakis akkor...”)

1.6. Definicié. A p és q kijelentések ekvivalencidjan azt a p < q (olvasd: ,,p, akkor és
csakis akkor q”) kijelentést értjik, amelynek logikai értéke pontosan akkor igaz, ha p és q
logikar értéke megegyezik.

A definici6 alapjan az ekvivalencia értéktablazata a kovetkezo:

b
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Az értéktablazattal megadott miivelet igy is felirhato:

_J T, hart(p)=1(q),
Tpeq) = { 1, kiilonben.

Az ekvivalencia latin eredetli sz, jelentése: egyértelmiiség, egyenértékiiség. Koznyelvi
hasznalatban arra utal, hogy valami megegyezik, megfelel valaminek, egyenértéki vala-
mivel. Az értéktablazatbdl jol latszik, hogy:

Tep=p, Lep=lp, peT=p, pesLl=p (1.4)

1.5. Példa. Tekintsiik a kovetkez6 mondatokat:

1° Ha egy szam nullara végzodik, akkor oszthato 10-zel.

2° Ha egy szam oszthatd 10-zel, akkor nullara végzodik.

3° Ha egy szam oszthato 10-zel, akkor és csakis akkor nullara végzodik.
4° Ha egy szam nullara végzodik, akkor és csakis akkor oszthatd 10-zel.
5° Egy szam pontosan akkor végzddik nullara, ha oszthaté 10-zel.

Az els6 két kijelentés egy implikacié és annak megforditasa. (Mindkett6 igaz minden
természetes szamra.) Ebbél adéddan a két kijelentés egymdasnak kolecsonosen sziikséges
és elégséges feltétele, azaz a két kijelentés egyszerre teljesiil vagy egyszerre nem teljesiil,
azaz a két kijelentés ugyanazt jelenti, egymassal ekvivalens. Ezt a viszonyt fogalmazza
meg a harmadik, a negyedik és az 6todik mondat. Az ,,akkor és csakis akkor” szdszerkezet
nyelvileg talan egy kicsit mesterkéltnek tiinhet, de a matematikaban ez a megfogalmazas
teljesen elfogadott.
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1.1.2. Tautoldgiak és alkalmazasuk

Az el6z6 részben logikai miveleteket definialtunk. Ezeket a miveleteket ugyantigy lehet
alkalmazni a logikai értékekre, mint példaul a jol ismert osszeaddast a természetes szamokra.
Példaul a

5-(7+3)=5-10=50

szamolashoz hasonléan ,,szamolunk” a logikai értékekkel is:
T=>(LAT)=T=>T=T

A definialt miiveletek felhasznéalasaval kijelentéslogikai formulakat képezhetiink. Nézziik,
mik is lehetnek egy kiejelentéslogikai formula ,.épitokovei”:

a) Kijelentéslogikai értékek: T, L. Ezeket dllanddknak nevezzik.

b) Felbontatlan kijelentések: p, q, r,... Ezeket kijelentéslogikai vdaltozoknak nevezziik.

c¢) Kijelentéslogikai miiveleti jelek: |, A, V, =, <.

d) A miiveletek hataskorét és sorrendjét leiré jelek. Ezek a kiilonbozé alaku zaréjelparok.

1.7. Definicié. Kijelentéslogikai formuldknak nevezzik azokat az a), b), ¢) és d) részben
leirt jelekbol dllo véges sorozatot, amely az aldbbi szabdlyok szerint épithetd fel:

19 Az dllandok és a kijelentéslogikai vdltozok kijelentéslogikai formuldk;

2° Ha A egy formula, akkor |A szintén formula;

3° Ha A és B is egy-egy formula, akkor (AN B), (AV B), (A= B) és (A< B) szintén
formuldk;

4° Kigelentéslogikai formulat csak az 1°, 2° és 3° véges szami alkalmazasaval nyerhetink.

1.6. Példa. Nem kijelentéslogikai formula a kévetkezé: p(Vgr <]
Eleget tesznek a definiciénak a kovetkezok: (p V (g = p))Alp vagy pV (T Aq).

Tekintsiink most egy olyan kijelentéslogikai formulat, amely tartalmaz legalabb egy val-
tozot:

p=(TAlg).
A kijelentéslogikai formula kiértékeléséhez legtobbszor ismerntink kell a benne szerepld

valtozok logikai értékeit. Példdul a fenti formula logikai értéke a 7(p) = T és a 7(q) = L
értékek mellett T = (TA|L) =T = (TAT)=T=T=T.

1.8. Definicié. Egy kiejelentéslogikai formula interpretdcidjan a benne szerepld osszes
valtozo értékének megadasat értyik.

Vajon barmilyen interpretacio mellett igaz lesz a fenti formula, vagy a fenti esetben csak
,,szerencsénk volt” a p és q értékeinek megvalasztasanal? Erre a kérdésre konnyen valaszt
adhatunk, ha kiszamoljuk a formula logikai értékét p-re és g-ra az Osszes lehetséges értéket
valasztva.

l.7(p)=Tésart(q)=T. Ekkor T=(TA-T)=T=(TAL)=T=1=1,
2.7(p)=Tésat(q) =L Ekkor T=(TA-L)=T=(TAT)=T=T=T,
3.7(p)=Lésar(q)=T.Ekkor L= (TA-T)=L=(TAL)=1L=1=T,
4. 7(p)=Lésat(q) =L Ekkor L = (TA-L)=1=(TAT)=1L=T=T

A fenti levezetés — kiilonosen kettonél tobb valtozéd esetén — nagyon nehézkessé valhat,
ezért az egyes interpretaciok kiszamitasanal keletkezd részeredményeket téablazatba érde-
mes foglalni a kovetkez6 modon:
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plql|le]| TAlg | p= (TA]q)
TIT L] L L
TIL|T| T T
1Tl L T
1l T| T T

A fenti tabldzatot a kijelentéslogikai formula értéktdblazatdnak nevezziik. (Ha a téblazat

kitoltését nem sor-, hanem oszlopfolytonosan végezziik, a tévedés lehetOsége jelentOsen
csokken.)

Tovabbi vizsgalédéasaink soran kiilonosen fontos szerepet jatszanak azok a formulak, ame-
lyek minden interpretacidja igaz.

1.9. Definicié. Azokat a logikai formuldkat, amelyeknek minden interpretdicidja igaz,
tautologidknak vagy azonosan igaz formuldknak nevezzik.

Hasonlitsuk ossze a kovetkezo két formulat: p VvV p és p A p. Eszrevehetjiik, hogy a két
formula hasonléan ,,viselkedik”, azaz azonos interpretacié mellett azonos logikai értéket
ad eredménytil.

1.10. Definicié. Ha két logikai formuldban ugyanannyi kilonbozoé nevi vdltozo van és
ezen vdltozok azonos értékaddsa mellett a formuldk ugyanazt az értéket veszik fel, akkor
a két formuldt egyenértékinek nevezzik. FEzt a viszonyt igy jeldljik: 7(A) = 7(B) vagy
Al = [B.

1.2. Tétel. Az A és B formuldk akkor és csak akkor egyenértékiiek, ha A < B tautoldgia.

1.2. Koévetkezmény. Két logikai formula egyenldségének (eqyenértékiségének) vizsga-
latat elvégezhetyiik eqy tautologiavizsgdlattal.

1.7. Példa. Bizonyitsuk be, hogy 7(p V (p A q)) = 7(p). (abszorbcids tulajdonsig)
Az 1.2. Kovetkezmény szerint elegendd beldtni, hogy (p V (p A q)) < p tautoldgia.
Készitsiink értéktablazatot!

pla|pAhg | (pVpAg) | (pV(pAg) S p
TIT| T T T
T|L| L T T
1T L 1 T
I 1 T

A tablazat utolsé oszlopardl leolvashatd, hogy az Osszes lehetséges interpretacié igaz, igy
a vizsgalt formula tautoldgia.

1.1. Megjegyzés. A tdablazat elsé néhany oszlopdt, amelyben a valtozoknak adunk kilon-
bozd értékeket, érdemes valamilyen jol kiprobalt algoritmus szerint kitélteni. Azt konnyt
belatni, hogy minden egyes ujabb vdltozo felbukkandsa a lehetséges esetek szdmdt megdup-
ldzza, tehdat hdarom vdltozondl a tabldzat 8, négynél 16 soros, és igy tovabb.

A formuldk tautologia-vizsgalatandl az értéktablazatkészitésen kiviil mas méodszer is a ren-
delkezésniinkre &ll. Ilyen példdul az ellentmonddsra vald visszavezetés (egyes szakirodal-
makban lehetetlenre vald visszavezetés), illetve a valtozo szerinti vizsgadlat. Az alabbiakban
mindkét bizonyitasi médot megmutatjuk az el6z6 példaban targyalt tautologian.
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1.8. Példa. Bizonyitsuk be az ellentmonddshoz vezetés médszerével, hogy (pV(pAq)) < p
tautologia.

Tegyiik fel, hogy a vizsgélt kifejezés nem tautologia. Ekkor két eset lehetséges.

12 A bal oldal igaz, a jobb oldal hamis. Ha a jobb oldal hamis, akkor 7(p) = L, vagyis
a bal oldalon a bels6 zar6jelben hamisat kapunk, és igy a bal oldal L VvV L miatt hamisat
ad, ez pedig ellentmond az 1° pont alatti feltevésiinknek.

2° A bal oldal hamis, a jobb oldal igaz. Ha a jobb oldal igaz, akkor 7(p) = T, és igy a
bal oldal is igaz, hiszen a diszjunkcid egyik tagja igaz. Ez ellentmond a 2° pont alatti
feltevésiinknek.

Belattuk, hogy a két oldalon nem lehetnek kiillonbozok a logikai értékek, vagyis a két oldal
mindig ekvivalens egymassal.

1.9. Példa. Bizonyitsuk be vdltozd szerinti vizsgalattal, hogy (pV (pAq)) < p tautoldgia.
Legyen ¢ az a véltozo6, amely szerint a kifejezést vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy 7(q) = T.
Ekkor a bal oldal a kovetkez6képpen egyszertisodik: 7((pV (p A T))) = 7(p V p) = 7(p).
Ez éppen az, ami a jobb oldalon 4ll, igy a két oldal egyenértékii.

Tegyiik fel most, hogy 7(¢) = L. Ekkor a bal oldalon megint csak p marad, mert most
T((pV(pAL))=71(pVL)=7(p). Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

A logikai muveletekrol

Az alabbiakban Osszefoglaljuk az eddig targyalt logikai miiveletek tulajdonsagait, és azok
egymashoz valé viszonyat.

1.3. Tétel. A konjunkcio kommutativ, asszociativ és idempotens, azaz

(pAg) < (gAp), ((PAgAT)= (pA(gAT)), (pAP) = p.
A fenti tétel a diszjunkciora is kimondhaté és igazolhato.

1.4. Tétel. A diszjunkcio kommutativ, asszociativ és idempotens, azaz

(pva) e (qVp), (pvaVvr)e (@VigAr)), (pVp) e p.

A tulajdonsdgokat megnevezo latin szavak helyett magyar elnevezések is hasznalatban
vannak. A kommutativitast felcserélhetéségnek, az asszociativitast tarsithatésagnak, az
idempontenciat azonos hatvanyunak nevezi a magyar szakirodalom. Ez utébbi elnevezés
konnyebben érthetévé valik, ha arra gondolunk, hogy p A p = p? = p, azaz p" = p.

Az alabbi tétel a konjunkcié és a diszjunkcié kozotti kapcesolatra mutat ra.

1.5. Tétel. A konjunkcio és a diszjunkcio eqymdasra nézve disztributiv és abszorbtiv, azaz

(pAgVvr) e (A VpAT)), (PA(PVa) =D,
(pVgnnr) e (Vg ApVvr), (PV(pAg) =D,

valamint mindkét miveletre érvényes De Morgan torvénye:

IpAg) < (IpVig, 1Vae < (IpAlg).

A tulajdonsdgokat megnevezo latin szavak helyett magyar szavak is hasznalatosak. A
disztributivitas helyett szétoszthatosag, az abszorbtiv tulajdonsag helyett elnyelési tulaj-
donsag mondhaté. Az utélsé két tulajdonsag nevét Augustus De Morgan (1806-1871)
angol matematikusrol kapta.
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1.3. Kovetkezmény. A De Morgan-azonossigok alkalmasak arra, hogy a diszjunkciot
negaciora és konjunkciora, a konjunkciot pedig negdciora és diszjunkciora cseréljik az
alabbiak szerint:

(pAg)<1(pVig) és (pVa)=I(IpAlg).

Bizonyitds. Az allitas belatasara elég arra gondolnunk, hogy mindkét egyenlség esetében
mindkét oldal tagadasaval és az 1.1. Kovetkezmény felhasznélasaval a De Morgan-azo-
nossagokat kapjuk. ¢

A tovabbiakban kozliink néhany implikaciot és ekvivalenciat is tartalmazd azonosségot.

1.6. Tétel. Ervényesek a kivetkezd dllitdsok:

1°(p=q9 < (lpNq), 4° (p < q) & (¢ < p) (kommutativitds),
2° (p=4q) < (lg=1Ip) M (pel@er)e@el@er)
(kontrapozicid), (asszociativitds),

¥ppege((p=9n(@=p), 6 (pep) & p (idempotencia).

1.4. Kovetkezmény. A 3° azonossdg szerint barmely ekvivalencia felcserélheto két im-
plikdciora és eqy konjunkciora. Az 1° azonossdg szerint barmely implikdcio felcserélhetd
egy negaciora €s eqy konjunkciora. Ha figyelembe vessziik az 1.3. Kovetkezmény megdllapi-
tdsdt, akkor adodik, hogy bdrmely kijelentéslogikai formula felirhato vagy csak negdcio és
konjunkcio, vagy csak negdcio és diszjunkcio felhaszndldsdval.

1.7. Tétel. 7(pAlp) =L, 7(pVip) =T, 7(pYIp) =T, 7(p=1Ip) =Ip, 7(p &1p) = L.

A logikai miveletek bevezetésénél utalva a koznyelvvel valé hasonlésagra valamennyire
érzékeltettiik, hogy a definidlt miiveletek bevezetése indokolt, de vajon definidalhattunk-e
volna mas kétvaltozos logikai miiveleteket, és ha igen, hanyat.

1.8. Tétel. A kétértéki logikiban a kétvdltozos miveletek szama 16.

o
Bizonyitds. Egy kétvaltozos miiveletet tigy definialunk, hogy megadjuk _ZF ‘?’ . ? !
a két valtozd Osszes lehetséges értéke esetén a mivelet eredményét. Az | T | | ?
alabbi tablazat egy kitoltése tehat egy mivelet definidlasat jelenti. A | | | T | 2
kérdojelek helyére az T és a L jelet 16-féleképpen irhatjuk be, igy lesz | | | | ?

16 kilonbozd kétvaltozos muvelet. ©

Végiul megemlitjik a kovetkezd, a szamitogépek épitése szempontjabdl gyakorlati hasz-
nossagu tételt.

1.9. Tétel. Minden n-vdltozos logikai mivelet kifejezheté negdcio és
konjunkcio (diszjunkcio) segitségével.

Bizonyitds. Mutassuk meg, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott
haromvaltozos logikai miiveletre érvényes a tétel allitasa.

A mellékelt tablazattal adott mivelet leirhaté a kovetkezo negaciot,
konjunkciot és diszjunkciét tartalmazé formulaval: (p A gA]r) V (p A
gN|r) V (IpAlg A 7). A kapott formula pedig az 1.4. Koévetkezmény
szerint a kivant alakba atirhato. ©
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Kovetkezmény és kovetkeztetési sémak

Bevezetonkben emlitettiik, hogy a logika egyik f6 feladata a helyes kovetkeztetések szer-
kezetének a feltardsa. A kovetkezOkben errél lesz szo.

1.10. Példa.
Ha vasarnap van, akkor egyiitt ebédel a csalad.
Ma vasarnap van.
Egyiitt ebédel a csalad.

A fenti példaban a vonal folotti kijelentéseket premisszaknak (feltételeknek), a vonal
alatti mondatot konkliziénak (kévetkezménynek) szoktak nevezni. Mit értsiink azonban
a kovetkezmény sz6 alatt? Logikusnak tinik az A kijelentés kovetkezményének tekinteni
a B kijelentést, ha valahanyszor A igaz, B is az, mas szdval nem fordul el6 olyan eset,
hogy A igaz, B pedig nem. Ez vezet a kovetkez6 definiciohoz.

1.11. Definicié. Az A formuldnak a B formuldt a kovetkezményének nevezziik, ha az
A = B formula tautologia.

Ez a kovetkezményfogalom az implikaciénal irtakhoz hasonléan eltér a hétkoznapi ér-
telemben vett kovetkezménytdl, mert az A =, A kutya ugat” kijelentésnek matematikai
értelemben véve kovetkezménye a B =,,A 3 primszam” kijelentés, hiszen a definicié szerint
az A = B formula tautolégia, mivel a B mindig igaz. A hétkoznapi életben ezt nem
tekintenénk koévetkezménynek, de a matematikaban ez az értelmezés nem okoz gondot.

A fejezet elején benutatott példaban lattuk, hogy az A premisszabdl akkor kovetkezik a
B konkluzio, ha A = B tautolégia. Megmutatjuk, hogy hogyan kell kezelni azt az esetet,
amelynél a premissza tobb kijelentésbol all.

1.12. Definicié. A B formuldt az Ay, As, As,... A, formuldk kovetkezményének nevezziik,
ha

formula tautologia.

1.11. Példa. Formalizaljuk az el6z6 példa kijelentéseit.

Ha vasarnap van, akkor egyiitt ebédel a csalad. p = ¢
Ma vasarnap van. P
Egytitt ebédel a csalad. q

A kovetkeztetést pontosan akkor tekintjiik helyesnek, ha a ((p = ¢q) A p) = ¢ formula
tautologia. Indirekt moédon bizonyitsuk, azaz tegyiik fel, hogy a kapott formula nem
tautologia, ami azt jelenti, hogy az implikacié elsé tagja igaz, a masodik hamis, azaz
most 7((p = q) Ap) =T és 7(q) = L. Az els6 egyenléségbdl viszont az kovetkezik, hogy
7(p) = 7(p = ¢q) = T, emiatt ¢ nem lehet hamis, tehat ellentmonddshoz jutottunk és
ezzel bebizonyitottuk a kovetkeztetés helyességét.

1.12. Példa. Dontsiik el, hogy igaz-e a kovetkezo kovetkeztetés:

Ha egy természetes szam nullara végzodik, akkor az a szam oszthato tizzel.
Az 1238907650 szam nullara végzodik.
Az 1238907650 szam oszthato tizzel.
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Az egyes kijelentések formalizdlasa utan azt kapjuk, hogy az elsé premissza logikai for-
muldja p = ¢, a masodiké p, a kovetkezményé pedig ¢, igy a helyesség igazoldsa az
el6z6 példédban igazolt ((p = q) A p) = ¢ formula tautolégia-vizsgélatdra vezet vissza.
Azt mar bizonyitottuk az el6z6 példdban, hogy a formula tautolégia, igy ez egy helyes
kovetkeztetés.

Most felsoroljuk a kijelentéslogika néhany gyakrabban eloforduld kovetkeztetési sémajat.

P=q
1. Modus ponens (helyez6 méd) p
q
lp=q
2. Reductio ad absurdum (lehetetlenre valé visszavezetés) |p =|q
p
4q
3. Indirekt bizonyitds |p =]q
p
lp=q
4. Indirekt bizonyitds |q
p
P=q
5. Reductio ad absurdum céfolé alakja p = |q
Ip
q
6. Indirekt bizonyitds cafol6 alakja p =]q
Ip
p=yq
7. Indirekt bizonyitds céfolé alakja (Modus tollens, azaz elvevé méd) g
Ip
8. Kontrapozicios kovetkeztetési séma P=4q
Ip=1q
p=q
9. Lancszabdly ¢ =r
p=r
pVygq
10. Diszjunkt szillogizmus (Modus tollendo ponens, azaz elvéve helyezé méd) |p
q

Itt kell ramutatnunk arra, hogy a fenti kovetkeztetési szabalyok nemcsak matematikai,
hanem hétkoznapi valdésagunk részei is. Példaul tegyiik fel, hogy egy zart helyiségben
tartozkodva meg szeretnénk &allapitani, hogy esik-e az es6. Az ablakon kinézve ezt sokszor
elég nehéz eldonteni, de tegyiik fel, hogy azt latjuk, hogy a jarokelok tartanak-e a fejiik
folé eserny6t. Mondjuk lassuk azt, hogy nem tartanak. Ekkor igy okoskodunk: Ha esne
az es6, akkor a jardkel6k nyitott eserny6vel jarnanak (p = ¢). De mi azt latjuk, hogy
nem ezt teszik (]g). Tehat az es6é nem esik (|p). Most a fent 7. sorszam alatt megemlitett
Modus tollensnek nevezett kovetkeztetési sémat alkalmaztuk.
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1.1.3. Kvantorok

1.13. Példa.
Minden szarka farka tarka.
Csorika egy szarka.
Csorika farka tarka.

Ez a példa érzéstink szerint egy helyes kovetkeztetést ir le, am ezt a kordbban targyalt
kijelentéslogikai eszkozeinkkel nem tudjuk bebizonyitani. Ez azért is zavard, mert az
emlitett példaban taldlhaté kijelentésekhez hasonld szerkezetii kijelentések a matematikai
nyelvezetben is gyakran el6fordulnak. Mindez azt koveteli meg, hogy olyan fogalmakat
vezessiink be, amelyek a kijelentések bels6 szerkezetét is leirjak valamilyen szinten.
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:
19 Jelentse Sx azt az allitast, hogy ,,x szarka”.
2° Jelentse T'x azt az allitast, hogy ,,x farka tarka”.
3¢ Csérikat jeloljiik c-vel.
A bevezetett jelolések segitségével a kijelentés igy irhaté at:

Minden szarka farka tarka. Minden z-re: Sx = T'x.

Csérika egy szarka. Sc
Csorika farka tarka. Tc

Az Sx, Tx tipusu kijelentéseket predikdtumoknak nevezziik, a benniik szerepl6 x-et indi-
viduumudltozonak, c-t pedig individuumnak (latin sz6, jelentése: egyén, egyéniség, egyed).
A Tec kijelentést konkretizdacionak nevezzik.

1.14. Példa. Adott az Anna és Béla testvérek, és ha Anna nincs otthon, akkor Béla har-
sondn gyakorol kijelentés, melynek formalizalasahoz be vezetjiik a kovetkezo jeloléseket:
Txy = ,,x és y testvérek” Ox = ,,x otthon van”, Hx = ,,x harsonan gyakorol”.

Individuumok: a = Anna és b = Béla, a formalizélt kijelentés pedig T'ab A (|Oa = HD).

A fent leirt szerkezetii kijelentésekkel, kovetkeztetésekkel a predikdtumlogika foglalkozik.
Mar a 1.13. Példa is tartalmazta a ,,minden” szét: Minden z-re: Sx = Tz. Ennek
jelolésére kiilon jelet hasznalunk: V. A kijelentés most gy frhaté fel: (Va)(Sz = Tx). Az
univerzalis kvantor megnevezésére alkalmas még a ,,barmely”, | tetszoleges”,... sz6 is.

1.13. Definicié. A ,,minden” szo jelolésére a ¥V jelet hasznaljuk, és univerzalis kvantornak
nevezzik. AN jelet mindig eqy individuum-vdltozo koveti.

Ahhoz, hogy a ,,minden” sz6t hasznéalhassuk, léteznie kell egy targyaldsi univerzumnak,
amelynek az elemeire a ,,minden” szé vonatkozik. Ha példaul a hetes azt jelenti éran a
tanarnak, hogy mindenki jelen van az éran, azt ugy kell érteni, hogy mindenki ott van,
akinek ott kell lennie. Ez esetben a targyaldsi univerzum az adott éran jelen lenni koteles
tanulok halmaza. A targyaldsi univerzum jele: U.

Az univerzalis kvantort akkor van értelme hasznalni, ha azt olyan predikatum koveti,
amely tartlamazza az univerzalis kvantor altal jelolt individuumvéltozot. Legyen Px egy
predikatum és U = {uq, us, ..., u, }. Ekkor a

T(VxPx) = 7(Puy A Pus A ... A\ Puy,),

azaz az univerzalis kvantifikdcié a konjunkcé dltalanositasaként is felfoghaté.
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Matematikai szovegben gyakran jelenik meg a ,,van olyan..., amelyre...” szdszerkezet,
példaul: Van olyan haromszog, amely derékszogli. Ha bevezetjik a Hx =,,x haromszog”,
Dz =, ,x derékszogl” jeloléseket, akkor a fenti mondat igy formalizalhaté: Van olyan z,
amelyre (Hz A Dx). A 3 jel bevezetésével a kifejezés igy egyszertisodik: Jx(Hx A Dx).

1.14. Definicié. A ,,van olyan..., amelyre” szoszerkezet jelolésére a 3 jelet haszndljuk,
és egzisztencialis kvantornak nevezzik. A 3 jelet mindig egy individuumuvdltozo kéveti.

Az egzisztencialis kvantor hasznalatakor a targyaldsi univerzumnak egyértelmiien adott-
nak kell lenni. Az egzisztencialis kvantort akkor van értelme hasznélni, ha azt olyan
predikatum koveti, amely tartalamazza az egzisztencialis kvantor altal jelolt individu-
umvaltozét. Legyen Pz egy predikatum és U = {uy, us, ..., u, }. Ekkor a

7(JxPx) = 7(Puy V Pus V ... V Puy,),

azaz az egzisztencialis kvantifikacié a diszjunkcé altalanositdsaként is felfoghato. Az
egzisztencialis kvantor megnevezésére a ,,van olyan” szdszerkezeten kiviil alkalmas még a
,,1étezik olyan...”, | valamely...” ... kifejezések is.

1.15. Példa. Tekintsiik a ,, Mindenkinek van anyja” kijelentést, amelynek formalizala-
sahoz definidljuk az Axy két argumentumu predikdtumot: Azy =, x-nek y az anyja”.
A kijelentés ekkor a VxdyAxy alakban irhaté. Itt hallgatolagosan feltételeztiik, hogy az
univerzum az emberek halmaza.

A kvantorokkal kapcsolatban végezetiil megjegyezziik, hogy az univerzélis kvantor jele (V)
anémet ,,alles”, az angol ,,all” (jelentésiik: minden) szavak elsé betiijének megforditdsabdl
ered, az egzisztencidlis kvantor jele (3) pedig a német ,.existiert”, az angol ,exist” (je-
lentésiik: 1étezik) szavak elsé betiijének megforditasabdl szarmazik. Maga a kvantor és a
kvantifikdlas szé a latin quantum (jelentése: mennyi, hany) széra vezethet6 vissza.

A tovabbiakban a kvantorokat tartalmazé kijelentések tagadasaval foglalkozunk, hiszen
korabban lattuk, hogy tobb bizonyitasi eljarasndl szerepet jatszik a tagadas.

1.10. Tétel. A kovetkezo formuldk tautologidk:

VeAx & Jx|Ax és |FrAx < Vo] Ax.

Ezeket a tautologidkat (is) szokds De Morgan-torvényeknek nevezni.

Itt szeretnénk felhivni a figyelmet egy gyakori tévedésre, amely a tagadas buktatodira is
valamennyire ramutat. ,,A balna a legnagyobb emlés allat” kijelentés tagaddsa nem , A
bélna a legkisebb emlés allat”. Az 1.10. Tétel szerint a keresett tagadas megfogalmazhaté
a kovetkezoképpen:

,,Nem igaz, hogy a balna a legnagyobb eml6s dllat.” = | Létezik olyan emlds allat, ame-
lynél a balna nem nagyobb.”= | Létezik olyan emlés allat, amely legalabb akkora, mint a
béalna”. Ez utobbi mondat pedig nem azt jelenti, hogy a balna a legkisebb.

A fenti gondolatmenet logikai szimbélumokkal:

T(|(Vx € E)(b>x))=7((Fx € E)](b>x)) =7(3x € E)(b < 1)),

ahol E az emlosok halmazat, b a balnat, a szdmokndl megszokott < és > jel pedig az
allatok nagysagara vonatkozik.
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1.16. Példa. A (Iz)(z € Q A bz + 4 = 23) kifejezés tagaddsdhoz tekintsiik a kovetkezd
egyenértéki kifejezéseket:

1((3z)(z € Q A 5z +4 = 23)) (V2)] ((z € Q A 5z + 4 = 23))

<~
= (Vz)(](z € Q) V](5z + 4 = 23))
— (V2)((x ¢ Q) V (5r +4 #23)).

1.17. Példa. Tagadjuk most a (Vz)(x € R = x? > 0) kijelentést.

((Vz)(z € R = z” > 0))

FELADATOK

1. Dontsiik el a kévetkez6 mondatokrol, hogy kijelentések-e:
[. Minden deltoid érinténégyszog.
IT. A 91 primszam.
IIT. Addig jar a kors6 a kutra, amig el nem torik.
IV. Kihajolni veszélyes.

Megoldas. Az I. és II. mondatok logikai értéke eldonthetd, ha megfelelé mate-
matikai ismerettel rendelkeziink. Ezeket tekinthetjiik kijelentéseknek. A III. mondat
igaz volta vita targya lehet, és nem is lehet eldonteni. (Sok kézmondassal igy van
ez.) A IV. mondat sem tekintheté kijelentésnek, mert példaul a veszélyesség fogalma
nem teljesen egyértelmii.

2. Legyenek adottak a kovetkez6 implikaciok:
[. Ha egy szam oszthaté 3-mal és 4-gyel, akkor oszthatd 12-vel is.
IT. Ha egy szdm oszthaté oszthato 16-tal, akkor 2-vel és 8-cal is.
ITI. Ha egy négyszog paralelogramma, akkor minden szoge derékszog.
IV. Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor az 4tléi felezik egymast.
Mindegyik kijelentés esetében valaszoljuk meg a kovetkezo kérdéseket:
a) Igaz-e az implikécié?
b) Fogalmazzuk meg az implikdcié megforditdsét, és dontsiik el, hogy igaz-e!
c) Mit tudunk mondani az elsé mondatrész viszonyarél a mésodikra nézve?

Megoldés. a) Az 1. és a II. kijelentés igaz, a III. és a IV. hamis.

b) Az I. megforditasa: Ha egy szam oszthaté 12-vel, akkor oszthaté 3-mal és 4-gyel
is. Ezigaz. A II. megforditasa: Ha egy szdam oszthaté 2-vel és 8-cal, akkor oszthato
16-tal is. Ez hamis. A III. megforditdsa: Ha egy négyszog minden szdge derékszog,
akkor az paralelogramma. FEz igaz. A IV. megforditdsa: Ha egy négyszog atloi
felezik egymast, akkor az hurnégyszog. Itt a megforditas is hamis.

c) Az L. éllitasnél az implikdcié els6 komponense sziikséges és elégséges feltétele a
masodiknak. A II. allitdsnal az, hogy egy szam oszthatd 16-tal, elégséges, de nem
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sziikséges feltétele annak, hogy oszthatd legyen 2-vel és 8-cal. A III. allitds elso
komponense (egy négyszog paralelogramma) sziikséges, de nem elégséges feltétele a
méasodik komponensnek (a négyszog minden szoge derékszog). A IV. implikacional a
komponensekrdl sziikségesség és elégségesség szempontjabol semmi sem mondhato.

. Igazak-e a kovetkez6 ekvivalencidk:

a) Egy szorzat akkor és csakis akkor nulla, hogyha a tényezék valamelyike nulla.
b) Két egész szdm szorzata akkor és csakis akkor paros, hogyha mindkét szam paros.
c) Két egész szam szorzata akkor és csakis akkor paratlan, hogyha mindkét szam
paratlan.

d) Két egész szdam Osszege akkor és csakis akkor nem paratlan, hogyha mindkét
szam nem paratlan.

e) Minden val6s szam négyzete pozitiv.

Megoldas. Az a) kijelentés igaz, mert valéban legaldbb az egyik tényezd zérus
kell hogy legyen. A b) kijelentés hamis, mert két egész szam szorzata akkor is
paros lehet, ha csak az egyik szam paros. A c) kijelentés igaz. A d) kijelentést
fogalmazzuk at a ,,nem paratlan” helyébe , parost” irva: Két egész szam Osszege
akkor és csakis akkor paros, hogyha mindkét szam paros. fgy sokkal érthetobb, és
tudunk mondani ellenpéldat: 5+ 5 = 10, tehat nem csak paros tagok adnak paros
Osszeget, 1gy a kijelentés hamis. Az e) kijelentés hamis, mert a nulla valds szam és
a négyzete nulla, nem pozitiv.

. frjuk be az iires helyekre a =, <= és < jeleket gy, hogy igaz kijelentéseket kapjunk

(m7n7p€ Z""E?y?aER>:

a) m+n=m+p O n=p
b) rT=y O zz=yz
c) a>0 O a*>0
d) xr = || O x>0
e) n paros O n? péros.

Megoldas. a) < (az egyenletnek ekvivalens dtalakitdsa mindkét oldaldhoz hozza-
adni vagy elvenni egy szdmot). b) = (z = 0 esetén ,,visszafelé” nem igaz).

c) = (visszafelé nem igaz, ha a negativ).

d) < (a masik irdnyban x = 0 miatt nem igaz). e) <.

. Egyszer Bénit baratai arrél faggattak, hogy szereti-e a matematikéat. O erre vélaszul

a kovetkez6 igaz kijelentést tette: ,,Nincs igazuk azoknak, akik nem tagadjak azt,
hogy nem szeretem a matematikat.” Vajon szereti-e Béni a matematikat?

I. Megoldas. Béni kijelentése elso ranézésre elég nyakatekertnek tiinhet. Probaljuk
meg hat bizonyos részeit vele azonos jelentésili egyszeriibb részekre cserélni. Ha nincs
igazuk azoknak, akik nem tagadjak, akkor azoknak van igazuk, akik tagadjak. Tehat
Béni mondata atfogalmazhato igy: ,,Igazuk van azoknak, akik tagadjak, hogy nem
szeretem a matematikat.” Akik tagadjak, hogy nem szeretem, azok valéjaban azt
allitjak, hogy szeretem. Ezt figyelembe véve az allitdas most igy hangzik: | Igazuk
van azoknak, akik azt allitjak, hogy szeretem a matematikat.” Ennek a mondatnak
az allitasa egyértelmii: Béni szereti a matematikat.
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II. Megoldas. Az el6z6 megoldasban kétszer is alkalmaztuk az 1.1. Tételt. Probaljuk
most meg alkalmazni az 1.1. Kovetkezményt, azaz szamoljuk meg, hogy a ,,szeretem
a matematikat” kijelentés el6tt paros vagy paratlan szamu tagadas all. Béni kije-
lentésében aldhuztuk a tagadé szavakat, kifejezéseket: ,,Nincs igazuk azoknak, akik
nem tagadjak azt, hogy nem szeretem a matematikat.” Pontosan négy olyan szo,
szoszerkezet van, amely megvaltoztatja a kijelentés logikai értékét: | ,nincs igazuk”,
,nem” . tagadjak”, ,nem”. A 1.1. Kovetkezmény szerint ez éppen azt jelenti, hogy
Béni szereti a matematikat. (Csak zardjelben megjegyezziik, hogy az, aki egy ilyen
kérdésre ilyen rejtvénnyel feléré valaszt ad, az tényleg szeretheti a matematikat. )

6. Mi a logikai értéke a (T A L) = (T A(]T Vv 1)) kifejezésnek?
Megoldas.
(TAL) = (TA(TVL)
1 = (TA(LVL)
1 = (TAL
1 = 1
T
7. Mi a logikai értéke a (L =](T Y 1)) < |(TA](L V T)) kifejezésnek?
Megoldas.
(L=)(TVYL1) < [(TA}(LVT))
(L=1T) <= |(TA]T)
(L=1) < |(TAL)
T < |1
T << T
T
8. Oldjuk meg az 7((TA]|L) =](pV L)) =7(T & p) ,egyenletet”.

Megoldas. A p logikai valtozé csak két értéket vehet fel.
1° Ha 7(p) = T, akkor

(TAIL)=)(TVvl = T&T,
(TAT)=]T = T,
T=1 =T
1L = T

2° Ha |p| = L, akkor

(TAIL) =](Lvl) = Te 1,
(TAT)=]L = 1L
T=T = 1,

T = 1.

Az egyenletnek nincs megoldasa, mert p egyik értéke sem elégiti ki az egyenletet.
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9. Bizonyitsuk be mindhdrom tanult médszerrel, hogy a ((p = (¢A7))A(JgV]r)) =1p
logikai formula tautologia!

I. Megoldas. (Bizonyitds értéktabldzattal) Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

A=(p=(ann)r(gVIr).
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Az utolsé oszlop logikai értékei azt bizonyitjak, hogy a vizsgalt formula Osszes
lehetséges interpretacidja mellett igaz logikai értéket kapunk, tehat a formula tau-
tologia.

IT. Megoldas. (Bizonyitas ellentmondésra valé visszavezetéssel) Tegyiik fel, hogy a
vizsgélt formula nem tautoldgia, azaz van olyan interpretaciéja, amely hamis értéket
ad. Ez csak gy lehetséges, hogy ha az implikacié elso része igaz, a masodik hamis:

m((p= (gAr))A(lgVIr)) =T é7(lp) = L.
A maésodik egyenldséghdl kovetkezik, hogy 7(p) = T, az elsébél pedig hogy
T(p=(gAr))=Tés 1(lqV]|r)=T.

Mivel p igaz, igy a fenti els6 egyenléség miatt 7(¢ A r) = T (kiilonben az imp-
likdcié nem lehetne igaz), azaz q is és r is igaz, de akkor 7(|qV]r) = L, és ezzel el-
lentmondashoz jutottunk a masodik egyenldséggel. Mivel minden kovetkeztetéstink
szabalyos volt, az ellentmondast csak az okozhatta, hogy téves volt a kiinduldsul
vett kijelentéstink, mely szerint a vizsgalt formula nem tautoldgia, tehat tautoldgia.

ITI. Megoldas. (Bizonyitéds valtozo vizsgalataval) Vizsgélt valtozénak vélasszuk a
p logikai valtozot.
1° Legyen 7(p) = T. Ekkor

Alkalmazva a (1.3)-ban lefrtakat:

((gAr)A(lgV]r) = L

Most hasznaljuk fel De Morgan azonossagat: 7(](¢ Ar)) = 7(]qV]r). Eszerint
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10.

((gAr)Nl(gAT)) = L

Ha (g A r) hamis, akkor a konjunkcié bal oldala hamis, ha (¢ A r) igaz, akkor meg a
konjunkcié jobb oldala hamis, tehat mindenképpen | = | adédik, ami tautolégia.
2° Legyen 7(p) = L. Ekkor

(L= (gnr)A(lgV]r)) =1L,
T=T,

tehat ismét tautologiat kaptunk. Més eset nem lehetséges.

Vizsgaljuk ki a 1.4. Definiciéban definialt kizard diszjunkcio kovetkezo tulajdonsiga-
it: a) kommutativitds; b) asszociativitéas; ¢) idempotencia; d) disztributivitds a kon-
junkciéra és a diszjunkciéra nézve; e) abszorbcié a konjunkciéra és a diszjunkciéra
nézve.

Megoldas.
a) Bizonyitando, hogy a (p Y q) < (¢ ¥ p) formula tautoldgia.

p¥Yq) | (@g¥p) | (p¥Yq) & (¢Yp)
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Ezek szerint a kizar6 vagy mivelet kommutativ .
b) Bizonyitandé, hogy a (p¥Y q) Vr) < (p Y (¢ Y r)) formula tautoldgia.

1<
<
S

(pYgVr)(=4) | (g

=
~—

(pY(g¥r)(=B) | A

RS
~—

(p

FEEEAAA AR
FE A A e
i N I
A4 44 H<
e it i B

A A4 A4 dHI<
i W

444 4+-F+HT

Ezek alapjan a kizar6 diszjunkcié asszociativ miivelet.
¢) Bizonyitandé, hogy a (p Y p) < p formula tautologia.

p | (@Yp) | (p¥Yp) &p
T L 1
1l L T

A kizar6 vagy mivelet nem idempontens.
d) Bizonyitandd, hogy a p¥ (qAr) < ((pYq)A(p¥r)) és apV(qVr) < ((pYq)V(pYr))
formula tautoldgia. (A bizonyitandé &llitast a tdblazatban rendre A és B jeldli.)
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11.

ﬂ

N~—
=

S~—

(¥ A(PYr))

)

2
el e e I S IS

()
>
2
=
S

(¢ pY

FEREREAAAAR
AR A e
e i Bl B s
FEEARREREA>
R AAA AR
FE A A A<
FEEAAREEF>
A A A A A A

>
<
2
<
2
<
i e I el o I
=
<
1<
-

FEEREAAAAR
FEAAERE A<
AR A=
i e A | B
FAAA AR
i AA A A<
FAA44 44 4H<
dA4 444+ FAd®

Ezek alapjan a kizar6 vagy mivelet sem a konjunkcidéra, sem a diszjunkciéra nézve
nem disztributiv.

e) Bizonyitandé, hogy a (pY (pAq)) < pésa (pY(pVq)) < p formula tautologia.

(p

L)
~—

(PY(pAq)

(pV(p

i
- e e

i B

- e

L)
~—

e
- e

=A<

Ezek alapjan a kizar6 vagy miivelet sem a konjunkciéra, sem a diszjunkciéra nézve
nem abszorbtiv.

frjuk fel a p = (p A q) kifejezéssel ekvivalens olyan kifejezést, amely csak negéciot
és konjunkciot tartalmaz.

Megoldas. A megadott formulat 1épésrol 1épésre atalakitjuk gy, hogy mindegyik
1épés elott megnevezziik azt az azonossagot, amelyet felhasznalunk.
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12.

13.

14.

p= (pAq) 1.6. Tétel 1. azonossag
lpV(pAq) 1.5. Tétel (disztributivitas)
(Ipvp)A(IpVq) mivel [[pVp[=T, ezért
1pVq 1.1. Kovetkezmény (kettés tagadas)
11(0p V q) 1.3. Kovetkezmény (De Morgan)
1(11pAq) 1.1. Kovetkezmény (kettés tagadas)
(

1(pAlq)

frjuk fel a (pAlq) < (]p =]q) kifejezéssel ekvivalens olyan kifejezést, amely csak
negaciot és konjunkciot tartalmaz.

Megoldas. A megadott formulat 1épésrél 1épésre atalakitjuk gy, hogy mindegyik
1épés elott megnevezziik azt az azonossagot, amelyet felhaszndlunk.

1.6. Tétel 3. azonossag
Ip =1q) = (pAlg)) 1.6. Tétel 1. azonossig
) 1.6. Tétel 1. azonossag
) 1.3. Kovetkezmény
)
)

<
>
JR—
S
)
S
Y
JR—
S

) 1.1. Kovetkezmény
V mivelet asszociativ
V miivelet kommutativ
[lpVp| =T, ezért:
lgV1g| = T, ezért:
1.1. Kovetkezmény
1.3. Kovetkezmény

> S N N N
< >a/5> > > > >

E\_/
Q/—\
>

Hany otvaltozds logikai miivelet definialhat6?

Megoldas. Eloszor szamoljuk ki, hogy 6t valtozé esetén a véaltozok hény lehetséges
értéket vehetnek fel, azaz a miivelet miveleti tabldja hany sort tartalmaz. Az 1.1.
Megjegyzés szerint 32 soros lesz a tablazat. Most a 1.8. Tétel bizonyitadsaban
latottakhoz hasonléan szamoljuk meg, hany lehetséges kitoltése van ennek a tablazat-
nak. Mivel mind a 32 helyre az T és a L jelek egyikét irhatjuk, ezért a lehetoségek
széma 232,

Fejezziik ki az alabbi miiveleti tablazattal megadott haromvéltozos miiveletet csak
a) negaci6 és konjunkcid; b) negacié és diszjunkcié segitségével.

i e e =
FE AR s
S R
A A A e
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15.

Megoldas. A 1.9. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogyan lehet egy olyan kife-
jezést felirni, amelynek éppen azok az interpretacioi adnak igazat, amely sorokban
a tablazat jobb szélso oszlopdaban T jel all:

(pATgAr)V (Ip AgAr)V (IpAlgN]T).

a) alakitsuk at a fenti kifejezést a kettds tagadds tulajdonsdga (1.1. Kovetkezmény)
és De Morgan-azonossagai (1.3. Kovetkezmény) alapjan.

(pAlgAT)V (IpAgAT)V (MDM@N )
11 ((eAlaAr)V (e AgAr)V (IpAlgA]r)) <
S1(1Alg AN (p A g Ar)AT(IpATgATT))

A kapott kifejezés csak negaciot és diszjunkciot tartalmasz.
b) A fenti formulat alakitsuk tovabb a De Morgan-torvények szerint, kozben pedig
a kettos tagadasrdl tanultakat is alkalmazzuk:

1((Opv11avir) A NeVvaVvie) A (11pV11gV]Tr)) <
S1((pVaVvlr)A@VigVir) A(pVaVvr)) <
< (10p v qvIr)VIeVigv]rVvip VeV r)).

Bizonyitsuk be tetszoleges modon a 12. oldalon talalhaté elsé négy kovetkeztetési
sémat!

Megoldas.

1. Modus ponens. Bizonyitandd, hogy a ((p = q) A p) = ¢ formula tautoldgia.
Legyen |q| = T. Ekkor a kifejezés igy irhaté: ((p = T)A p) = T, azaz az imp-
likaciok igazak, igy az egész kifejezés is igaz. Tegyiik fel most, hogy |¢| = T. Ekkor
a kifejezés igy irhato: ((p = 1) /\p) = 1. Konny végiggondolni, hogy ha |p| = T
akkor a bels§ implikdcié hamis, a kiilsé pedig igaz. |p| = L esetén pedig mindkét
implikacié igaz, tehat a kifejezés is igaz.

2. Reductio ad absurdum. Bizonyitandé, hogy a ((Jp = ¢) A (Ip =1q¢)) = p for-
mula tautologia. Tegyiik fel, hogy nem az. Ekkor a zaréjelen kiviil 1évé implikacio
els6 komponense, a konjunkcid, igaz, a masodik hamis, vagyis a p hamis. Megmu-
tatjuk, hogy ez ellentmondds. Ugyanis ha |p| = L, akkor a kijelentés elsé fele igy
alakul: (1L = q) A (]L =1q), azaz (T = q) A (T =]q). q barmely értéke mellett
a két implikéacié kozil az egyik hamis lesz, marpedig akkor a konjunkcié is az lesz,
mikozben annak igaznak kellene lennie.

3. Indirekt bizonyitds. Bizonyitandd, hogy (¢ A (]Jp =1¢)) = p formula tautolégia.
A kérdéses formulan ekvivalens atalakitasokat alkalmazunk:

(gn(lp=1q9)) = p 1.6. Tétel 1. azonossig
(q A (p\/}q)) =p 1.5. Tétel
((gnp)V(gAlQ) = p lgAlgl = L miatt:

(gAp)=p 1.6. Tétel 1. azonossig
1gAp)Vp 1.3. Kévetkezmény De Morgan
(lgVip) Vp a V asszociativ

lgv(lpVvp) mivel [[pV p| =T, igy:

lgvT ez pedig mindig igaz.
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4. Indirekt bizonyitds. Bizonyftandd, hogy ((1p = ¢)Alq) = p formula tautolégia.
pallp[(p=a) [1a] ({(r= oAl [ ((p = 9)Alg) = p
T T | L T 1L 1L T
T1L| L T T T T
LT T T 1 1 T
L L] T 1 T 1 T

A téblazat utolsé oszlopardl leolvashatd, hogy a formula valéban tautolégia.

16. Ellendrizziik le az alabbi kovetkeztetés helyességét:

Ha Péter tanul és 6tose lesz, akkor nem kap 1j konyvet.

Ha Péternek 6tose lesz, akkor a tengeren nyaralhat vagy 4j konyvet kap.
Péter nem nyaralhat a tengeren.

Péter 1j konyvet kap.

Megoldas. Vezessiink be jeloléseket a feladatban szereplo kijelentésekre:
p = Péter tanul;

q = Péternek 6tose lesz;

r = Péter a tengeren nyaralhat;

s = Péter 1j konyvet kap.

A feladat kovetkeztetési sémaja a kovetkezo:

(pAgq)=]s.
1q:> (rVs)

S

A kovetkeztetési séma pontosan akkor helyes, ha a

(PAq) =18 Alg= (rV s)ATr) = s

formula tautolégia. De vajon van-e olyan interpretacié, amely mellett hamisat ka-
punk? Ha van, akkor abban a

(pAg)=1s)Alg= (rVs)Alr
kifejezés igaz, mikozben s hamis. De ha |s| = L, akkor

(pAg) =1L)A(g= (rV L)A]r,

amibol
(pAq) = T)A(g=r)A]r,
azaz
TA(qg=r)\]r,
ahonnan

(g = r)N]r.
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Ahhoz, hogy ez a kifejezés igaz legyen, az utolsé tag miatt r-nek hamisnak kell
lennie. Igy adédik a (¢ = L)AL formula, amely egyenértékii a ¢ = L formuldval.
Ez pontosan akkor igaz, ha ¢ hamis. Igy a kovetkezd véalaszt adhatjuk a kérdésre: A
feltételekbél nem kovetkezik a konklizid, mert ha |¢| = |r| = |s| = L, akkor minden
feltétel igaz, de a kovetkezmény hamis.

17. Alkalmasan valasztott predikatumlogikai jelolések bevezetésével formalizaljuk a ko-
vetkezo kijelentéseket:
a) Minden autds, akinek van megfelel§ engedélye, behajthat a gyalogostvezetbe.
b) Vilmos autds és nincs megfelelé engedélye.
c) Létezik olyan autos, akinek ha nincs megfelel6 engedélye, akkor nem hajthat be
a gyalogosovezetbe.
Megoldas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket.
A az autoésok halmaza,
v = ,,Vilmos”
Ex = | x-nek van megfelel6 engedélye.”
Bx = ,,x behajthat a gyalogosovezetbe.”
a)
Vr((xr € AN Ex) = Bzx),
b)
v € AN|Ewv,
c)
dz(z € AN (|Ex =]Bx)).
18. Az Fzy = ,,x figyeli y-t” predikdtum és az a = ,;,Anna”, b = Béla” individuum-

nevek felhasznalasaval irjuk le a kdvetkezo kijelentések szerkezetét:

a) Béla figyeli Annét.

f) Valaki mindenkit figyel.

b) x mindenkit figyel.

g) Mindenki figyel valakit.

c) xz-et mindenki figyeli.

h) Bélat valaki figyeli.

d) Valaki figyeli z-et, x pedig y-t.
i) Mindenkit figyel valaki.

e) Mindenki mindenkire figyel.

Megoldas. a) Fba,
b) Vy(Fzy),

c) Vy(Fyz),

d) Jy(Fyz),

e) VaVy(Fry),

f) JxVa(Fry),

g) Vady(Fry),

h) Jz(Fzb),

i) JaVy(Fzy).
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19.

20.

Formalizaljuk a kovetkezo kijelentéseket:

a) Barmely két kiillonboz6 raciondlis szam kozott 1étezik egy racindlis szam.

b) Az 2% + 1 = 0 egyenletnek nincs megolddsa az R halmazban.

c) Pontosan egy olyan szam létezik, amelynek a négyzete 0.

d) Az ' — 72? + 12 = 0 egyenletnek van legaldbb két kiilonbozd valés megolddsa.
e) Pontosan két olyan valds szam létezik, amelynek a négyzete egyenld 3-mal.

Megoldas. a)

(Ve € Q)(Vy € Q)(Fz € Q)(zly = = < z <y),

b)
1(Bz e R)(z* +1=0)),

c)
(Vo) (Vy) (2> = 0Ay* = 0) = z = y),
d)
BreR)Fy e R) (2" =722 +12=0Ay" = Ty* +12=0Az]y),

e)
(FzeR)Fy e R)(Vz e R)((zlyAa® =3Ay* =3N2"=3)= (z=2Vy=2)).

Tagadjuk a kovetkezo kijelentéseket:
a) (Va)(z = 0),

b) (3x)(2* < 0),

c) (Va)(z-0=0),

d) (Jz)(x € ZANzx+5>0),

e) (Vz)(zr e N=2x € Z).

Megoldas.

a) |(Va)(z=0)< d) |[Ex)(z€eZANz+5>0)<
& (Fx)|(z=0) & S Vr)|[(r€ZNx+5>0)<
(Jz)(2]0); < Vo)(lzr € ZV](z+5>0)) &

b) 1(Fz)(2* <0) & & (Vo)(lz € ZV](z+5>0)) &
& (Vo) (2? < 0) & s (Vo) (x ¢ ZVa+5<0);
& (Vo)(2? > 0) e) |Va)(zeN=z€eZ) &

c) |(Vz)(z-0=0) < S (@) |(reN=zreZ) &
& (F)](z-0=0) & & (@A) ](J(zeN)VzeZ) &
& (Jz)(x - 0]0); & (Jr)|[(z ¢ NVrelZ) &

(

rEN)AN|(z €2)) &
eENAx¢Z).

—~
L L
8
~—
—~
8 =8
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1.2. Halmazelméleti alapfogalmak
1.2.1. A halmaz fogalma

A halmazt a halmazelmélet alapfogalmanak tekintjik és ezért nem definidljuk, kortilirva
szokdas azt mondani, hogy a halmaz kulonbozd dolgok 0sszessége.

Valamely halmazt akkor tekintiink adottnak, ha barmely pontosan meghatarozott dologrél
egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy hozzatartozik-e a széban forgd halmazhoz, illetve
eleme-e a halmaznak. A halmazokat nagybetiivel, elemeit pedig kisbettivel jeloljik. Azt
a tényt, hogy = az A halmaz eleme, z € A mddon jeloljitk. Ha valamely y elem nem
tartozik az A halmazba, akkor azt y ¢ A mddon jeldljiik. Egy halmazban egy elem csak
egyszer fordulhat eld, a felsorolds sorrendje pedig tetszéleges.

Egy halmazt kétféle médon adhatunk meg: vagy felsoroljuk a halmaz elemeit, vagy a
halmaz elemeinek pontos koriilirasat adjuk.

1.18. Példa. A ={1,2,3,4,5} és B = {z € N|x < 5} az 6tnél nem nagyobb természetes
szamok halmazat jeloli.

1.19. Példa. A C' = {z € R|0 <z < 6} halmaz a 0 és 6 kozé es6 valds szamok halmazat
jeloli. A 0 hozzatartozik a C' halmazhoz, a 6 viszont nem.

A halmazok jol szemléltetheték Venn-diagrammoal, azaz zart gorbével hatarolt stkidommal,
amelyben a halmazhoz tartozo elemek a sikidom belsejében levo pontok.

1.15. Definicié. Ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, akkor az A
halmazt az B halmaz részhalmazanak nevezzik, és ezt a kapcsolatot igy jeloljik: A C B
vagy B O A (olv: A részhalmaza B-nek).

Minden halmaz részhalmaza énmaganak, vagyis A C A.

1.16. Definicié. Ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme, és a B halmaz-
nak van olyan eleme, amely nem eleme A-nak, akkor az A halmazt az B halmaz valodi
részhalmazdnak nevezzik, és ezt a kapcsolatot igy jeloljik: A C B vagy B D A (olv: A
valddi részhalmaza B-nek).

AcB

1.17. Definicié. A wvalos szamok R halmazanak olyan részhalmazait, melyek a és b két
valos szam kozott vannak, intervallumoknak nevezzik. Nevezetesen:

(a,b) = {x € Rla < & < b} nyitott intervallum,

la,b] = {z € Rla < x < b} zdrt intervallum,

(a,b] = {z € Rla < x < b} balrdl nyitott jobbrdl zdrt intervallum,

la,b) = {z € Rla < x < b} balrdl zart jobbrol nyitott intervallum.



1.2, Halmazelméleti alapfogalmak 27

1.20. Példa. A C = {z € R|0 < z < 6} halmaz felirhaté intervallumként is, mint
C =1[0,6).

1.18. Definicié. Két halmaz A és B akkor és csakis akkor egyenld, ha ugyanazokat az
elemeket tartalmazzdk, vagyis

(A=B) <= (r€ A<=z € B).
Ha két halmaz egyenlo, akkor A C B és B C A.

1.21. Példa. Az A = {1,2,3,4,5} és B = {z € N|z < 5} halmazok egyenléek, azaz
A=B.

1.19. Definicié. Ures halmazon az olyan 0 vagy {} szimbélummal jeldlt halmazt értjiik,
amelynek egy eleme sincs. Eszerint ) = {x|x # x}.

1.22. Példa. Tekintsiik az A = { € R|2? + 3 = 0} halmazt. Mivel R a valés szdmok
halmazat jeloli, és 2% + 3 = 0 semmilyen valés szdmra nem teljesiil, igy az A halmaznak
nincs eleme, azaz A tires halmaz.

Ha valamilyen halmazokrdl beszéliink, akkor altalaban ismertnek vesziink egy alaphal-
mazt, amelybol a szemlélt halmazok elemeit vessziik. Példaul, ha a péaros természetes
szamok halmazat tekintjiik, vagy a primszamok halmazat szemléljiik, akkor ezek a termé-
szetes szamok N halmazanak a részhalmazai. Hasonléképpen barmilyen nyitott (a, b) vagy
zart [a, b] intervallum a valds szamtengelyen a valés szamok R halmazanak a részhalmazai.
Ezt az alaphalmazt gyakran nem is emlitjiik, de alapértelmezés szerint ismertnek vessziik.
Ezt az alaphalmazt univerzalis halmaznak nevezziik és U-val jeloljiik.

1.20. Definicié. A halmaz elemeinek szamat a halmaz kardindlis szamanak nevezzik.
Az A halmaz kardindlis szama jelolhetd |A|, #A vagy Card(A) mddon.

A halmazok elemeik szama szerint két csoportba oszthatok, véges és végtelen elemszamu-
akra.

Egy halmazt véges halmaznak neveziink, ha van olyan természetes szam, amelynél e
halmaznak nincs tobb eleme.

Végtelen halmaznak tekintjiik a nem véges halmazokat.

1.23. Példa. Az A = {z € R|z* + bz + 6 = 0} halmaz véges, mert csupdn két eleme
van: —2 és —3. Az N halmaz végtelen, mert végtelen sok eleme van.

1.24. Példa. Az A = {1,2,3,4} halmaz Venn-diagrammal valé &dbrazolésa:
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1.2.2. Miiveletek halmazokkal

A halmazokkal a kovetkezOkben értelmezett miiveleteket tudjuk elvégezni.

1.21. Definicié. Az A és B halmazok unidjan (egyesitésén) azt a halmazt értjik, amely-
nek elemei az A vagy B halmazok legalabb eqyikének elemei, tehdt

AUB ={zlxr € AVz € B}.

A B

AUB
1.25. Példa. Ha A = {2,4,6,8} és B = {n € N|n < 5}, akkor AUB = {1,2,3,4,5,6,8}.
A definici6bdl nyilvanvald, hogy A C (AU B) és B C (AU B).

1.22. Definicié. Az A és B halmazok metszetén (kézos részén) azt a halmazt értjik,
amelynek elemei A-nak is és B-nek is elemei, tehit AN B = {x|r € ANz € B}.

A B

ANB

1.26. Példa. Ha A = {2,4,6,8} és B ={n € N|n <5}, akkor AN B = {2,4}.
A definiciébdl nyilvanvald, hogy (AN B) C Aés (AN B) C B.

1.23. Definicié. Ha az A és a B halmazoknak nincs kozos eleme, azaz AN B = (), akkor
azt mondjuk, hogy A és B diszjunkt halmazok.

1.24. Definicié. Az A és B halmazok kiilonbségén azt a halmazt értjik, amely azokat
és csakis azokat az elemeket tartalmazza, amelyek A-nak elemei, de B-nek nem elemet,

tehat A\ B = {x|r € ANz ¢ B}.

A

A\B

A definiciébdl azonnal lathaté, hogy ha A és B diszjunktak, azaz A N B = (), akkor
A\B=Aé B\ A=B.

1.27. Példa. HoA={z e R|-2<z2<1}=[-2/1]és B={x e R||z| <1} =(—1,1)
adott halmazok (intervallumok), akkor

A\B=[-2,-1U{1} é B\A=0.
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1.25. Definicié. Legyen A az U univerzdlis halmaz részhalmaza. Ekkor A-nak az U-ra

vonatkozd komplementerén értjiik az U \ A halmazt, amelyet A vagy A" médon jelélink.

Kénnyen beldthaté, hogy A\ B = AN B.

1.26. Definicié. Legyen A a B halmaz részhalmaza. Ekkor A-nak a B-re vonatkozo
komplementerén értjik a B\ A halmazt, amelyet Ag maddon jeldlink.

1.27.

1.28.

Definicié. Az A és B halmazok szimmetrikus kulonbségén azt az AAB mddon
jelolt halmazt értyik, amelynek elemei vagy csak az A halmaz vagy csak a B halmaz
elemei, vagyis AAB = {z|x € AV = € B}.

A

AAB

Példa. Ha A ={2,4,6} és B = {n € N|n < 5}, akkor AAB = {1, 3,5,6}.

Konnyen beldthaté, hogy AAB = (AU B) \ (AN B).

1.11.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

Tétel. Az A, B és C tetszbleges halmazokra igazak a kovetkezd dllitdsok:
AUA=A, An A= A (idempotencia);

AUB=BUA, AN B = BN A (kommutativitds);
AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (asszociativitds);

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUC(C)
(az unié és a metszet kolcsonds disztributivitdsa);

AAB = BAA (kommutativitds), ANBAC) = (AAB)AC (asszociativitds);

AUG=A, AND=0, A\NO=A, 0\ A=0, AAA={;

7. A=A (involicid), ANA=10, AUA =U;

8.

N

NB=AUB, AUB= AN B (De Morgan-féle azonossdgok).
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Bizonyitds. A tételben kimondott halmazazonossagokat bizonyithatjuk grafikus mod-
szerrel (egy univerzalis halmazban drnyekoljuk az azonossag bal oldaldt, egy mésikban
a jobb oldalat, majd sszehasonlitjuk a diagrammokat) vagy a halmazok egyenloségének
definicioja alapjan, felhasznédlva az ismert tautologidkat.
l.zec AUA<—= e AVreA<= € A,
reEANA<=rc ANr e A<=z € A,
ahol az © € A = p jelolés mellett felhasznaltuk a tetszdleges p kijelentésre vonatkozo
pV p<péspAp<= p tautoldgiakat.
2. rc AUB«<~—=rceAVreB<«<=zreBVre A< € BUA,
r€EANB<=recANreB<—=xrxeBANrce A< xr € BNA,
ahol az x € A = p, x € B = q jelolés mellett felhasznaltuk a tetszéleges p, ¢
kijelentésekre vonatkozo pV q <= qV p és p A ¢ <= q N p tautologidkat.
B.xr€e AUBUC)<=r € AVr e BUC <<= € AV(r e BVz € () <
< (r€eAVreB)Vre(C <= AUBVre(C <+ zxrec(AUB)UC,

re€ AN(BNC)<= e ANz eBNC<«<=xe€AN(r € BNz € () <
< (reANreB)NrelC<=arecANBVrelC<+<=uzec(ANB)NC,

aholaz x € A=p, x € B=g¢q, x € C =r jelolés mellett felhasznaltuk a tetszdleges
p, q, r kijelentésekre vonatkozo kovetkezo tautologiakat:
pV(gVr)< (pVq VréspA(ghr)<= (pAq)Ar.

4. 1e AN(BUC) <= recANreBUC <=z AN(zreBVrel) <=
< (r e ANz e€B)V(re ANz e(C)<= e ANBVzr e ANC <
<< zre(ANB)UANC),

reAUBNC)<—= e AVezeBNC<«=xrxcAV(reBANzr ()<
< (r€e AV e BIN(x € AVz € ()<= € AUBANz € AUC <=
< zre(AUB)N(AUC),

aholaz x € A=p, x € B=g¢q, x € C =r jelolés mellett felhasznaltuk a tetszdleges
p, q, v kijelentésekre vonatkozd kovetkezo tautoldgiakat:
pA(gVr) <= (pAq)V (pAT)éspV(gAT) = (PV ) A(pVT).

5 re AAB<—=rcAVreB<+<=xrxeBVreA< e BAA,

x € AANBAC) <= € AV e BAC<—= € AV (reBVzxel) <
< (r€eAVreB)VrelC<= (r€ AAxeB)Vre(C<+=zxec(AAB)AC,

aholaz x € A=p, x € B=g¢q, x € C =r jelolés mellett felhaszndltuk a tetszdleges
p, q, r kijelentésekre vonatkozo kovetkezo tautologiakat:
pPNgeE=>qVpéspV(gVr)s= (pVYq) Vr

6. 1cAUD<=rxcAVaoeecll<ersc AV L < axcA,
rE€EANP<=rcANvcel<e=arc ANL — L <z,
reA\D<=recANr ¢l c ANT <=z €A,
reP\A<=relrNr¢ A<= LN ¢ A= L <=1 €,
rEANA<= 1AV A<= 1 — z €,
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ahol az © € A = p jelolés mellett felhasznaltuk a tetszdleges p kijelentésre vonatkozo
pVL<<=p pANL< 1, pVp<= 1 tautologidkat.

7. 1€ Ae=](z e A) =]((z € A) <z € A,
r€EANA<=rcANrcAe=1c AN|(z€A) <= L = z€l,
r€AUA<=rcAVrc A<= arcAV]|(rcA) = T <=z e,
ahol az x € A = p jelolés mellett felhasznaltuk a tetszoleges p kijelentésre vonatkozd
1(lp) <= p, pA|lp<= L éspV |p <= T tautoligidkat.

8. reANB<+=|(r€ ANB)+=|(r€ ANz € B) &=
—|(reAV](reB)<=zrecAVre B« xre€ AUB,

reAUB+|(zr€ AUB)+<=|(r€ AVr € B) =
—l(reAN(xeB)<=zrcANr e B+ re ANBDB,

ahol az v € A = p, x € B = q jelolés mellett felhasznaltuk a tetszéleges p, ¢
kijelentésekre vonatkozo |(p A q) <=1pV ]q és |(p V q) <=]p A ]q tautoldgidkat.

<

1.28. Definicio. Az A halmaz osszes részhalmazanak halmazdt az A halmaz hatvdny-

halmazanak vagy partitiv halmazdnak nevezzik. Ennek jelolésére a P(A) szimbdlumot
haszndljuk, tehdt P(A) = {B|B C A}.

Ha A elemeinek szama n, akkor P(A) elemeinek szama 2™.

1.29. Példa. Ha A = {a, b, ¢}, akkor
P(A) = {0, {a}, {0}, {c},{a, b}, {a, c},{b,c}, {a,b,c}}.

1.29. Definicidé. Az x ésy elemekbdl alkotott rendezett pdar (x;y), ahol x a rendezett pdr
elso komponense, y pedig a masodik komponense. Rendezett pdrok egyenlosége a megfeleld
komponensek egyenléségét jelenti: (x;y) = (u;v) <= (r =u Ay ="v).

1.30. Definicié. Az A és B halmazok Descartes-féle szorzatan az (x;y) rendezett pdrokbdl
alkotott és az A x B szimbolummal jelolt halmazt értjik, ahol x € A ésy € B, azaz
Ax B={(z;y)|lr € ANy € B}.

Ha A = B, akkor az A x A = A? jelolés hasznalatos. Ha A vagy B iires halmaz, akkor
Ax B=1.

1.30. Példa. Ha A = {1,2} és B = {a,b,c}, akkor A? = {(1;1),(1;2),(2;1),(2;2)},
Ax B={(1;a),(1;0),(1;¢),(2;a),(2:)), (2;0)},

Ax AxB={(1;1;a),(1;1;0),(1;1;¢),(1;2;a), (1;2;0), (1;2;¢), (2; 1;a), (2; 1;D), (2; 15 ¢),
(2;2;a),(2;2;0),(2;2;¢)}.
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FELADATOK

1. Adott az S = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} halmaz. Hatérozzuk meg az A, B,
AUB, AnNB, A\B, B\A, AAB és P(A) halmazokat, ha A = {x|x eSnT-Ze S}

3 4
ésB:{y\yES/\%—leS}.

Megoldas. El6szor az A és B halmazokat kell meghatarozni. Némi szamolas utan
megkapjuk, hogy A = {0,12} és B ={0,2,4,6,8,10,12}. Ekkor
AUB = {0,2,4,6,8,10,12}, ANB ={0,12}, A\B =0, B\A={24,6,8,10},
AAB =1{2,4,6,8,10} és P(A) ={0,{0},{12},{0,12}}.

2. Adottak az A = {a,b,c,d}, B = {c,d} és C = {a,c, e} halmazok. Mutassuk meg,
hogy A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).

Megoldas. A bizonyitandd azonossdg bal oldala a kévetkezo halmazt eredményezi:
A\ (B\C) = {a,b,c,d} \ {d} = {a,b,c}. A jobb oldal esetében ugyanakkor
megkapjuk, hogy (A\ B)U(ANC) = {a,b} U{a,c} = {a,b,c}, vagyis a halmaz-
egyenlOség igaz.

3. Leirdssal adott az A = {x|z osztdja 9-nek}, a B = {z|r osztdja 12-nek}, valamint
a C' = {z|x osztéja 18-nak} halmaz. Mutassuk meg, hogy ebben az esetben igaz,
hogy (AUB)\C = (A\C)U(B\CO).

Megoldas. Ha felirjuk elemeikkel az A, B és C' halmazokat, akkor A = {1, 3,9},
B=1{1,2,3,4,6,12} és C = {1,2,3,6,9,18}. Ekkor

(AUB)\ C = {1,2,3,4,6,9,12}\ {1,2,3,6,9,18} = {4, 12} és
(A\NCYU(B\C)=0U{4,12} = {4,12}, tehat valéban igaz a halmazegyenléség.

4. Hatérozzuk meg az A, B és C' halmazok elemeit, ha tudjuk, hogy A\ B = {1, 3,5},
AUBUC ={1,2,3,4,5,6}, (ANC)U(BNC) =0, C\B = {2,4} és (ANB)\C = {6}.

Megoldas. Kovetkeztessiink az 6sszefiiggésekbdl és dbrazoljuk Venn-diagrammal:
Az AUBUC ={1,2,3,4,5,6} allitasbol kovetkezik, hogy az A, B, C' halmazokban
az 1,2, 3,4, 5, 6 elemeken kiviil mas elemek nem talalhatok.

Az (ANC)U (BN C) = 0 4llitasbdl arra kovetkeztethetiink, hogy sem az AN C,
sem a B N C halmazoknak nincs eleme, valamint AN BN C' is tires halmaz.

Az A\ B = {1,3,5} éallitas azt jelenti, hogy az A halmazban vannak az 1, 3, 5
elemek és ezek nincsenek benne a B-ben, de tudjuk, hogy nem lehetnek C-ben sem.
A C\B = {2,4} allités szerint a C' halmazban vannak a 2, 4 elemek és ezek nincsenek
benne a B-ben, de tudjuk, hogy nem lehetnek A-ban sem.

Az (AN B)\ C = {6} 4llitasbdl kévetkezik, hogy A N B nem {iires részébn van a 6.
Az elmondottak alapjan A = {1,3,5,6}, B = {6} és C = {2,4}.

A ﬁ B
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5. Adottak az A = {2,4,6,8,10} halmaz. Hatdrozzuk meg az X és Y halmazokat, ha
tudjuk, hogy X C A, {2,4,6} N X = {4,6} és X \ {2,4,6} = {8}, valamint Y C A,
Y\ {4,8} = {6,10} és Y N{2,4,8} = {4}, majd irjuk fel az X \ Y, XAY és X x Y
halmazokat.

Megoldas. Kovetkeztessiink ismét az adott Osszefliggésekbdl és abrazoljuk Venn-
diagrammal: a {2,4,6} N X = {4,6} Osszefiiggés alapjan 4 és 6 benne van az X
halmazban, de 2 nincs benne, az X \ {2,4,6} = {8} allitas alapjan pedig a 4, 6, 8
elemeken kiviil més elem nem lehet, igy X = {4, 6, 8}.

X Y

Az Y\ {4,8} = {6,10} Osszefiiggés alapjan a 6 és 10 elemek benne vannak az Y
halmazban, az Y N {2,4,8} = {4} allitas alapjan pedig a 4 benne van Y-ban, de
nincs benne 2 és 8, igy Y = {4,6,10}. Ekkor X \ Y = {8}, XAY = {8,10} és
X XY ={(4:4),(46),(4,10), (6;4), (6;6), (6;10), (8;4), (8;6), (8;10) }.

6. Egy nyelviskoldban angol, német és francia nyelveket lehet tanulni, és az iskolanak
Osszesen 127 tanuléja van. Koziiliik 75-en tanulnak angolul, 55-en németiil és 46-an
francidul. Angolul és németiil 22-en, angolul és francidul 19-en, németiil és franciaul
15-en tanulnak, mig mindharom nyelvet 7 didk tanulja.

a) Hanyan tanulnak pontosan két nyelvet?
b) Hanyan tanulnak németiil vagy francidul, de angolul nem?
¢) Hanyan tanulnak csak angolul?

Megoldas. Legyen A az angolul tanuld, N a németiil tanuld, F' pedig a francidul
tanulé didkok halmaza. Ekkor érvényesek a kovetkezo relaciok: |[AU N U F| = 127,
|A| = 75, [N| = 55, |F| = 46, [ANN| =22, |[ANnF| =19, |[INNF| = 15,
JANNNF| =7 Legyen x = [ANN|—-|ANNNOF| =22—7 = 15, valamint
y=|ANF|—]|ANNNF|=19-7T=12¢éz=|NNF|—-|ANNNF|=15-7=28.
a) Ennek alapjan z +y + z = 15+ 12 + 8 = 35 didk tanul pontosan két nyelvet.

b) Mivel n = [N| — (z+ 2+ |[ANNNF|) =55 — (15 + 8+ 7) = 25 didk tanul csak
németil és f = |F|— (y+ 2+ [ANNNF|) =46 — (124 8 + 7) = 19 didk tanul
csak francidul, ezért b = n+ f + 2 = 25+ 19+ 8 = 52 diak tanul vagy németiil vagy
franciaul.

c)a=Al—(x+y+|ANNNF|)=75— (154 12+ 7) = 41 didk csak angolul tanul.
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7. Adott az S = {1,2,3,...,500} alaphalmaz, valamint a kovetkez6 mddon adott
halmazok: A ={z|r € S és x =2k, k € N} és B = {x|v € S és v =Tk, k € N}.
a) Hany 2-vel oszthaté szam van az S halmazban?
b) Hany 7-tel oszthat6 szam van az S halmazban?
¢) Hany szdm oszthat6 az S halmazban 2-vel vagy 7-tel?
d) Hény olyan szdm van az S alaphalmazban, amely nem oszthaté sem 2-vel, sem
7-tel?
Fejezziik ki a kérdéseket és a rajuk adott vélaszokat az A és B halmazok segitségével.

Megoldas. Ha tudjuk, hogy [z] az = valds szam egész részét jeldli, akkor

200 200 500
= 2] o (2] e (2] s

ahol AN B halmazban azok a szamok talalhaték, melyek 2-vel is és 7-tel is, vagyis
14-gyel oszthaték. Mivel |AU B| = |A| + |B| — |AN B| = 250 4+ 71 — 35 — 286, igy
(AU B)g| = 500 — 286 = 214.

a) 250 2-vel oszthat6 szdam van az S alaphalmazban.

b) 71 7-tel oszthaté szam van az S halmazban.

c) Mivel a 2-vel vagy 7-tel oszthat6 szamok az A U B halmazban vannak, igy az S
alaphalmazban ezekbdl 286 van.

d) A sem 2-vel sem 7-tel nem oszthaté szamok az (A U B)g halmazban vannak, ezért
ezek szama 214.

8. Siin Balazs és testvérei erdei sétara indultak bogyo-, falevél-, kavics-, illetve termés-
gytjteményeiket gazdagitani. Mindegyikiiknek van legalabb egy gytijteménye. Azok,
akik bogyokat vagy terméseket gytijtenek, azok faleveleket is gytjtenek. Azok akik
kavicsokat gytjtenek, azok terméseket is gylijtenek. Azok, akik faleveleket és kavi-
csokat gytijtenek, azok bogydkat is gytijtenek. Melyik fajat gylijteménybdl van a
legtobb és melyikbdl a legkevesebb Stin Balazséknal?

Megoldas. Legyen B a bogyokat gytjték, F' a faleveleket gyiijték, K a kavicsokat
gyljtok, T pedig a terméseket gyiijtok halmaza. Ekkor érvényesek az alabbi relaciok:
BUT CF, KCTé FNKCB.

A BUT C F és K C T relaciébol kovetkezik, hogy K C F. Figyelembe véve a
FNK C B osszefiiggést is, megkapjuk, hogy KNF = K C B. Ebbol BUKUT C F
adodik, miszerint legtobben faleveleket gytijtenek. Mivel K C BN F NT, ebbol azt
kapjuk, hogy a legkevesebben kavicsokat gytijtenek.
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9.

10.

Ha A és B nemiires halmazok, akkor bizonyitsuk be, hogy

(AN\B)NB=0 é (AUB)N(AUB)=B.

Megoldas. Az els6 esetben a halmazok egyenléségének definicidjat alkalmazzuk:

re€(A\B)NB <= zc€A\BAz€B

(xr e AN|(xreB) ANz e A
reAN(](x e B)Az € B)
reANL

L

xe@,

111ty

ahol felhasznéltuk a konjunkci6 asszociativitasat, valamint az x € A =p, z € B = ¢
jelolés mellett a tetszoleges p, ¢ kijelentésekre vonatkozd kovetkezo tautologiakat:
lgNg<= Lésp Nl L.

A masodik esetben halmazegyenléségek felhasznalasaval igazoljuk az egyenloséget:

(AUB)N(AUB)=(ANA)UB=0UB=B.

Ha A, B és C nemiires halmazok, akkor bizonyitsuk be, hogy érvényes a kovetkezo
halmazegyenl6ség:

(AUB)xC=(AxC)U(BxC(C).
Megoldas. Alkalmazzuk a halmazok egyenloségének definiciéjét:

(r,y) € (AUB)xC <= xz€ AUBAyeC
< (xe€eAvzeB)ANyeC
— (r€eANyeC)V(reBAyel)
— (r,y) € AXCV (r,y) € BxC
— (r,y) € (AxC)U(Bx0),
ahol felhasznéltuk a konjunkcié asszociativitasat, valamint az x € A =p, z € B = ¢

jelolés mellett a tetszoleges p, ¢ kijelentésekre vonatkozd kovetkezo tautoldgiakat:
lagNg<= Lésp Nl L.
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1.3. Relacidk, leképezések (fiiggvények)
1.3.1. Binér relacidk és tulajdonsagaik

A hétkoznapi életben gyakran el6fordul, hogy valamilyen kapcsolatot, viszonyt vizsgalunk
két vagy tobb dolog kozott. Példaul vizsgalhatunk iskolakat aszerint, hogy melyik milyen
foku képzést nyujt, vagy aszerint is, hogy melyiknek van tébb didkja, vagy melyik van
messzebb lakéhelytinktél. De nem csak azonos jellegii dolgok kozott kereshetiink kapcsola-
tot (példdul két iskola kézott), hanem kiillonbozé dolgok kozott is. Példaul vizsgalhatunk
egy iskolat és a koriilotte 16veo telepiiléseket abbol a szempontbdl, hogy az iskola didkjai
honnan szarmaznak.

A hétkoznapi élet mellett a tudomanyokban is fontos szerepet jatszanak a kiilonb6z6
kapcsolatok. Az alabbiakban ennek a matematikai megalapozasara kertil sor.

1.31. Definicié. Legyen A és B két nem tires halmaz. Az A és B halmazok elemei kozotti
p (binér) relicionak nevezziik az A X B halmaz bdrmely részhalmazdt, azaz p C A X B.

A relacio szo helyett szokas még hasznalni a megfeleltetés elnevezést.
1.31. Példa. Legyen A = {1,2,3,4} és B = {a,b,c}. Ekkor a
p={(La),(1;¢),(2:0),(3:0), (4:0), (4;0)}

egy A és B halmaz kozotti relacié. Az (1;a) € p viszonyt ugy olvassuk, hogy az 1 elem p
reldciéban van az a elemmel. Ezt még igy is frhatjuk: 1pa vagy ritkdbban p(1;a). Az 1
elem nincs relaciéban a b-vel, amit roviden igy irunk: (1;b) ¢ p vagy 1pb.

A relacidkat nem csak rendezett parokkal lehet szemléltetni, hanem tablazattal és Venn-
diagrammal is.

a b ¢
1+ +
2 +
3 +
4 + +

A relaciét alkot6 rendezett parok elsé komponenseinek halmaza a relacié értelmezési tar-
tomdnya, a masodik komponensek halmaza pedig a relacié értékkészlete.

A binér (kétvaltozos) relacidhoz hasonléan lehet definidlni a ketténél tébb, n-valtozés
relacidkat is, csak akkor a definiciéban az A x B helyett A; x Ay X ... x A,, kell hogy alljon.
Ekkor a relaciét nem rendezett parok, hanem rendezett n-esek alkotjak.

1.32. Példa. Legyen az A egy osztaly tanuldinak, a B jarmiiveknek, a C' tavolsdgoknak
a halmaza. Ekkor p C A X B x C és (a;b;¢) € p < az a tanuld el6z6 nap b jarmiivel ¢
kilométert tett meg.
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Késobbi tanulmanyaink soran leggyakrabban olyan kétvéltozos relaciokkal fogunk talal-
kozni, amelyeknél az A és a B halmaz ugyanaz.

1.33. Példa. Legyen A = {1,2,3,4,6} és a p reldciét definidljuk a koévetkezOképp:
p = {V(r;y) € A x A2z = y}. A definicié szerint p = {(1;2), (2;4),(3;6)}. Ugyanez
tablazatban és Venn-diagramon:

1 2 3 4 6 A
+

_|_
+

Y =W N =

A p C A2 reldcién értelmezziik a kovetkezd tulajdonsigokat:
1.32. Definicié. 1. A p reldiciot reflexivnek nevezzik, ha (Vx € A)(zpx).
2. A p relaciét szimmetrikusnak nevezzik, ha (VYx € A)(Vy € A)(zpy = ypzx).

3. A p relaciot antiszimmetrikusnak nevezzik, ha
(Vo € A)(Vy € A)((zpy ANypx) = x =y).

4. A p reldciot tranzitivnak nevezzik, ha

(Ve e A)(Vy € A)(Vz € A)((zpy Nypz) = xpz).

1.34. Példa. Allapitsuk meg, hogy az 1.33. Példa p relaciéja a fenti tulajdonsagok koziil
melyekkel rendelkezik.

1. Nem reflexiv, mivel példaul az 1 € A és 1p1.

2. Nem szimmetrikus, mert 1 € A, 2 € A, 1p2 de 2pl.

3. Antiszimmetrikus, mert az antiszimmetria implikaciéjanak els6 tagja sosem teljestiil, és
igy az implikdcié mindig igazat ad.

4. Nem tranzitiv, mert 1p2 és 2p4 teljesiil, ugyanakkor 1p4 nem teljesiil.

A relaciok kiilonbozé szemléltetési moédjai alkalmat adnak arra, hogy az egyes tulaj-
donsagokrdl szemléletes fogalmunk alakuljon ki.

A reflexivitas a Venn-diagramon maga utdn vonja, hogy minden elem koriil , hurok”
legyen, ez jelenti azt, hogy relaciéban van onmagaval. A tablazatban ezt a tablazat
foatldjaban elhelyezett ,,+7-ok mutatjak.

Ha a Venn-diagramon létezik olyan elempar, amelynél az egyikbdl megy nyil a masikba,
de visszafelé nem, akkor az nem szimmetrikus. Ha ilyen elempar nem létezik, akkor a
relacio szimmetrikus. A tdblazaton a szimmetrikus tulajdonsag igazi szimmetriaként je-
lenik meg, ugyanis ha egy tablazat tengelyesen szimmetrikus a féatléra, akkor és csak
akkor a relacié szimmetrikus.

Ha egy relacié nem szimmetrikus, az még nem jelenti azt, hogy antiszimmetrikus. Az anti-
szimmetria jele a Venn-diagramon, hogy nem létezik olyan elempar, amelynél az egyikbol
megy nyil a mésikba és vissza. A tablazatbdl is megﬂapithaté ez a tulajdonsig, ugyanis
antiszimmetria esetén nincs két olyan ,,4+” jel a tablazatban, amely szimmetrikus lenne a
foatlora.
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A tranzitivitds mar nehezebben veheté észre. Ezt a definicié kozvetlen alkalmazasaval
érdemes vizsgalni.

Az altalunk felsorolt relacio-tulajdonsagok kozott nincs kiillonosebb kapcsolat, amelyet a
kovetkezo példa jol szemléltet.

1.35. Példa. Legyen p C {1,2,3}2 Allapitsuk meg a kovetkezd reldcidk tulajdonsagait:

1.

2.

3
4.

e

10.

11.

12.

13.

14.

© ® X

p1=1{(1;1),(1;2),(1;3),(2;1),(2;2),(2;3),(3; 1), (3;2), (3; 3)}

p2 = {}

ps ={(1;1),(1;2),(1;3),(2:1),(22), (3;1), (3;3)}
pa ={(1:2),(1;3),(2;1), (3;1)}

ps ={(1:2),(2;3),(3;1)}

pe = {(1;1), (1:2),(2:1),(2;2), (2:3), (3;3)}
pr=1{(1;2),(2:1),(2:3), (3;2)}

ps = {(1:1), (1;2),(2:1),(2:2),(2:3), (3;3)}
po ={(1;1),(1;2),(2;2),(2;3), (3;3)}

pro = {(1:2),(1;3),(2;1),(2;3),(3; 1), (3;2)}
pun={(1;2)}

pz ={(1;1),(2;2), (3;3)}

piz = {(1;1),(2:2),(2:3), (3;3)}

pia = {(1;1),(1;2), (1;3),(2;2),(2:3), (3;3)}

A felsorolt relaciok tulajdonsagai tablazatba foglalva:

relacio | reflexiv  szimmetrikus antiszimmetrikus tranzitiv

1 + - +
2 - - +
3 + +

4 +

5 +

6 +

7 +

8 + +
9 + +
10 + +
11 + +
12 + + + +
13 + + +
14 + + +
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Gyakorlasképp nézziik meg a pg és a p1g tulajdonsagainak a kivizsgalasat.

A py={(1;1),(1;2),(2;2),(2:3), (3; 3)} reldcié:

a) reflexiv, mert (Vo € A)(zpx);

b) nem szimmetrikus, mert 1p2 de 2p51;

¢) antiszimmetrikus, mert xpy Aypx barmely z-re, y-ra hamisat ad, igy az implikécié igaz;
d) nem tranzitiv, mert 1p2, 2p3, de 153.

A pio={(1:2),(1;3),(2:1),(2;3), (3;1), (3; 2) } reldcio:

a) nem reflexiv, mert 1 € A és 1p1;

b) szimmetrikus, mert (Vz € A)(Vy € A)(zpy = ypx);

¢) nem antiszimmetrikus, mert 1 € A, 2 € A, 1p2, 2pl, de 2 # 1;

d) tranzitiv, mert (Vz € A)(Vy € A)(Vz € A)((zpy A ypz) = xpz).

A fentiekben lattuk, hogy ha egy tulajdonsaggal nem rendelkezik egy relacid, akkor ezt
egy a definiciéonak ellentmondé konkrét példaval bizonyitjuk.

Tekintsiink egy A nem iires halmazt, és daraboljuk fel ezt a halmazt részekre ugy, hogy
kozben tigyeljiink arra, hogy minden részbe jusson legalabb egy elem. Ezt a felbontést
osztdlyozasnak (idegen széval: particiénak) nevezziik.

1.33. Definicié. Az A nem dires halmaz osztalyozisanak nevezzik a Cq,Cy, ...,C, hal-
mazok képzését a kovetkezd feltételek szerint:

1. C; #{}, aholi=1,2,...,n;

2. ClLJCQU...UCn:A,'

3. C;NCj={}, aholi,j=1,2,..,n ési# j.

A Cq,Cy, ..., C, halmazokat ekvivalenciaosztalyoknak nevezziik.

Vegyiik az A halmaz egy konkrét osztilyozasat, és definidljunk az A halmazon egy p
relaciét igy hogy az A halmaz barmely x eleme akkor legyen relacioban egy tetszoleges y
elemével, ha ugyanazon osztalynak az elemei. A definialt relacio:

a) reflexiv (trivialis);

b) szimmetrikus, ugyanis ha = azonos osztalyba esik y-nal, akkor y is z-szel.

¢) tranzitiv, mert ha x azonos osztalyba esik y-nal, és y z-vel, akkor z is z-vel.

1.34. Definicié. Azt a reldciot, amely reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, ekvivalencia-
relacionak nevezzik.

1.12. Tétel. Egy tetszoleges nem tires halmaz barmely osztalyozdsa meghatdroz eqy ek-
vivalencireldciot.

1.36. Példa. Legyen A = {1,2,3,4,5,6}. Képezziik a kovetkez6 osztalyokat: C; = {1},
Cy = {2,3}, C3 = {4,5,6}. Ekkor ez az osztalyozas a kovetkez6 ekvivalenciarelaciot
hatarozza meg:

p=A{(11),(2:2),(2:3),(3;2), (3;3), (4;4), (4;5), (4; 6), (5;4), (5;5), (5;6), (6;4), (6;5), (6;6) }.

- A

SO W N~
-+ -
++ +
++ +
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Lattuk, hogy egy osztalyozas meghataroz egy ekvivalenciarelaciét. Nézziik meg, hogy
vajon igy van-e ez forditva is.

1.13. Tétel. A p C A? reldcié meghatdrozza az A halmaz eqy osztdlyozdsdt.

Bizonyitds. Jelolje C(a) A-nak azt az osztalyat, amelybe az a elem tartozik, és ez a
C'(a) halmaz pedig élljon azokbdl az elemekbdl, amelyek a-val reldciéban vannak, szim-
bolumokkal:

C(a) = {x|z € ANapz}.

Megmutatjuk, hogy igy valéban osztalyokat definidltunk, vagyis az igy kapott halmazokra
teljesiil az 1.33. Definicié mindharom feltétele.

1) Nyilvanval6, hogy C(a) nem tires halmaz, mert a € C(a).

2) Az is nyilvanval6, hogy az A halmaz minden eleme benne van egy ilyen halmazban,
hiszen (Vx € A)(x € C(x)), tehat ezeknek az osztalyoknak az egyesitése a teljes A halmazt
kell hogy adja.

3) Megmutatjuk, hogy a definidlt C'(a), C'(b), ... halmazok paronként vagy egyenldk, vagy
diszjunktak. Tegyiik fel, hogy C'(a) N C(b) # {}. Ekkor létezik egy ¢ € A elem, amely
mindkét osztalynak eleme: ¢ € C(a) és ¢ € C(b). Az osztalyokat definidld relacié szerint
apc és cpb, ahonnan a tranzitivitds miatt kovetkezik, hogy apb. Legyen d a C'(a) halmaz
egy tetszoleges eleme. Mivel d € C(a), ezért dpa, és kordbrdl tudjuk, hogy apb, ezért
a tranzitivitasbél kovetkezéen dpb, ami azt jelenti, hogy d € C'(b). Ezzel megmutattuk,
hogy C'(a) tetsz6leges eleme benne van a C'(b) halmazban, vagyis C'(a) C C(b). Hasonléan
megmutathatd, hogy ez a tartalmazas forditva is fenndll, tehat ha a C(a) és a C(b)
halmaznak van kozos eleme, akkor C'(a) = C(b), amit bizonyitani is kellett. ©

Az utébbi két tétel szerint egy A halmazon megadni egy ekvivalenciarelaciét ugyanazt
jelenti, mintha az A halmazt osztalyokra bontanank.

Az ekvivalenciaosztdly a matematika egyik legfontosabb fogalma. Elég csak arra gondo-
Ini, hogy a pozitiv racionalis szdmok mint mennyiségek is tekinthetok ekvivalenciaosz-
talyoknak, hiszen hogy ha vessziik a természetes szamok alkotta tortek halmazat, és azt
osztalyokra bontjuk gy, hogy azonos osztalyba az egyméssal egyenld tortek kertiljenek (az
egyenléség is ekvivalenciarelacid!), akkor példdul az %, a %, a %, ... tortek egy osztalyba
keriilnek. Ekkor az a mennyiség, amelyet ezek a tortek leirnak, magaval az ekvivalen-
ciaosztallyal definidlhato. Ilyenkor azt mondjuk, hogy példdul a % tort az egyik reprezen-
tansa az ekvivalenciaosztdlyanak, vagyis annak a mennyiségnek, amit jelol.

Az el6z6 fejtegetés elorevetitette a faktorhalmaz fogalmat:

1.35. Definicié. Legyen az A egy nem tires halmaz, amelyen értelmeziink egy p ekviva-
lenciareldciot, amely meghatdroz egy C, osztdlyozdst. A keletkezett ekvivalenciaosztdlyok
halmazdt az A p dltal meghatdrozott faktorhalmazdnak nevezzik. Jele: A/C, vagy csak

Alp.
A kovetkezokben néhany példat adunk ekvivalenciarelaciéra.

1.37. Példa. Legyen A az emberek halmaza, és a testvérviszonyt definialjuk tgy, hogy
egyik ember pontosan akkor testvére a mésiknak, ha az anyjuk és az apjuk is azonos.
Ezzel egy ekvivalenciarelaciot adtunk meg, és az embereknek egy olyan osztalyozasat,
ahol a testvérek tartoznak egy ekvivalenciaosztalyba. A reldcié definidlasara egyszertien
a ,,testvére” szét haszndlni hiba lett volna, mert azt nem mondjuk, hogy valaki testvére
sajat maganak, és emiatt a definialt relacié nem lenne reflexiv.
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1.38. Példa. Legyen az A halmaz a zentai Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és
Kollégium tanuléinak a halamza. Az egyik tanulé akkor van relaciéban a masikkal, ha
ugyanaz az osztalyfénokiik. Trividlis, hogy ez a relacié ekvivalenciarelacié. Az ekvivalen-
ciaosztalyok éppen az iskola osztalyai, az osztalyok halmaza pedig a faktorhalmaz. Vegyiik
észre, hogy ha a definicié fenti formaja helyett az ,osztalytarsa” fogalmat hasznalnam,
akkor veszélybe keriilne a relacié reflexivitdsa, mert a koznyelvben nem mondjuk azt, hogy
példaul Béla a sajat maga osztalytarsa.

1.39. Példa. Legyen az A halmaz a sik egyeneseinek a halmaza. Egy egyenes legyen
relaciéban egy méasik egyenessel pontosan akkor, ha létezik egy harmadik egyenes, amelyre
mindketto merdleges. Itt az ekvivalenciaosztalyt a parhuzamos egyenesseregek alkotjak,
ezeknek a halmaza pedig a faktorhalmaz.

1.40. Példa. Legyen A = {1,2,3,4}, és vegyiik a kdvetkezd relaciot:
p={(z,y) € A’lx <y}

A rho relacié elemei most a kovetkezok:

p={(1:1),(1;2),(1;3),(1;4),(22),(2;3),(2:4), (3;3), (3;4), (4 4) }-.

A

+ |~
+ 4|

2
e

=~ W N
+ + 4|
+ 4+ + |-

Megallapithatd, hogy a p relacié reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.

1.36. Definicio. Azt a reldciot, amely reflexiv, antiszimmetrikus €s tranzitiv, rendezési
reldcionak nevezzik.

A rendezési relaciot altaanosan a = jellel fogjuk jelolni, igy az a < b azt jelenti, hogy
(a,b) € p, ahol p egy rendezési relacio.

Egy halmaznak altalaban fontos tulajdonsdga az, hogy definialhaté-e rajta a rendezési
relécio.

1.37. Definicié. Egy A halmazt részben rendezettnek nevezunk, ha értelmezhetd rajta
egy = rendezési reldcio. Jele: (A;=X).

Ha egy részben rendezett (A; <) halmaz valamely a és b elemére a < b vagy b < a fennall,
akkor az a és b elemeket dsszehasonlithatoknak nevezziik.

1.38. Definicié. Ha egy (A; <) részben rendezett halmaz barmely két eleme dsszehason-
lithato, akkor az (A; <) halmazt (teljesen) rendezett halmaznak nevezziik.
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A részben vagy teljesen rendezett halmazoknak szép példai a kovetkezok:

1.41. Példa. A szamhalmazok kozil a természetes szamok halmaza, az egész szamok
halmaza, a raciondlis szamok halmaza és a valds szamok halmaza rendezett halmaz. Ren-
dezési relacié mindegyik esetében a | kisebb vagy egyenlé” (,,nem nagyobb”). A komplex
szamok halmazan nem lehet rendezést definialni.

1.42. Példa. Legyen az A halmaz a magyar nyelv szavai. Itt az
a =< b < a elébb van az abécében, mint b

reldcié rendezési relacié, és mivel barmelyik két sz6 Gsszehasonlithato, ezért az (A; <)
halmaz rendezett.

1.43. Példa. A természetes szamok halmazan értelmezett ,,osztdja” viszony rendezési
relacid, és az (N;|) egy részben rendezett halmaz. Ezt nem nehéz beldtni: reflexiv, mert
minden szam oszt6ja dnmaganak, antiszimmetrikus, mert alb A bla = a = b, tranzitiv,
mert alb A blc = alc. Tovabbd nem minden eleme Osszehasonlithaté (példéul 3|5 és 5|3
egyarant hamis), igy valéban csak részben rendezésrol beszélhetiink.

1.3.2. Binér miiveletek és tulajdonsagaik

Eddigi tanulméanyaink soran mar taldlkoztunk kiilonb6z6 miiveletekkel. Ilyen példaul az
Osszeadas a természetes szamok halmazan, a szorzas a raciondlis szamok halmazan, a
hatvédnyozas a valés szamok halmazan, a metszetképzés egy hatvanyhalmazon, a logikai
68" a logikai értékek halmazan, a skalaris szorzas egy adott sik vektorainak halmazan,
és igy tovabb. A rengeteg miivelet jobb megértése, konnyebb Gsszehasonlitasa végett
definialni fogunk bizonyos miveleti tulajdonsagokat, amelyekkel a kiilonboz6 miiveletek
jellemezhetok lesznek.

Azt a halmazt, amelyen egy miivelet értelmezve van, tartdhalmaznak szokas nevezni. Ne
feledjiik, egy miivelet csak a tartohalmazaval egytitt tanulmanyozhato.

1.39. Definicié. Egy nem dires A halmaz A x A Descartes-féle szorzatanak leképezését
az A halmazba az A halmazon értelmezett kétvdltozds (binér) miveletnek nevezzik.

Ezt szimbélumokkal igy frhatjuk: f: A x A — A, (a;b) — f(a,b). Az f(a,b) helyett
gyakrabban hasznalatos az a + b, a-b, a X b, aob, a Ab,... jelolés.
A bevezetében emlitett példakon kiviil megemlitjik még a kovetkezoket:

1.44. Példa. A szorzés a raciondlis szamok halmazan miivelet.

1.45. Példa. A kivonas a természetes szamok halmazan nem miivelet, mert példaul az
f(3,5) — 3 — 5 leképezésben a 3 — 5 nem eleme a természetes szamok halmazanak.

1.46. Példa. A kivonas az egész szamok halmazan miivelet.

1.47. Példa. Ertelmezziik a valds szamok halmazan az f (a,b) = = megfeleltetést, ahol
a’ +b* = 2%, Ez az f megfeleltetés nem is leképezés, mert nem egyértelmii: f(3,4) =5 és
f(3,4) = =5, ezért az f nem is miivelet.
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1.48. Példa. Az 6sszeadas a paratlan egész szamok halmazan nem miivelet, mert példaul
1+1=2,és a2 nem paratlan szam.

1.49. Példa. A szorzas a paratlan egész szamok halmazan miivelet.

1.50. Példa. Legyen az A egy sik pontjainak a halmaza, és (P;Q) € A X A esetén
f(P,Q) = R, ahol R a P(Q) szakasz felez6pontja. f az A halmazon értelmezett miivelet.

1.51. Példa. A legnagyobb kozos oszté képzése a paratlan természetes szamok halmazan
miivelet.

A kétvaltozos miivelethez hasonléan definidlhatjuk az n-valtozés miiveletet is.

1.40. Definicio. Egy nem tires A halmaz A" Descartes-féle szorzatdnak leképezését az A
halmazba az A halmazon értelmezett n-vdltozds miveletnek nevezzik. (n € N)

Ha n = 1, akkor egyvaltozos miveletet kapunk. Ezekbol vonultatunk itt fel néhanyat:

1.52. Példa. Az abszolut érték képzése a raciondlis szamok halmazan egyvaltozés
mivelet. A négyzetgyokvonds a valds szamok halmazan nem miivelet, mert negativ
szamok négyzetgyoke nem lehet valds szam. Az ellentett szam képzése az egész szamok
halmazan mivelet. A kobre emelés a természetes szamok halmazan miivelet.

Véges halmazon értelmezett miiveleteket (féleg kis elemszam esetén) leggyakrabban Cayley-
féle miveleti tablazattal adunk meg. Példdul az A = {2,4, 6,8, 10, 12} halmazon értelmezett
f:(a,b) — x, ahol = az a és a b legnagyobb kozds osztéja.

2 4 6 8 10 12
212 2 2 2 2 2
412 4 2 4 2 4
612 2 6 2 2 6
812 4 2 8 2 4
1012 2 2 2 10 2
1212 4 6 4 2 12

1.41. Definicié. Algebrai struktirdnak nevezziik azt a legalabb kéttagi (S f, g, ...) rend-
szert, amelynek elsd eleme eqy S nem tres halmaz, a tobbi pedig az S-en értelmezett
n-vdltozos (n € N) algebrai mivelet.

1.53. Példa. (R;+, ") egy algebrai struktira.

Mint azt mar a bevezetoben emlitettiik, a miiveleteket a tulajdonsagaik segitségével jelle-
mezzik, hasonlitjuk ossze. Ebben a részben csak a legalapvetobb tulajdonsagokkal is-
merkediink meg. Egy struktirdban létezhetnek olyan elemek, amelyeket a struktira
(valamelyik) miivelete tesz kitiintetetté. Ezek koziil csak az egységelemmel fogunk foglal-
kozni.
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1.42. Definicié. Legyen az (S;-,0) egy struktira. A - mivelet

1.
2.

3.

7.

kommutativ, ha (Va € S)(Vb e S)(a-b=1b-a);
asszociativ, ha (Ya € S)(Vb e S)(Vee S)((a-b)-c=a-(b-c));

idempotens, ha (VYa € S)(a-a = a);

. disztributiv a o miveletre nézve, ha

(Va € S)(Vb e S)(Vee S)(a-(boc)=(a-b)o(a-c)AN(boc)-a=(b-a)o(c-a)),

azaz balrol és jobbrol is disztributiv,

. abszorbtiv a o mieletre nézve, ha (Vx € S)(Vy € S)(z - (xoy) = x);

. tnwvertdlhato, ha

(Jzx e S)(Fye S)(Vae S)(Vbe S)(z-a=bAa-y=>b),
azaz balrol s és jobbral is invertdlhato,

semleges elemes, ha (3e € S)(Va € S)(e-a=a-e=a).

Az semleges elemet szokds még neutrdlis elemnek is nevezni. Osszeadds, illetve additiv
miivelet esetén nevezhetjiik zéruselemnek is, szorzés, illetve multiplikativ miivelet estén
pedig egységelemnek. Beldthatd, hogy egy strukturaban legfeljebb egy semleges elem

lehet.

A strukturdkat a miiveletek /miveleteik tulajdonsdgai szerint kiilonb6zé nevekkel illetjiik,
és ezzel a témakorrel az absztrakt algebra foglalkozik.
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FELADATOK

1. Milyen tulajdonsaguak a koévetkezd relaciok:
a) Legyen E a valaha élt emberek halmaza, és p C E x E legyen a kivetkezo:
apb < b anyja a-nak;
b) Legyen O az 1-m osztély tanuldinak a halmaza, és p C O x O legyen a kiévetkezo:
apb < b tobbszor utazott vonaton, mint a;
c) Legyen O az 1-m osztély tanuldinak a halmaza, és p C O x O legyen a kovetkezd:
apb < b legaldbb annyiszor utazott vonaton, mint a;
d) Legyen S a tér egyeneseinek a halmaza, és p C S x S legyen a kovetkezo:
apb & a L b;
e) Legyen K egy adott sik koreienk a halmaza, és p C K x K legyen a kévetkezo:
apb < a kozos kozéppontu (koncentrikus) b-vel;
f) Legyen p C N x N, és apb < alb;
g) Legyen p CZ X Z, és apb < |a| = |b;
h) Legyen H egy nem iires halmaz, és értelmezziik a p-t a H hatvdnyhalmazan:
ApB < A C B;
i) Legyen p értelmezve a természetes szamok alkotta rendezett parok halmazan:
(a,b)p(c,d) < ad = be.

Megoldas. a) Nem reflexiv, mert van, aki nem anyja sajat magdnak (sot, senki
sem). Nem szimmetrikus, mert ha b anyja a-nak, nem kovetkezik, hogy a is anyja
b-nek. Antiszimmetrikus, mert apb A bpa sosem teljesiil, igy az antiszimmetriat
definial6 implikacio els6 tagja mindig hamis, tehat az implikacié igaz. Nem tranzitiv,
mert b anyja a-nak és ¢ anyja b-nek nem vonja maga utan, hogy ¢ anyja a-nak.

b) Nem reflexiv, mert senki sem utazott t6bbszor, mint sajat maga. Nem szim-
metrikus, mert ha b tébbszor utazott vonaton, mint a, nem vonja maga utan (sot
kizarja), hogy a is t6bbszor utazott, mint b. Antiszimmetrikus, mert az implikdcié
els6 tagja mindig hamis, akar csak az a) részben. Tranzitiv, mert ha b tébbszor
utazott, mint a, és ¢ tobbszor utazott, mint b, akkor ¢ tobbszor utazott, mint a.

c) Ennek dtgondoldsa gyakorlatilag teljesen megegyezik a b) részben leirtakkal,
egyediil a reflexivitasnal van kiilonbség, mert mindenkire igaz, hogy legalabb annyi-
szor utazott vonaton, mint sajat maga. Emiatt ez a relacidé az osztaly tanuldéinak
egy rendezését adja, amely szerint barmelyik két tanuld 6sszehasonlithaté.

d) Nem reflexiv, mert egyik egyenes sem merdleges sajat magdra. Szimmetrikus,
mert ha a L b, akkor b L a. Nem antiszimmetrikus, mert @ L. b A b L a nem vonja
maga utdn, hogy a = b (s6t, kizdrja azt). Nem tranzitiv, mert a L b és b L ¢
viszonybdl nem kovetkezik a L c.

e) Reflexiv, mert minden kornek sajat magdval megegyez6 kozéppontja van. Ha-
sonléan konnyen atgondolhatd a szimmetria, és a tranzitivitas is. Ezek szerint a
,,koncentrikus” viszony a sikbeli korok egy osztdlyozasat adja, és ez a relacio ekvi-
valenciarelacié. Az antiszimmetria nyilvan nem teljesiil, mert kiilonbozé korok is
lehetnek koncentrikusak.

f) Reflexiv, mert minden szdm osztdja sajat maganak. Nem szimmetrikus, mert
példaul 2 | 8, de 8 1 2. Antiszimmetrikus, mert teljesiil a definici6. Tranzitiv, mert
altaldnosan igaz, hogy a | bA Db | ¢ = a | ¢. Ezek alapjan az ,oszthatésag egy
rendezési reldcid, és az (IN;|) halmaz részben rendezett, hiszen sem 4 | 3, sem 3 | 4
nem teljestl.
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g) Reflexiv, mert |a| = |a|. Szimmetrikus, mert |a| = |b] = |b] = |a|. Hasonléan
egyszerliien belathatd, hogy tranzitiv is. Ebbol kovetkezéen ez ekvivalencireldcié.
Az egymassal ellentett szamok alkotjak az ekvivalencia-osztalyokat.

h) Kénnyen beldthatd, hogy a halmazokndl a tartalmazas reldciéja reflexiv, anti-
szimmetrikus, tranzitiv, igy ez egy rendezési relacid, de a hatvanyhalmaznak csak
részben rendezése, ugyanis barmely két részhalmazra nem igaz, hogy egyik részhal-
maza a masiknak.

i) A reflexivitas teljesiil, mert (a,b)p(a,b), mivel definicié szerint ab = ba, és a
természetes szamok halmazan a szorzas felcsrélheto.

Nézziik, teljesiil-e a szimmetria definicidja, azaz hogy

(a;0)p(c; d) = (c; d)p(a; b).
Az implikéacié bal oldalabdl kiindulva megmutatjuk, hogy kovetkezik a jobb oldal:
(a;0)p(c;d) < ad = be < da = cb < cb = da < (c;d)p(a;b).

Nem antiszimmetrikus, mert két kiilonbozé tort is kolesonos kapcesolatban lehet
egymassal. A tranzitivitdshoz meg kell mutatni, hogy

(a;b)p(c; d) A (c;d)ple; f)

maga utan vonja, hogy (a;b)p(e; f). A kénnyebbség kedvéért most mindkét oldalt
egyszerre kezdjiik alakitani.

(a;0)p(c;d) A (c;d)ple; f)  (a;b)p(e; f)

ad =bec N\ cf = de af = be
ad = be N\ bef = bde

adf = bde

af = be

Ezek alapjan a relaco ekvivalenciarelacio.

. Melyek azok a relacidok, amelyek egyszerre szimmetrikusak és antiszimmetrikusak

is?

Megoldas. Legyen a # b. Ha apb, akkor két eset lehetséges. a) bpa. Ebben az
esetben a relacié nem lehet antiszimmetrikus. b) bpa, de ekkor p nem lehet szim-
metrikus. FEzek szerint csak azok a relaciok lehetnek szimmetrikusak és antiszim-
metrikusak egyszerre, amelyeknél két kiillonboz6 elem nincs relacioban egymaéssal.
Megmutatjuk, hogy ez elégséges is.

Ha két kiilonbozo elem nincs reldcioban egymassal, akkor egyediil apa tipusu relaciok
johetnek szamitasba. Erre pedig egyidében teljesiil a szimmetria és az antiszimmet-
ria definiciéja is.

. Az A halmazon értelmezett p relacié a kovetkezo rendezett parokkal van megadva:

p = {(a;a),(a;c),(b;d),(c;d)}. Melyik az a minimdlis bévitése a p relaciénak,
amelyre p
a) ekvivalenciarelécio; b) rendezési reldcié lesz?
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Megoldas. a) Reflexivitds miatt mindenképpen ki kell bviteni p-t a kovetkezékkel:
(b,b), (c,c), (d,d). Tudjuk, hogy az ekvivalenciarelacié egyben osztalyozést is jelent.
Lathaté, hogy ezek az elemek csakis egy osztalyba kertilhetnek, azonos osztalybeli
elemek kozott pedig az 6sszes lehetséges kapcsolat fenndll, tigyhogy a keresett ,,leg-
szitkebb” reldcié az A x A.

b) A reflexivitdst az a) részben leirt mdédon elérhetjiik. Az antiszimmetrikus tu-
lajdonsag mar megvan, tehat ennek megorzésével kell a tranzitiv tulajdonsigot
,,bedllitani”. apc és cpd miatt hozzd kell venni p-hoz (a; d)-t. Ezzel elértiik a tran-
zitivitast, tehat a keresett bovitett reldcié:
p* ={(a;a),(a;c), (b;d), (¢;d), (b;b), (¢; ¢), (d; d), (a;d) }.

4. Legyen H = {-3,-2,—1,0,1,2,3}, és értelmezzitkk a H halmazon a p reliciét a
kovetkezé médon: apb < a = —b.
a) Irjuk fel a reldciét rendezett parokkal;
b) Allapitsuk meg a relaci6 tulajdonsagait!
Megoldas. a) p = {(—3;3),(=2;2),(=1;1),(0;0), (1;-1),(2;=2), (3; =3) };
b) Nem reflexiv, mert példaul 2p2, mivel 2 # —2. Szimmetrikus, hiszen a = —b
esetén az egyenlet —1-gyel vald szorzasaval kapjuk, hogy b = —a.
Nem antiszimmetrikus, mert szimmetrikus.
Nem tranzitiv, mert 1p — 1 A —1pl, de 1p1.

5. Ertelmezziik az N halmazon a kivetkezd reldciot:

apb & a és b 3-mal osztva ugyanazt a maradékot adja.
Mit allapithatunk meg errdl a relaciorol?

Megoldas. Reflexiv, mert a és a 3-mal osztva ugyanazt a maradékot adja. Szim-
metrikus, mert ha a és b 3-mal osztva ugyanazt adja maradékul, akkor igaz ez b-re
és a-ra is. Nem antiszimmetrikus, mert szimmetrikus. Tranzitiv, mert ha a és b,
valamint b és ¢ ugyanazt a maradékot adja harommal osztva, akkor ez a-ra és c-re is
igaz. Fzek alapjan a p ekvivalenciarelacié, amely osztalyokra bontja az N halmazt.
Ezek az osztalyok a kovetkezok:

Co=1{3,6,9,12,..}:C, = {1,4,7,10,..};Cy = {2,5,8,11, ...}

A

C
1 o Co

Ezeket az osztalyokat a harom maradékosztalyainak nevezzik.
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6. Legyen A egy nem iires halmaz. Bizonyitsuk be, hogy ha p; C A% p, C A2, valamint
p1 és py ekvivalenciarelaciok, akkor a p; N ps is ekvivalenciarelacié!

Megoldas. Be kell latni, hogy a két relaciordl az ekvivalenciarelacié tulajdonsagai
oroklédnek a metszetikre is.

I. Mivel p; és ps is reflexiv, igy az A halmaz minden a elemére igaz, hogy (a;a) € py
és (a;a) € pq, tehat (a;a) € (p1 N p2), igy p1 N po reflexiv.

I1. Tegyiik fel, hogy a p; N py nem szimmetrikus, azaz létezik az A halmazban két
olyan elem, amelyekre

(a,b) € (pr N p2) A (b, a) & (1N p2).

Ebbél az kovetkezik, hogy (a;b) € p1 és (a;b) € po, de a (b;a) a két relacié koziil le-
galdbb az egyikben nincs benne, mert kiilonben benne lenne a metszetiikben. Ekkor
az a reldcid, amely nem tartalmazza (b,a)-t nem lehet szimmetrikus, mert tartal-
mazza (a; b)-t. Ez ellentmondads, hiszen p; és ps is szimmetrikus volt. Feltételezésiink,
mely szerint a p; N py nem szimmetrikus, ellentmondashoz vezetett, tehat a p; N po
relacié szimmetrikus.

IIT. Tegytik fel, hogy a p; N py nem tranzitiv. Ez azt jelenti, hogy léteznek az A
halmazban olyan (nem feltétleniil kiilonb6z6) a, b, ¢ elemek, amelyekre nem teljesiil
a tranzitivitas definicidja, azaz

(a;b) € (p1 M p2) A (bic) € (p1 M p2) A(asc) & (p1 N p2).

A konjunkcié elsé két tagjdbdl az kovetkezik, hogy az (a;b) és a (b;c) rendezett
parok elemei mindkét relacionak. Mivel a p; és a po kiilon-kiilon tranzitiv, igy az
(a;¢) a pi-ben is és a po-ben is benne kell hogy legyen. Emiatt a metszetiikben
is benne kell hogy legyen, ezért annak feltételezése, hogy p; M ps nem tranzitiv,
ellentmondashoz vezetett.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a p; N po ekvivalenciarelacio.

7. Miveletet hataroznak-e meg a kovetkezo definiciok:
a) Az N halmazon értelmezett o miivelet: aob = a+ b — 3;
b) Az N halmazon értelmezett * miivelet: a xb=a+ b — LKO(a,b);

2 b2
c) Az N halmazon értelmezett A miivelet: =
a/ —
d) A Z halmazon értelmezett e miivelet: a @ b = max(a, b);

a+b

5
Megoldés. a) nem, mert példdul 1o1 =1+ 1—3 = —1 nem eleme az N-nek.
b) a definidlt miivelet eredménye mindig egész szam, de kérdés, hogy természetes
szam-e. Figyelembe véve azt az ismert tényt, hogy LKO(a,b) < a és LKO(a,b) <b
kovetkezik, hogy

e) A Q halmazon értelmezett 57 miivelet: a 7 b =

aob=a+b— LKO(ab) > LKO(a,b+ LKO(a,b) — LKO(a,b) = LKO(a,b) > 1.

Tehat aob > 1, igy ez mivelet.

c) nem, mert a = b esetén értelmetlen a leképezés.

d) igen, mert két egész szdm maximuma is egész.

e) igen, mert két raciondlis szam felének az Gsszege is raciondlis.
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8. Végezzik el a miiveleteket a miiveleti tablazat alapjan:
xla b c
alb ¢ a
blc a b
cla b c
a) (ax(bxb))*c; b) a®.
Megoldas. a) (ax (bxb))xc= (a*xa)*xc=bx*c=Db;
b) habar a hatvanyozast kiilon nem definidltuk, értelemszertien:
a®=(((axa)xa)*a)*xa=((bxa)*a)*xa=(c*xa)*xa=a*a=>h.
9. Vajon [. kommutativ-e, II. asszociativ-e, III. idempotens-e, IV. invertalhaté-e és V.

semleges elemes-e a kovetkezd néhéany miivelet:

a) a Z halmazon értelmezett o miivelet: aob=a+ b — 3;

b) az N halmazon értelmezett * miivelet: a * b =max(a,b);

c) az N halmazon értelmezett A\ miivelet: a A b = a’

d) a ZxZ halmazon értelmezett <7 mivelet: (a,b) 7 (¢,d) = (ad + be, bd);
e) a H = {«, 8,v} halmazon tablazattal megadott ¢ miivelet:

X @ L™
= X Q=

= @20
2 R R_|e

Megoldas. a) I. Ellenérizziik le, teljesiil-e a kommutativitds definiciéja:
(Va e Z)Vbe Z)(aob=0boa)

VaeZ)VbeZ)(a+b—3=b+a—3)

Ez nyilvanvaléan igaz, tehat a o miivelet kommutativ;
I1. Ellencrizziik le, teljesiil-e az asszociativitas definicidja:

(Va € Z)(Vb e Z) (Ve € Z)((aob)oc=ao (boc))
VaeZ)YVbe Z)VeeZ)((a+b—3)oc=ao(b+c—3))
VaeZ)VbeZ)VeeZ)((a+b—3)+c—3=a+ (b+c—3)—3)
VaeZ)(Vbe Z) Ve e Z)(a+b+c—6=a+b+c—6)

tehat asszociativ;
IT1. Ellendrizziik le, teljesiil-e az idempotencia definicidja:

(Va € Z)(aoa = a)

VaeZ)(a+a—3=a)
(Va € Z)(a = 3)
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A x miivelet csak akkor lehetne idempotens, ha a H = {3} halmazon értelmeznénk,
Z-n nem az.
IV. Ellencrizziik le, teljesiil-e az invertalhatosag definicidja:

VaeZ)Vbe Z)(Fr € Z)(Fy e Z)(xroa=bANaoy =Db)

VaeZ)VbeZ)Fx€eZ)TyeZ) (z+a—-3=bANa+y—3=0)
NMaeZ)VbeZ)Fr€Z)FyeZ)(z=b—a+3Ny=b—a+3)

és ilyen x és y valéban létezik a Z halmazban. Megjegyezziik, hogy elég lett volna
csak az egyik oldali invertalhatésdgot vizsgalni a miivelet kommutativ volta miatt;
V. Induljunk ki ismét a definiciobdl:

(Je€eZ)NVacZ)eca=aoe=a)

(JeecZ)(VacZ)(e+a—3=a+e—3=a)
Lathaté, hogy e = 3, tehat a miivelet semleges elemes.

b) I. Kommutativ, mert barmely két a és b szdm esetén a szamok sorrendjétél
fliggetleniil ugyanaz a maximumuk;

IT. Asszociativ, mert ha példaul a < b < ¢, akkor a maximumképzés sorrendjétol
fliggetleniil c-t kapjuk eredménytil;

1. Az idempotencia trividlisan teljesiil;

IV. Nem invertalhaté, mert példaul nem létezik olyan x € Z, amelyre max(4, z) = 2;
V. Induljunk ki a definiciobdl:

(JeeZ)VacZ)exa=axe=a)
(Je € Z)(Va € Z)(max(e,a) = max(a,e) = a)
Az N halmaz legkisebb eleme kielégiti az egyenlOséget, tehat semleges elemes, és

e=1.

c) I. Nem kommutativ, mert példaul 23 # 32;
I1. Az asszociativitas definiciéjat alkalmazva:

(Va € N) (Vb€ N)(Ve e N)(aAb) Ac=aA (bAc))

(Va € N)(Vb € N)(Ve € N)(a® A ¢ = a A b°)
(Va € N)(Vb € N)(Ve € N)((a*)¢ = o))

Ez utébbi allitas pedig nyilvanvaléan hamis példaul a = 2, b = 1 és ¢ = 2 esetén,
ugyanis az egyenloség bal oldalan ekkor 4, a jobb oldalan 2 lesz;

I11. Az idempotencia definicidja sem teljesiil, mert példaul 22 # 2;

IV. Nem invertalhatd, mert a 2* = 3 egyenletnek nincs megoldasa a természetes
szamok halmazaban;

V. Semleges elemet keresve azt talaljuk, hogy jobb oldali semleges eleme van, mert

(Je e N)(Va € N)(a A e=a)

(Je € N)(Va € N)(a® = a)
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ahonnan e = 1 kovetkezik, de az 1 nem lehet bal oldali egységelem is, mivel 1* = a
nem teljestil minden a € N-re. Megjegyezziik, hogy ha a A miiveletet a H = {1}
halmazon definialtuk volna, akkor mind az 6t tulajdonsaggal rendelkezett volna.

d) L. Induljunk ki a kommutativitas definiciéjabél. Igaz-e (V(a;b) € Z*)(V(c;d) €
Z?) esetén, hogy

(a;0) v (¢;d) = (¢;d) v (a;b)

(ad + be; bd) = (b + da; db)

A két oldal nyilvanvaléan egyenld, a miivelet kommutativ;
II. Induljunk ki az asszociativitds definiciéjabél. Igaz-e (V(a,b) € Z*)(¥(c;d) €
Z*)(¥(e; f) € Z?) esetén, hogy

((a;0) 7 (¢;d)) v (€5 f) = (a;0) 7 ((¢; d) 7 (&5 f))
(ad + be; bd) 7 (e; f) = (a;0) 7 (cf + de; df)
((ad + be) f + bde; bdf) = (adf + (cf + de)b; bdf)
(adf + bef + bde; bdf) = (adf + bef + bde; bdf).

A két oldal nyilvanvaldan egyenlo, a miivelet asszociativ;
I1I. Mutassuk meg, hogy (V(a;b) € Z?) esetén teljesiil az idempotencia definiciéja:

(a;D) 7 (a;b) = (a;b)
(ab+ ba,b*) = (a,b).

Lathatjuk, hogy a két oldal nem egyenld, ezért a 57 miivelet nem idempotens;

IV. A mivelet kommutativitdsa miatt elég csak az egyik oldali invertalhatdsaggal
foglalkozni, azaz azt kell megmutatni, hogy (V(a;b) € Z*)(¥(c;d) € Z*)(3(z;y) €
Z?), amelyekre (a;b) <7 (z;y) = (¢;d). Ebbél kiindulva

(a,0) v (z;y) = (¢;d)
(ay + xb;by) = (c;d)

ahonnan az
ay +xb=c

by =d
egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldasai nem minden esetben egész szamok

(példaul y = — miatt), igy a 57 miivelet nem invertalhato;

V. A kommutativitas miatt elég csak az egyik oldali semleges elemet megkeresni,
azaz azt kell megmutatni, hogy (3(e1; e2) € Z?)(V(a;b) € Z*) esetén (ey; e5)5/(a;b) =
(a;b). Ismét egy egyenletrendszerhez fogunk jutni, mert

(e1;€2) V7 (a;b) = (a;b)
(61b + aea; 62b) = (CL; b)

egyenloségbol addodik:
€1b + aes = a
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10.

11.

62[) =b.

Az egyenletrendszer megoldasai es = 1 és e; = 0, vagyis a miivelet semleges elemes,
és semleges eleme a (0;1) elem.

e) I. A miveleti tablazat szimmetrikus a f6atlora, ami maga utan vonja a mivelet
kommutativitasat;

II. Az asszociativitdshoz a (a ¢ b) o c = a < (boc) egyenléséget kellene igazolni. Azt
lathatjuk a miiveleti tablazatbol, hogy ha a harom hatarozatlan koziil valamelyik o,
akkor mindkét oldalon a-t kapunk eredménytiil, tehat az egyenléség ekkor fenndll.
Ha nincs a hatarozatlanok kozott «, de van 3, akkor mindkét oldalon S lesz az
eredmény. Ha pedig csupa ~-t tartalmaz az egyenléség, akkor v lesz az egyenldség
mindkét oldalan, tehat a miivelet asszociativ;

ITI. Idempotens, ami egyszeriien kiolvashato a tablazatbol,

IV. Nem invertalhato, mert példaul az oo x = [ egyenletet kielégité x nem létezik;
V. A semleges elem definiciéjat a v elem kielégiti, igy a miivelet semleges elemes.

Disztributivak-e a kovetkezo miveletek a megfelelé halmazon definidlt 0sszeadédsra
nézve:

a) a Z halmazon értelmezett o miivelet: aob=a+ b — 3;

b) az N halmazon értelmezett a * b miivelet: a x b = max(a, b).

Megoldas. a) Elészor mutassuk meg, hogy
(Va € Z)(Vb € Z)(Nec € Z)(ao (b+c¢) = (a+Db) o (a+c)).
A mivelet definicigja alapjan
ao(b+c)=(a+0b)o(a+c)

a+(b+c)—3=(a+b) +(a+c)—3
a=3
ez pedig nem igaz minden Z-beli elemre, tehdt a o nem disztributiv a +-ra nézve.

b) Ez el6z6 megolddshoz hasonléan (Va € N)(Vb € N)(Ve € N) esetén igazolandd,

hogy
ao(b+c)=(a+b)o(a+c)

max(a,b + ¢) = max(a + b,a + ¢)

Ez nem &ll fenn a = 5, b = 2 és ¢ = 4 esetén, mert max(5,2+4) # max(5+2,5+4),
tehat a * nem disztributiv a +-ra nézve.

Legyen a @ és a @ miivelet a kdvetkezoképpen definidlva a Z x Z halmazon:
(a;0) ® (c;d) = (a+ ¢;b+d) és (a;b) ® (¢;d) = (ac — bd; ad + be)

Bizonyitsuk be, hogy a © miivelet disztributiv a & miveletre nézve.

Megoldas. Meg kell mutatnunk, hogy tetszéleges Z x Z-beli rendezett parokra
teljesiil, hogy (a;0) © ((¢;d) @ (e; f)) = ((a;0) © (¢;d)) @ ((a5b) © (e; f)), valamint,
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12.

hogy ((c;d) @ (e; f)) © (a;b) = ((¢;d) © (a;b)) ® ((€; f) © (a;b)). ElSbb nézziik az
elso egyenlGséget.
(a;0) © ((e;d) @ (e; f)) = ((a;0) © (¢5d)) @ ((a;0) © (&5 f))
(a;0) ® (c+e;d+ f) = (ac — bd; ad + be) & (ae — bf;af + be)
(a(c+e) = b(d+ f);a(d+ f)+blc+e)) = (ac — bd + ae — bf;ad + be + af + be
(ac+ae —bd +bf;ad+ af + bc + be) = (ac — bd + ae — bf;ad + be + af + be)

tehat a bal oldali disztributivitds fennall.

((c,d) @ (e, f)) © (a,b) = ((¢,d) © (a,0)) @ ((e, ) © (a, b))
(c+e;d+ f)® (a;b) = (ca — db; cb + da) ® (ea — fb;eb+ fa)
((c+e)a—(d+ f)b;(c+e)b+ (d+ f)a) = (ca —db+ ea — fb;cb+ da+ eb+ fa)
(ca+ea—db— fbycb+eb+ da+ fa) = (ca —db+ ea — fb;cb+ da+ eb+ fa),

vagyis ez is teljesiil, igy a disztributivitast bizonyitottuk.

Bizonyitsuk be, hogy a maximumképzés abszorbtiv a minimumképzésre nézve a
valés szamok halmazaban.

Megoldéas. Bizonyitand6, hogy max(a, min(a,b)) = a fenndll tetszéleges valds
szamokra.
Ha a > b, akkor Ha a < b, akkor
max(a, min(a, b)) = a max(a, min(a,b)) =a
max(a,b) = a max(a,a) = a
a=a a=a

Ezzel az abszorbtivitast igazoltuk.
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2. Szamhalmazok és szamelmélet

2.1. A szamok keletkezése

A szamfogalom kialakulasa nagyon hosszu folyamat volt, és a mai napig allandé fejlédésben
van. Az emberek szamara fontos dolgok megszamlalasara mar a torténeti fejlodés kezdeti
szakaszaban, a torténelem el6tti idékben is sziikség volt. A szam nyilvanvaléan a szamldlds
tevékenységébol szarmazik. A szamlalas igénye kialakitotta az egy, kettd, hdrom,... sza-
mokat, amelyeket mi természetes szamoknak neveziink. A szdamfogalom kialakuldsakor az
emberek eredetileg a megszamolando targyakkal kapcsolatban gondoltak ki a szamokat, és
csak a fejlodésiik jéval magasabb fokan kezdtek réluk elvontan gondolkodni. Valdszint,
hogy méar az Gsember is megszamlalt targyakat, példaul allatboroket, kifogott halakat,
és kiilonboz6 szamokkal jelezte, hogy az azonos targyakbdl hany darab van. Beszélt hét
borrdl, nyole halrdl, stb. Sokkal késébbi folyamat lehetett a szamok absztrakcidja, vagyis
az, hogy példaul a nyolcas szam barmely nyolc targyat tartalmazé halmazt jelenthet. A
harom mint szdm nem harom ujjat, harom almat vagy harom allatbdrt jelent, hanem azt,
ami mindezekben kozos, a beldliik absztrahalt szamukat. A szamlaldsbdl fejlédtek ki az
elso, legegyszeriibb szamoldsi miveletek: az osszeadds, a szorzds, a hatvdnyozas, melyek
nagyon hasznosnak és célszertinek bizonyultak az ember jézan tevékenységeiben.

A szam tehat elvont fogalom és kialakulasdban fontos szerepe volt a munkamegosztasnak
is. A pasztorok példaul tudni akartak, hogy hény birkabdl &ll a nydjuk és hogy hany
kaposztat kapnak a piacon példaul egy birkaért. A piacon a kereskedék és a vasarlok
Osszehasonlitottak és osszeadtak az arakat. Aki hajozni akart, annak tudnia kellett, hogy
melyik irdnyba induljon, ha célba akar jutni. A szamok segitségével tanulta meg az
ember mérni az iddt, a tavolsagokat, a teriiletet, és ezekkel mérte a térfogatot is. Egy
piramis épitéséhez az okori egyiptomiaknak példaul tudniuk kellett, hogy mennyi kore
lesz sziikségiik. Ezekhez a bonyolult szamitasokhoz mar frassal is rogzitették a szdmokat.
A kereskedelem kétségkiviil meggyorsitotta a szamfogalom kialakulasat. A fejlettebb
kereskedelmi életet elérve torténhetett, hogy a szdmokat a szamoldsnal kezdték csopor-
tokba foglalni, példaul a kéz ujjainak mintdjara 6tos vagy tizes csoportokba. fgy jottek
létre a szamrendszerek, amelyekhez azutan a szamnevek kialakulasa is igazodott. Megje-
gyezzilk, hogy a szamrendszer nem jelenti a helyi érték 1étezését is. A sokféle szamrendszer
kozott a tizes terjedt el legjobban, bar mas szamrendszerek emlékei, maradvanyai ma is
élnek. Az dsmagyarok a torténelmi idokben tizes szamrendszert hasznaltak, ez azon-
ban az el6z6 idOk hatos és hetes szamrendszerén at, hosszu fejlodés eredménye volt. A
hetes szamrendszerre lehet kovetkeztetni példaul a mesék hétfejli sarkanyardl, a hetedhét
orszagrol, a hétmérfoldes csizmardl, a hétpecsétes titokrol, vagy arrdl, ha népmeséinkben
valaki hétszerte szebb lett.

Mar az 6korban is torekedtek a matematikai ismeretek deduktiv mdédon torténd felépitésére,
de a XIX. szazad végén, miutan megsziiletett a geometria axiomatikus felépitése, fontosnak
tlint a tobbi matematikai tudomanydg axiomatizaldsa is. A természetes szamok axioma-
tizdldsa Giuseppe Peano (1858-1932) olasz matematikus nevéhez fiizodik.
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2.2. Természetes szamok halmaza

Az 1,2,3,... természetes szamok halmazat N-nel jeloljik, azaz
N={1,23,...}.

A természetes szamokat bevezethetjiik halmazelméleti alapokon vagy pedig axiomatiku-
san. A halmazelméleti alapokon valé bevezetés esetében definidlni kell a halmazok kozott
a ,,szamossagilag ekvivalens” relaciot, amelyrdl beldathaté hogy ekvivalenciarelacio, majd
a ,kisebb szdmossagi” relacidt, amelyrol belathaté hogy rendezési relacié. Ez a fajta
megkozelités azon alapszik, hogy egy természetes szam tulajdonképpen nem mas, mint
egy véges halmaz szamossaga.

Az aldbbiakban a természetes szamok bevezetésének masik médjat, a Peano-axiémékkal
valé bevezetés gondolatait ismertetjiik, amely nem hasznédl semmiféle halmazelméleti is-
meretet. Az axiomatikus bevezetés elott ejtsiink néhany szot arrol, hogy mibdl is all egy
axioma rendszer és mit jelent maga az axiomatikus megkozelités.

Barmely elmélet axiomatikus targyalas a kovetkez6é mddon torténik:

1. Néhéany egyszerii fogalmat definicié nélkiil mindenki altal ismertnek tételeziink fel
(példaul ilyen a geometridban a pont, az egyenes vagy a sik fogalma). Ezek lesznek az
alapfogalmak.

2. Néhany — az alapfogalmakra vonatkozé — mindenki dltal elfogadhatd, nagyon szemléletes
allitast fogalmazunk meg, melyeket bizonyitas nélkiil igaznak fogadunk el (példaul a
geometriaban: két ponton keresztiil pontosan egy egyenes huzhatd). FEzek lesznek az
alapigazsagok vagy axiomdk.

3. Az alapfogalmakra épiil6 definicidkon és az axiomak segitségével bizonyitott tételeken
keresztiil szigoru logikai iton — logikai kovetkeztetési szabdlyok segitségével- jutunk el
egy tudoményteriilet tovabbi fogalmaihoz és tételeihez (példaul a geometridban, hogy egy
haromszog stulyvonalai egy pontban metszik egymaést).

A Peano-axiémak alapfogalmai: természetes szam, egy (1), rakovetkezés.
Peano-axiomak:

P1. Az 1 természetes szam.

P2. Minden természetes szamnak van egy egyértelmiien meghatarozott rakovetkezoje,
amely szintén természetes szam.

P3. Nincs olyan természetes szam, amelynek az 1 rakovetkezoje lenne.

P4. Kiilonb6zo természetes szamoknak a rakovetkezojiik is kiilonbozo.

P5. Ha egy P tulajdonsag olyan, hogy

—igaz a ko =€ N szamra, tovabba

—abbdl a feltevésbol, hogy a P tulajdonsag igaz egy tetszéleges k (k > ko, k € N) szamra,
kovetkezik, hogy igaz a k rakovetkezojére is,

akkor a P tulajdonsig minden k > ky természetes szamra igaz lesz.

A természetes szamok N halmazdban ismertnek tekintjiik az Osszadas és szorzas binér
miiveleteket, ami azt jelenti, hogy a természetes szamokbdl allé (a;b) szampéarhoz az
Osszadés esetén hozzarendeljiik az a + b Osszeget, a szorzas esetén pedig az a - b szorzatot.
A természetes szamoknak az Osszadasra és szorzasra vonatkozo minden eddig megismert
tulajdonsdga belathaté az axiomak alapjan is, s ezeket most bizonyitas nélkiil fogjuk
felsorolni:
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N1. Az osszeadds miivelete kommutativ, azaz (Va,b € N) a+b= b+ a.

N2. Az osszeadds miivelete asszociativ, azaz (Va,b,c € N) (a+b) +c=a+ (b+ ¢).
N3. A szorzéas miivelete kommutativ, azaz (Va,b € N) ab = ba.

N4. A szorzéas miivelete asszociativ, azaz (Va,b,c € N) (ab)c = a(bc).

N5. Vanolyan 1 € N elem, hogy barmelyik természetes szammal megszorozva, ugyanazt
a szamot adja ("neutralis a szorzdsra”), azaz (31 € N)(Va € N) 1-a = a.

N6. A szorzéas az Osszeadasra nézve disztributiv, azaz (Va,b,c € N) a(b+ ¢) = ab + ac.
N7. A < reldcié reflexiv, azaz (Va € N) a < a.

N8. A < relacié antiszimmetrikus, azaz (Va,b € N) (a <bAb<a=— a=0).

N9. A < reldci6 tranzitiv, azaz (Va,b,c € N) (a <bAb<c= a < ¢).

N10. A < rendezés linedris. azaz (Va,b € N) (a <bV b <a).

N11. A < reldcié monoton az 6sszeadas miiveletére nézve:

(Va,b,ceN) (a<b=a+c<b+c).

N12. A < reldcié monoton a szorzas miiveletére nézve:

(Va,b,c € N) (a < b= ac < bc).

Megemlitjiik a természetes szamok halmazanak két fontos tulajdonsagat. Az egyik a
Legkisebb szam elve, amely szerint az N halmaz bdrmely nem tres részhalmazdnak van
legkisebb eleme, a masik pedig az Arkhimédészi tulajdonsdg, amely kimondja, hogy bdarmely
két a, b természetes szamhoz talalhato olyan n természetes szam, hogy a < nb.

A természetes szamok nulldval kibévitett halmazat Ny jeloli, azaz Ny = N U {0}. Egyes
konyvek (példaul a magyarorszagi tankdnyvek) a természetes szamok N halmazdba mar
besoroljak a nullat is. Abban az esetben nincs értelme beszélni az Ny halmazrol.

Az indiai népek legnagyobb tudomanyos és altaldnos kuturtorténeti vivmanya a helyi érték
elvén alapuld tizes szamrendszer megteremtése volt, amelynek kiteljesedése hosszi idot
vett igénybe, és még tavolrdl sem ismert fejlédésének minden allomasa. Megkozelitoleg a
V1. szazad kozepén alakult ki Indiaban az 1j helyiértékrendszer, amely arab kozvetitéssel
jutott el Eurépaba és Fibonacci Liber abaci cimi konyve altal terjedt el. Az 4j helyiérték-
rendszer a kovetkezo harom tulajdonsidgot egyesitette: multiplikativ frasmod, a tiz hat-
vanyai jeleinek elhagyésa, valamint a helyiérték-rendszer teljességéhez sziikséges, a nulldt
jelz6é szamjegy kialakulasa, amely megmutatja, hogy a megfelel6 helyen nem szerepel a
tiz valamely hatvanya. A nullat jelent6 ”"szunja” szd el6szor a hinduknal jelent meg a
346 el6tti szovegekben, valdszintileg 100 koril. A babiloni matematikdban is felbukkant
ugyan a nulla az i.e. I. évezred kozepe tajan, de ott nem hasznéltdk rendszeresen.

Belathato, hogy a k-ra rakovetkezo természetes szam a k + 1. E tény és a P5 axiéma
alapjan megfogalmazhatjuk a matematikai indukcié elvét, amely lehetoséget ad arra, hogy
természetes szamokra vonatkozo tulajdonsagokat bizonyitsunk be, illetve olyan allitasokat,
melyek végtelen sok szamra teljesiilnek.
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Matematikai indukcié elve. Legyen P(n) egy olyan dllitds, amely az n természetes
szamra vonatkozik.

19 Igazoljuk, hogy a P(n) allitds érvényes n = 1-re (vagy n = ng-ra, ahol ny > 1 egy
kezdbérték).

2° Feltessziik, hogy a P(n) allitds igaz n = k-ra, és ezt a P(k) feltételezést nevezziik
indukcios feltevésnek.

3° Igazoljuk, hogy a P(n) allitds igaz n = k + 1 esetén.
Ekkor a P(n) allitas 1-t6l (vagy ng-tol) kezdve minden n természetes szamra igaz.

2.1. Példa. Ha matematikai indukciéval szeretnénk igazolni, hogy minden n természetes

, , n(n+1)
szamesetén 1 +24+34+ ... +n=—7—
1¢ Talaljuk meg az els6 olyan természetes szamot, amelyre igaz az allitas. Probalkozzunk

mindig a lehetd legkisebb szammal, ebben az esetben n = 1-gyel. Behelyettesités utan
1-(1+1)

, akkor a kovetkez6é mddon jarunk el.

azt kapjuk, hogy 1 = , azaz 1 = 1, vagyis az allitas n = 1-re igaz.

2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, azaz

E(k+1
1+2+3+...+k=%.

Ezt az egyenloséget indukcids feltevésnek nevezziik, és felhasznaljuk a bizonyitas soran.
3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Behelyettesités utan azt kapjuk, hogy az

(k+1)(k +2)

14243+ +k+(k+1) = 5

egyenloségnek kell teljesiilnie. Induljunk ki a bal oldalbdl és hasznaljuk fel az indukcios

feltevést. Némi rendezés utan kapjuk, hogy

k(k+1)
2

+(k+1):k(k+1)+2(k+1) _ (k+1)(k:+2)’

14+243+ .. +k+(k+1) = : 5

vagyis az allitds igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

2.2. Példa. Matematikai indukcioval igazolhatjuk azt az Osszefiiggést is, hogy minden n

természetes szam esetén 1410 +10% 4+ ... + 10" ! = 10" 1. Az eljaras a kovetkezo.
1°n=1rel= M, azaz 1 = 1, vagyis az allitas igaz.

2° Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n = k-ra, azaz az indukcids feltevés
141041024 .4 1051 = 221

3¢ Igazoljuk most az &llitast n 9: k + 1-re. Behelyettesités utan belatjuk, hogy most az
1+10+10%+ ...+ 101 + 10 = $ egyenloségnek kell teljesiilnie. Induljunk ki

a bal oldalbdl és hasznaljuk fel az indukciés feltevést. Ekkor

10F—149-10"  10-10F—1 10" -1
9 B 9 9

vagyis az allitas igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

1+10+10%+...+10"1+10F = +10% =

10% —1
9
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FELADATOK.

Bizonyitsuk be matematikai indukciéval, hogy minden n természetes szamra érvényesek
az alabbi egyenloségek.

1. 1+3+5+...4+2n—1=n?

Megoldas. 1° n = l-re 1 = 1%, azaz 1 = 1, tehat az allitas igaz.
2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés

14345+ ...+2k—1=FkK%

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4+ 1-re. Behelyettesités utan belatjuk, hogy az
1+34+5+...+(2k—1)+(2k+1) = (k+1)* egyenléségnek kell teljesiilnie. Induljunk
ki a bal oldalbdl és hasznaljuk fel az indukcids feltevést. Ekkor

1+3+5+..+02k—1)+2k+1) =k +2k+1=(k+1)?
vagyis az allitas igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

2. 24+446+...+2n=n(n+1).

Megoldas. 1° n=1-re2=1-(1+1), azaz 2 = 2, tehat az 4llitds igaz.
2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés

24446+ ... +2k=k(k+1).

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4+ 1-re. Behelyettesités utan belatjuk, hogy az
24446+...42k+2(k+1) = (k+1)(k+2) egyenléségnek kell teljesiilnie. Induljunk
ki a bal oldalbdl és hasznaljuk fel az indukcids feltevést. Ekkor

244464+ . +2k+2k+1)=k(k+1)+2(k+1)=(k+1)(k+2),

vagyis az allitas igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

1 1 2
3. 1+3+6+...+n(n2+ ) _ nlnt g(n+ )

Megoldas. 1° n = l-re 1 = 11+ 12)(1 +2)

2° Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés

E(E+1 E(E+1)(k+2
1+3+6+...+ (2 ): ( é( )

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4+ 1-re. Behelyettesités utan belatjuk, hogy az

1 1 2 1 2
1+3—|—6—|—...—|—k(k;L )+(k+ J(k + ): (kt Dk +2)(k+3) egyenloségnek

2
kell teljesiilnie. Kiindulva a bal oldalbdl adodik, hogy
k(k+1) (k+1)(k+2) k(k+1)(E+2) (E+1)(k+2)

+34+6+ .+ 5 . + 5

_ k(k+1)(k+2)+3(k+1)(k+2) _ (k+1)(k+2)(k+3)

6 6 ’
vagyis az allitds igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

, azaz 1 = 1, tehat az éllitas igaz.
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1)(2 1
4. P +2°4+ 3 +..+n*= n(n + )6( ntl)
1(1+1)(2-14+2
Megoldas. 1° n = 1-re 1* = (1+1)( i ), azaz 1 = 1, tehat az allitas igaz.
2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés
k(k+1)(2k+1
1202 gry g o RS )6( b))
3¢ Igazoljuk most az éllitast n = k 4 1-re. Behelyettesités utan beldtjuk, hogy az
E+1)(k+2)(2k+3
P+22+3%+ L+ k4 (k+1)7 = (k+ 1) 2‘ )2k +3)
egyenloségnek kell teljesiilnie. Kiindulva a bal oldalbdl adodik, hogy
kE(k+1)(2k+1
P+22+32+ .+ +(k+1)*= Uk + )6( * )+(k:+1)2:
Ck(k+1)@2k+1)+6(k+1)*  (k+1)(EQk+1)+6(k+1))
- . — : -
 (k+ D)@K +Tk+6)  (k+1)(k+2)(2k+3)
B 6 B 6 ’
vagyis az allitas igaz n = k 4 1-re, ezért minden természetes szamra teljestil.
172
5. P4+2° 4334+ . +n®= {@} :

1(1+1)
2

2
Megoldas. 1° n = l-re 13 = { ] , azaz 1 = 1, tehat az allitas igaz.

2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés

2
P+234+3+.. +k= [@] .

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Behelyettesités utan belatjuk, hogy az

(k+1)(k+2)]
=

P+28+3 4+ 4B+ (k+1)7° = [

egyenloségnek kell teljesiilnie. Kiindulunk a bal oldalbdl és rendezziik a kifejezést.

Ekkor
k(k+1)

5 r+(/~c+1)3:

P+28+3 4+ + P+ (k+1)7°= {

:th(kjtl)?’:(kﬁ)? {%2+k+1} =
:(k+1)2%:(k+1)2(k‘2:2) _ l(k—l—l);k—l—?)}

vagyis a szemlélt Osszefliggés teljesiil n = k + 1-re, ami annyit jelent, hogy minden
természetes szamra igaz.
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6. P+32+52+ .. +(2n—1)>=

n(4n* —1)
3 :

1(4-12—-1
Megoldas. 1° n = 1-re 1* = g

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés

, azaz 1 = 1, tehat az éllitas igaz.

) h(ak* — 1)

P4+32+52+...+(2k—1) ;

3¢ Igazoljuk most az éllitast n = k 4 1-re. Behelyettesités utan beldtjuk, hogy az

o _ (k+ 1)k +1)* 1)

P43 452+ .+ (2k— 1>+ (2k+1) ;

egyenloségnek kell teljesiilnie. Kiindulunk a bal oldalbdl és rendezziik a kifejezést.
Ekkor

k(4K% — 1)

432452+ .. 4+ (2k— 1)+ (2k+1)* = ;

+ (2k+1)* =

_ k(2K - 1;(2k+1) k41 = (2h 4 1) (k(2k3— 1)

2k* — k + 6k 2k? + 5k 2k k+1
;6 +3:<2k+1) +§ +3:(2k+1>( +3)(k+1)

_ (k- DERE+D) -DERE+D+1) _ (k+1)(A(k+1)2 -1

3 3 ’
vagyis az adott egyenlOség teljesiil n = k 4 1-re, vagyis minden természetes szamra.

1 1 1 1 n

+2k:+1) =

~—

= (2K + 1)

—_ W

"T2723 34 T hmrD a+l

1 1 1 1
Megoldas. 1° n = 1-re T2 131 azaz 5 = o, vagyis az allitas igaz.
2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, azaz az indukcids feltétel

LR SIS S SR k
1-2 2.3 3-4 E(k+1) k+1

3°n==Fk+ 1-re

1 1 1 1 1 k41

12 23 34 "TREkr) TGrDGEr2  Ei2

vagyis ennek az egyenldségnek kell teljesiilnie. Kiindulva a bal oldalbél kapjuk, hogy

! + ! + ! + -+ ! + ! =

1-2 2-3 3-4 k(k+1)  (k+1)(k+2)
_k N 1 k(E+2)+1 (k412 k+1
Ck+1 o (R+D(E+2) (k+D(k+2) (k+1)(k+2)  k+2

vagyis az allitds igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra is teljesiil.
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1 1 1 1 1
8. =-— .
123 234 ThumiDmr2 1 2m+Dni2)
1 1 1 1 2
Megoldas. 1° n = 1-re azaz ami igaz.

1-2-3 4 20+1)(1+2) 6 12’
2° Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n = k-ra, azaz az indukcids feltevés

1 1 1 1 1

123 234 TRErDR+2 1 2t Dkt2)

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re. Behelyettesités utan azt kapjuk, hogy az

1 1 1 1 1
123 T RErDG+2)  rDGA2)(he3) 4 2h+2)(k+3)

egyenloségnek kell teljestilnie. Induljunk ki a bal oldalbdl és hasznéljuk fel az in-
dukcids feltevést. Ekkor

1 1 1

123 TRETDR+2) kD)
_1 1 1
1T kD2 T

k+D)(k+2)(k+3)
1 k+3-2 1 k+1 1 1
T4 2k+0)(k+2)k+3) 4 2k+1D)(k+2)(k+3) 4 2k+2)(k+3)
vagyis az allitas igaz n = k + 1-re, ezért barmely természetes szamra igaz.

o L L 1 1 _n
"1-3 35 5.7 2n—1)(2n+1) 2n+1

1 1 1 1 ) it i
= azaz — = —, vagyis az allitas igaz.
1.3 2.1+4+1 3T 3 s
2° Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n = k-ra, azaz az indukcids feltétel

Megoldas. 1° n = 1-re

1 1 1 1 k

13735 5.7 T @Dkl 2k+1

3°n==k+1-re

1 N 1 N 1 R 1 N 1 k41
1-3 35 5.7 (2k—1)(2k+1)  (2k+1)2k+3) 2k+3’

vagyis ennek az egyenloségnek kell teljesiilnie. Kiindulva a bal oldalbdl kapjuk, hogy

1 1 1 1 1

T3t s s st Y e D@k ) T @k D2k

k 1 k(2K +3) + 1

T+l R+ D(2k+3) @kt D)2k +3)

2k 4+3k+1  (k+1)(2k+1) k+1
2k +1)(2k+3)  (2k+1)(2k+3) 2k+3’

vagyis az allitds igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra is teljesiil.
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10" —9n — 10
n szamjegy
Megoldas. 1° n = 1-re
1011 —-9.1-10 81
3= o7 , illetve 3 = o7 azaz 3 = 3,

tehat az allitas ebben az esetben igaz.
2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, vagyis az indukciés feltevés

10FH — 9k — 10
3+33+333+---433...3= >

k szamjegy

3¢ Igazoljuk most az éllitast n = k 4 1-re. Behelyettesités utan beldtjuk, hogy az

10572 —9(k + 1) — 10
27

3+33+333+---+33...3+33...3 =
k szamjegy k + 1 szamjegy

egyenloségnek kell teljesiilnie.

Vegyiik észre, hogy

3 = 3-10°
33 = 3-10"+3-10° = 3(10" + 10°)
333 = 3-10°+3-10" +3-10° = 3(10* + 10" + 10°)
3333 = 3-10°+3-10*+3-10" +3-10° = 3(10° + 10> + 10" + 10°)

és igy tovabb. Ezt a gondolatmenetet hasznaljuk majd ki a bizonyitds soran.

Induljunk most ki a bal oldalbél, hasznaljuk fel az indukcids feltevést és a 2.2. Példa
allitasat, majd rendezziik a kifejezést. Ekkor

3+ 33+ 333 33...3+33 3—10k+1_9k_10 33...3=
+334+333+---+33...3+33...3= o +33...3=
k szamjegy k + 1 szamjegy k + 1 szamjegy
105+ — 9k — 10
= 5 +3 (10" + 10"+ 410" +10%) =
_1Ok+1—9k—10+3 105+ — 1 10M! — 9k — 1049105+ —9
N 27 10-1 27 N
C10FT(149) —9(k+1) =10 102 —9(k +1) — 10

27 27 '
vagyis az allitds igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljesiil.
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2.3. Egész szamok halmaza

A Matematika kilenc konyvben cimi értekezés Osszegezte az i.e. 1. évezredben élt kinai
matematikusok munkdjat, és annak VIII. konyvében a tudomany torténetében el6szor
talalkozunk a pozitiv és negativ szamok megkiilonboztetésével, valamint itt fogalmaztak
meg a negativ szamokkal végzett miiveletek legegyszeribb szabalyait is. A tablazat pozitiv
elemeit piros palcikakkal dabrazoltak, a negativokat feketével.

A negativ szamok igen jelentOs szerepet jatszottak az indiaiak algebrdjaban is, ahol
a pozitiv szamok neve "tulajdon” volt, a negativ szamokat pedig a ”csokkenés” vagy
"adossag” széval illették. Az elsé utalds a negativ szamokra Brahmagupta miiveiben
szerepel a VI. szazadban. Lehetséges, hogy az indiaiak a negativ szamokat a kinaiaktol
vették at, de a pozitiv és negativ szamokra vonatkozd szabalyokat tovabbfejlesztették.
Brahmagupta ezt irja: "Két pozitiv szam 0Osszege pozitiv, két negativ szamé negativ.
Pozitiv és negativ szam 0Osszege ezek kiilonbségével egyenld.” Persze tudta, hogyan kell a
kiilonbség elbjelét megvélasztani.

Nehéz megmondani, hogy mikor valtak a negativ egyiitthatok negativ szamokka, vagy
legalabbis, mikortdl kezdték ekként értelmezni oket. Eurdpaban aranylag késon jelent-
keztek a negativ szamok, s eleinte maguk a matematikusok sem tudtak mit kezdeni vele.
A XII-XV. szazadbeli italiai matematikusok azonban méar kezdték hasznélni e hidnyt je-
lent6 szamokat. Cardano (1501-1576) olasz matematikus mér tekintetbe vette, de fiktiv
szamoknak nevezte 6ket. Stifel (14877-1567) német matematikus, aki a masodfoku egyen-
letek megoldasat egyszertisitette, a negativ szamokat abszurd szdmoknak nevezte. Még
a francia Viéte (1540-1603) is elvetette a negativ szamokat, Descartes (1596-1650) 1637-
ben megjelent ”Geometria” cim@ konyvében pedig még hamis szamoknak hivta, de mar
minden el6itélet nélkiil hasznalta cket.

Tekintsiik 4t most, hogy matematikailag hogyan indokljuk az egész szamok kialakulasat.
Természetes szamok Osszege és szorzata mindig természetes szam, de ez a kiilonbségrél mar
nem mondhaté el. Ezért van sziikség a természetes szamok N halmazanak kibovitésére.

A szamkorbovités a permanencia-elv alapjan torténik, amelynek néhany alapelve példaul
az, hogy a bovitett halmaznak az eredeti halmaz a részhalmaza legyen és hogy az osszeadas
és szorzas tulajdonsagai érvényben maradjanak.

Tetszoleges m, n természetes szamok esetén az m+x = n egyenletnek nincs mindig N-beli
megoldésa. Ezért a természetes szamok halmazat ki kell boviteni a nulldval és a negativ
egész szamok {—1,—2, ...} halmazdval, ahol m + (—m) = 0, minden m € N esetén. Tehat

Z={.—-4,-3-2-1,01234,.} NCZ
Az egész szamok halmazaban az m + x = n egyenletnek mindig van megoldédsa, mégpedig
r=mn-+(—m).

Az egész szamok Z halmazaban érvényesek a természetes szamok halmazaban felsorolt
N1-N11 tulajdonsagoknak megfelel6 tulajdonsagok és még harom tulajdonsag, amelyeket
az aldbbiakban ismertetiink:

Z1. Az Osszeadds miivelete kommutativ, azaz (Va,b € Z) a+b =0+ a.
Z2. Az osszeadds miivelete asszociativ, azaz (Va,b,c € Z) (a+b)+c=a+ (b+ ¢).

Z3. A szorzas miivelete kommutativ, azaz (Va,b € Z) ab = ba.
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Z4. A szorzas miivelete asszociativ, azaz (Va,b,c € Z) (ab)c = a(bc).

Z5. Vanolyan 1 € N elem, hogy barmelyik természetes szammal megszorozva, ugyanazt
a szamot adja ("neutralis a szorzasra” ), azaz (31 € Z)(Va € Z) 1 -a = a.

Z6. A szorzas az Osszeaddsra nézve disztributiv, azaz (Va,b,c € Z) a(b+ ¢) = ab+ ac.
Z7. A < reldci6 reflexiv, azaz (Va € Z) a < a.

Z8. A < reldcié antiszimmetrikus, azaz (Va,b € Z) (a <bAb<a= a=0).

Z9. A < reldci6 tranzitiv, azaz (Va,b,c € Z) (a <bAb<c= a <c¢).

710. A < rendezés linedris. azaz (Va,b € Z) (a <bVb<a).

Z11. A < reldcié monoton az 0sszeadas muveletére nézve:

712. (Vz,y € Z)(Vz > 0)(x <y = zz < yz2),

Z13. (30 € Z)Vz € Z)x +0 =z,

Z14. (Vx € Z)(3(—x) € Z)z + (—z) = 0.

A 0-at az Osszeadas neutrdlis (vagy semleges) elemének nevezzik, —r pedig az x egész
szam ellentett szama.

2.3.1. Oszthatosag

Azi.e. VI. szazadban Pitagorasz és tanitvanyai mar foglalkoztak a szamok oszthatdsagaval.
Szerintiik a két egyenlo részre oszthatd szamok a paros szamok, a két egyenld részre nem
bonthatok pedig a paratlan szamok. Elsé szamelméleti tételeik is a péaros és paratlan
szamok elméletéhez tartoztak. Ezek koziil néhanyat felsorolunk: Pdros szdamok osszege és
ktilonbsége is paros. Két pdaratlan szam osszege pdaros. Paros szama paratlan szam osszege
pdros. Paratlan szdmi paratlan szdm osszege pdratlan. Ha pdros szambaol pdratlant vo-
nunk ki, akkor paratlant kapunk. Pdratlan és paros szam szorzata pdros.

Vezessiik most be a szamok oszthatdsdganak matematikai definicidjét.

2.1. Definicié. Ha adott a és b egész szamokhoz taldlhato olyan q egész szdm, hogy a = bq
teljesul, akkor azt mondjuk, hogy a oszthato b-vel, vagy mdsképpen: b osztoja a-nak, és
ezt a kovetkezdképpen jelolyik: bla.

2.3. Példa. Példaul: 4 = 2 -2 miatt 2|4 vagy 4 oszthaté 2-vel, 12 = 3 - 4 alapjan 3|12
vagy 12 oszthat6 3-mal és 4|12 vagy 12 oszthat6 4-gyel. m|0 minden m € Z szémra igaz,
hiszen 0 = m - 0, vagyis a 0 minden szammal oszthato, de a 0 egy szdmnak sem osztéja.

A definici6 alapjan konnyen belathaték az alabbi tulajdonsagok:
a) Ha b|a, akkor blac minden ¢ € Z esetén.
b) Ha a|b és b|c, akkor alc.

c¢) Ha a|b és alc, akkor albr + cy minden x,y € Z esetén.
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d) Ha a|b és bla, akkor a = b vagy a = —b.
e) Ha az a, b pozitiv egész szamokra igaz, hogy a|b, akkor a < b.

f) Ha az a; + as + ... + ar, = 0 egyenldségben (k > 2, k € N) a k szamu 6sszeadandé
koziil k — 1 oszthaté p-vel, akkor a k-adik 6sszeadand¢ is oszthatd p-vel.

2.4. Példa. Figyeljiik meg hogyan lehet altaldanosabb osztdsokat bizonyitani, példaul azt,
hogy barmely harom egymast kovetd természetes szam Osszege oszthatd 3-mal. Vegyiik
fel a hdrom egymast koveto természetes szamot n — 1, n, n + 1 alakban. FEzek Osszege
n—14+n+n-+ 1= 3n, azaz mindig oszthaté 3-mal.

Bizonyos kifejezések oszthatdsdgat matematikai indukciéval is bizonyithatjuk.

2.5. Példa. Tekintsiik a4t annak az &llitasnak a matematikai indukcioval torténé bi-
zonyitasat, hogy 4|7" + 3" minden n természetes szamra.

19 Igazoljuk az allitast n = 1-re.

7'+ 3 =749 =16 = 4 - 4, vagyis az oszthatdsdg n = 1-re érvényes.

2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra.

Ekkor az indukcios feltevés, melyet felhasznalunk majd a bizonyitas sordan az, hogy van
olyan ¢ egész szam, hogy 7% 4 3¥+1 = 4/, azaz a 7% + 3**! kifejezés oszthaté 4-gyel.

3° Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re.

Most azt kell beldtnunk, hogy a 78+ + 3k+2 kifejezés is oszthat6 4-gyel. Ekkor

T = T 3 3 =3 (TR M) 4 TP =3 A 4 TP =4 (30 + T
vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

Két egész szam esetén nem mindig végezhetd el az osztas miivelete, viszont elvégezheto a
maradékos osztds minden 0-tdl kiilonboz6 oszto esetén.

2.1. Tétel. Legyen az a tetszdleges, b pedig 0-tol kilonbozo egész szam. Ekkor léteznek
olyan egyértelmien meghatdrozott q, r egész szamok, melyekre a = bqg+r, 0 < r <b.
A q szam az a szam b szammal vald osztdsdnak hdanyadosa, v pedig az osztds maradéka.

Bizonyitas. Tekintsiik az egész szamok {...a — 2b,a — b,a,a + b,a + 2b, ...} halmazat és
valasszuk ki koziiliik a legkisebb természetes szamot vagy a nullat. Legyen ez a szam az
a — gb, és jeloljik r-rel. Ekkor

a=bqg+r, 0<r<hb, (2.1)

mert az r > b esetben az a — ¢b szdmnal kisebb a — (¢ + 1)b szdm is természetes szam
lenne vagy nulla. Ezzel belattuk a g és r szdmok létezését. Mutassuk meg ezeknek a
szamoknak az egyértelmiiségét is. Tegyiik fel, hogy van még egy olyan (q;,7;) szampar,
hogy a = bgq; + 11, 0 < r; < b. Kivonva ezt az egyenléséget a (2.1) egyenléséghdl adddik,
hogy 0 = b(q — q1) + (r — 1), vagyis bjr — ry. |r — | < b miatt adédik, hogy r —r =0,
azaz r = r1, amibol ¢ = ¢; is kovetkezik. ©

2.6. Példa. 7 =23+ 1, ezért 3 a 7 2-vel val6 osztasanak hanyadosa, 1 a maradék,
—17=5-(—4) + 3 alapjan —4 a —17 5-tel valé osztdsanak hanyadosa, 3 a maradék.
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FELADATOK.

Bizonyitsuk be matematikai indukcioval az aldbbi oszthatésagokat.

1. 52t 4 3.

Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.

241+ 1 3 =254 3=32+5=35=5-7, vagyis az oszthatésdg n = 1-re igaz.

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szém, hogy 24%+1 + 3 = 5¢.

3° Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re.

Most azt kell belatnunk, hogy a 2*F+D+1 4 3 kifejezés is oszthaté 5-tel. Ekkor

24(k+1)+1+3:24‘24k+1+3:16'24k+1+1'3:16‘24k+1+(16—15)‘3:

=16-2"%416-3-15-3=16 (2"*"' +3) —15-3=16-5(—15-3 =5 (16(/ — 9),
vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljesil.
2. 7|2n+1 + 32n—1.

Megoldas. 1° Igazoljuk az &llitast n = 1-re.

ol 4 32171 =92 1 31 =4 + 3 =7 ="7-1, vagyis az oszthatdsiag n = 1-re igaz.

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szam, hogy 2F ! 4 3%=1 = 7/,

3° Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re.

Most azt kell belatnunk, hogy a 282 + 32+ kifejezés is oszthatd 7-tel. Ekkor

2k+2 + 32k+1 —9. 2k+l + 32 . 32k—1 _ (9 o 7) . 2k+1 +9. 32k—1 _
-9 (2k+1 + 32k—1) —_7. 2k+l —9.70—7. 2k+1 =7 (gg o 2k+1) ’
vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

3. 759" 4243,

Megoldas. 1° Igazoljuk az &llitast n = 1-re.

5-917 424173 = 5.90 4 91 = 5.1 42=7="7-1, vagyis az oszthatésig teljesiil.
2¢ Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szam, hogy 5 - 9F~1 4 243 = 7/,

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re. Ekkor

5.9F potktl —5.9. 9kl 4 ot . 9tk=3 — 9. 5.9k 1 (94 7). 2% =

=9(5- 91+ 2% ) 4 7. 2P =9 T 7 2% = 7 (904 270

vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.
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4. 9|7 +3n — 1.

Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.

T'+3.1-1=7+3-1=9=9-1, vagyis az oszthatésdg teljesiil.

2% Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész

szédm, hogy 7% + 3k — 1 = 9/.

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Ekkor

4 3(k4+1)—1=7-T"+3k+3-1=7-T"+1-3k+3+1-(~1) =
=7(T"+3k—1) —18k+9=7-90— 18k +9=9(70 — 2k + 1),

vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljestl.
5. 9|3-4""2 + 10" — 4.

Megoldas. 1° Igazoljuk az &llitast n = 1-re.

3-472 4101 —4=3-64+10—4 =198 =9 - 22, vagyis az oszthatdsig teljesiil.

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész

szam, hogy 3 - 4572 4 10 — 4 = 9¢.

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Ekkor

34834108 —4 = 4.3.4572410-10F —4 = 10 (3 - 4" + 10" — 4) —6-3-4"7* 436 =

=10-90—18-4"2 436 =9 (100 —2- 4*2 + 4) |

vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljestl.
6. 17|75 4 23+

Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.

7.5 o3Il — 7.5 494 = 35+ 16 = 51 = 17 - 3, vagyis az oszthatésig teljesiil.

2¢ Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész

szém, hogy 7 - 52k—1 4 23k+1 — 17/,

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re. Ekkor

7 . 52k+1 4 23k+4 — 52 . 7 . 52k—1 4 23 . 23k+1 — 25 . 7 . 52k—1 4 8 . 23k+1 —
=25 (751 4 2% — 17 2% = 25170 — 17 21 = 17 (250 — 2341 |

vagyis az oszthatdsag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljestl.

7. 176" + 19" — 2",

Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.

621 + 19! — 2141 =62 419 — 22 =36+ 19 — 4 = 51 = 17 - 3, vagyis az oszthatésag
teljestil.

2¢ Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szam, hogy 62% + 19% — 2F+1 = 17/

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Ekkor

622 1 19k — 9k+2 — 62 .62 1 19.19F — 2. 2K = 36.6%F 119198 — 2. 2FF+1 =

=36 (67" + 19" — 2M1) — 17 19" + 34 - 2" =17 (360 — 19" + 2 2F1) |

vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljesil.
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10.

11.

. 19]5 - 2%n72 4 33l

Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.

5-23172 43311 =5.2432=10+9 =19 = 19 - 3, vagyis az oszthatésag teljesiil.
2¢ Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szam, hogy 5 - 2372 + 33k=1 = 19¢.

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re. Ekkor

5. 23k+1 4 33k+2 =5. 23 . 23k—2 4 33 . 33k—1 —=8.5. 23k—2 + 27 . 33k—1 —

=27(5- 2724 3%71) —19.5. 272 =19 (270 — 5 - 2°"77) |
vagyis az oszthatésig igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljesiil.
19|52+t gn2 y g2 g2ntl

Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.

52l ol+2 4 3142, 92041 — 195.8 + 27 -8 = 1216 = 19 - 64, vagyis teljesiil.

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
SZéJm, hOgy 52k+1 ) 2k+2 + 3k+2 . 22k+1 — 19€

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Ekkor

52k‘+3 . 2k‘+3 + 3k‘+3 5 22k‘+3 _ 50 5 52k‘+1 . 2k‘+2 ‘l’ 12 5 3k+2 5 22k+1 —

=50 (52k+1 . 2k+2 + 3k+2 . 22k+1) —38. 3k+2 . 22k+1 =19 (506 —9. 3k+2 . 22k+1) :

vagyis az oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljesil.

59|5"2 4 26 - 5™ + 82+

Megoldas. 1° Igazoljuk az &llitast n = 1-re.

512 426 - 5! 4 821 = 125 + 130 + 512 = 767 = 59 - 13, vagyis az oszthatdsig
teljestil.

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szam, hogy 52 4 26 - 5F 4 82k+1 = 59¢.

3¢ Igazoljuk most az allitast n = k 4 1-re. Ekkor

5k+3+26'5k+1+82k+3:5'5k+2+5‘26'5k+64‘82k+1:

=64 (5" +26 - 5" + &%) —59. 5F2 — 5926 - 5F = 59 (64¢ — 5" — 26 - 5¥) |

vagyis az oszthatosag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljestl.

Bizonyitsuk be, hogy harom egymast kovetd egész szam szorzata oszthato 6-tal.

Megoldas. Legyen a harom egymast kovetd természetes szam n — 1, n és n + 1.
Mivel 6 = 2 - 3, ezért az (n — 1)n(n + 1) kifejezés akkor oszthaté 6-tal, ha oszthaté
2-vel is és 3-mal is. Mivel minden masodik természetes szam paros, ezért harom
egymast koveté természetes szam kozott van legalabb egy paros, tehat a szorzat
oszthatd 2-vel. Mivel minden harmadik természetes szam oszthaté harommal, ezért
harom egymast kovetd természetes szam kozott biztosan van egy, amely oszthatd
3-mal, tehat a szorzat oszthaté 3-mal. Ezért a szorzat oszthatd 6-tal.
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12.

13.

14.

15.

Bizonyitsuk be, hogy négy egymast koveto egész szam szorzata oszthatd 24-gyel.

Megoldas. Legyen a négy egymast koveto természetes szam n, n+1, n+2 és n+3.
Mivel 24 = 2- 3 -4, ezért az n(n+ 1)(n + 2)(n + 3) kifejezés akkor oszthaté 24-gyel,
ha oszthato 2-vel is, 3-mal is és 4-gyel is. Mivel minden mésodik természetes szam
paros és minden negyedik természetes szam oszthatd 4-gyel, ezért négy egymast
koveto természetes szam kozott biztosan van egy 4-gyel oszthatd szam és még egy
paros, amely 4-gyel nem oszthato, tehat a szorzat oszthatd 2-vel és 4-gyel, tehat
8-cal. Mivel minden harmadik természetes szdm oszthaté harommal, ezért négy
egymast koveto természetes szam kozott biztosan van egy, amely oszthaté 3-mal,
tehat a szorzat oszthatd 3-mal. Ezért a szorzat oszthato 24-gyel.

Igazoljuk, hogy ha n paratlan egész szdm, akkor n? — 1 oszthaté S-cal.

Megoldas. Ha n paratlan egész szam, akkor felirhaté n = 2k 4 1 alakban, ahol
k € Z. Ekkor n®*—1 = (2k+1)*—1 = 4k*+4k+1—1 = 4k?+4k = 4k(k+1), ahonnan
lathatd, hogy a kifejezés oszthatd 4-gyel, k(k + 1) pedig két egymast kovetd egész
szam szorzata, tehat biztosan oszthatd 2-vel, hiszen minden mésodik egész szam
paros. Megéllapithatjuk tehat, hogy a kifejezés oszthatéd 8-cal.

Igazoljuk, hogy ha m € N, akkor m® — m oszthaté 30-cal.
Megoldas. Mivel

m® —m=m(m* — 1) =m(m? - 1)(m*> +1) = (m — Dm(m + 1)(m* + 1),

és tudjuk, hogy az (m —1)m(m-+1) szorzat oszthaté 6-tal, mar csak azt kell belatni,
hogy a kifejezés oszthatd 5-tel is, hiszen 30 = 5-6. Ha az m — 1, m és m + 1 szamok
egyike sem oszthato 5-tel, akkor m = 5k 4+ 2 alakban {rhaté fel. Ekkor

m? + 1= (5k £2)* +1 = 25k% £ 20k + 4+ 1 = 25k* £ 20k +5 = 5 (5k> £ 4k + 1),
tehdt az m? + 1 kifejezés oszthatd 5-tel, m® — m pedig oszthaté 30-cal.

Igazoljuk, hogy ha m,n € N, akkor mn(m?* — n?) oszthaté 30-cal.

Megoldas. Mivel
mn(m* —n*) = m°n — mn® = m°n — mn +mn — mn® = n(m® —m) — m(n® —n),

és tudjuk, hogy m® — m oszthaté 30-cal minden m € N esetén, ezért vannak olyan
k, ¢ € N szdmok, hogy m® — m = 30k és n®> —n = 30¢, tehat

mn(m* —n*) =n- 30k —m - 300 = 30(nk — m/),

azaz mn(m* — n*) oszthat6 30-cal.
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2.3.2. Legnagyobb ko0zos osztd

A d egész szdm az a és b egész szamok kozos osztdja, ha d|a és d|b teljesiil. Minden nullétol
kiillonbozo egész szamnak véges szamu osztoja van. KEzzel 6sszhangban értelmezziik a
kovetkezo fogalmat.

2.2. Definicid. Az a és b egész szamok kozos 0sztoi kozil a legnagyobbat az a és b szamok
legnagyobb kézds osztdjanak nevezzik, jeldlése pedig LKO(a,b) vagy csak (a,b). Az a és
b egész szamokra azt mondjuk, hogy relativ primek, ha LKO(a,b) = 1.

2.2. Tétel. Ha a d szam az a és b egész szamok legnagyobb kozos osztoja, akkor vannak
olyan o és [ egész szamok, hogy aa + b = d.

Bizonyitds. Tekintsiik az aa + (b, o, f € Z, alaku egész szamok halmazat. Ebben a
halmazban vannak pozitiv és negativ szamok is, valamint a nulla. Valasszuk ki ebbdl a
halmazbdl a legkisebb pozitiv egészet, és legyen ez a szam a ¢ = aa + Sb. Igazoljuk, hogy
cla és clb. Tegyiik fel, hogy ¢ nem osztéja a-nak. Ekkor vannak olyan ¢ és r egész szamok,
hogy a = cq+1r,0 <r < c. EbbSl adédik r = a — cq = a — g(aa + pb) = (1 — aq)a — Bqb,
azaz az r szam pozitiv, kisebb mint ¢, és az aa+ b alakt szdmok halmazaba tartozik, ami
ellentmond annak, hogy ¢ a legkisebb ilyen pozitiv szam, azaz c|a. Hasonléan igazolhato,
hogy c|b, tehat ¢ az a és b szamok kozos osztéja.

Mutassuk most meg, hogy c az a és b szamok legnagyobb kozos osztdja, azaz ¢ = d. Mivel
d = LKO(a,b), felithatjuk, hogy a = pd, b = qd, tehat ¢ = apd + fqd = d(aa + [q).
Ebbdl adddik, hogy d|c, ezért d < c¢. Mivel d a legnagyobb kozos oszté, nem lehet d < c,
tehat d = ¢, vagyis d = aa + fb. ©

2.1. Kovetkezmény. Ha k pozitiv egész szdm, a és b pedig tetszéleges egész szamok,
akkor LKO(k - a,k -b) = k- LKO(a,b).

2.7. Példa. Tudjuk tehat, hogy relativ primszamok legnagyobb kozos osztdja 1. Ezért
LKO(4,6) = LKO(2-2,2-3)=2-LK0O(2,3) =2-1=2, vagy

LKO(40,45) = LKO(5-8,5-9) =5-LKO(8,9) =5-1 =5, vagy

LKO(84,245) = LKO(7-12,7-35)=7- LKO(12,35)=7-1=717.

2.2. Kovetkezmény. Ha a, b és q tetszoleges egész szamok és a = bq, ahol b nemnegativ,
akkor LKO(a,b) = b.

2.8. Példa. Mivel 12 =34 =26, ezért LKO(12,4) = 4, LKO(12,3) = 3, valamint
LKO(12,2) = 2 és LKO(12,6) = 6.

2.3. Tétel. Legyenck q és b relativ primek. Ha qlab, akkor qa.

Fontos megjegyezni, hogy csupéan a q|ab feltételbdl, az LKO(b, q) = 1 feltétel nélkiil, nem
kovetkezik az éllitas. Példaul, 6|4 - 9, de nem igaz, hogy 6|4, és az sem, hogy 6]9.

2.4. Tétel. Ha a =bq+ r, akkor LKO(a,b) = LKO(b, 7).

Bizonyitds. Legyen d az a és b egész szamok tetszoleges kozos osztéja. Ekkor az a = bg+r
relaciobdl az kovetkezik, hogy d az r szamnak is osztéja, azaz d a b és r szdmoknak kozos
osztoja. Hasonldan, ha d a b és r szamok tetszoleges kozos osztdja, akkor kovetkezik,
hogy d az a és b szamoknak is kozos osztoja. Ebbol adédik, hogy az a és b, illetve b és
r szamok kozos osztéinak halmaza egyenld egymassal, ezért megegyeznek ezen halmazok
legnagyobb elemei is, azaz LKO(a,b) = LKO(b,r). ©
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2.3.3. [Euklideszi algoritmus

Feltehetjiik a kérdést: hogyan hatarozhaté meg az a és b egész szamok legnagyobb
kozos osztdja. Vilagos, hogy az oszthatosag kérdése nem fiigg a szdmok el6jelétol, tehat
tekinthetjilk a-t és b-t természetes szamoknak. A megfelelé maradékos osztasok elvégzé-
sével adodnak a kovetkezo egyenlGségek, amit Euklideszi algoritmusnak neveziink:

= bql+T1, O§T1<b,

b = rig+ry, 0<ry <,

ri = roqgz+rs, 013 <71y,
T'n—2 = Tp—-1Qn + T'n, 0 S T < Tp_1,
'm—1 = Tnqn41-

Mivel az r, pozitiv egész szamok szigorian monoton csokkend sorozatot alkotnak, ezért
véges szamu mivelet elvégzése utan az utolsé egyenloséghez jutunk, ami két egymas
utan kovetkezo maradék oszthatosagat jelenti, azaz az algoritmus véges szamu lépésben
elvégezheto.

2.5. Tétel. Az eldzo algoritmusban az utolso nulldtol kilonbozo r, maradék adja az a és
b szdmok legnagyobb kézos osztojat.

Bizonyitas. Felhasznalva a 2.4. Tétel-t, igazak az aldbbi egyenldségek:
LKO(a,b) = LKO(b,r1) = LKO(r1,13) = - -+ = LKO(1p—2,7n—1) = LKO(r,_1,17,).

Mivel ry,|r,_1, ezért LKO(rp,_1,7,) = 7y, azaz LKO(a,b) = r, adddik, amit igazolni
akartunk. ¢

2.9. Példa. Keressiikk meg euklideszi algoritmussal az a = 918 és b = 252 szamok
legnagyobb kozos osztéjat, majd irjuk fel a kapott szamot « - 918 + 5 - 252 alakban.
Végezzik el az osztasokat egymas utan. Ekkor 918 = 252 -3 + 162, 252 = 162 - 1 + 90,
162 =90-1+72,90 = 72-1+ 18, 72 = 18 - 4. A szamitasok alapjan a legnagyobb
kozos oszté d = LKO(918,252) = 18. [rjuk most fel a kapott legnagyobb kozds osztét
18 = a- 918 + - 252 alakban a 2.2. Tétel alapjan, azaz keressiilk meg a megfelelo « és
[ szamokat, amelyekre igaz lesz az egyenloség. Hasznaljuk fel az el6z6 szamitasokat ugy,
hogy mindegyik egyenléséghdl kifejezziik a maradékot, az utolsétél haladva visszafelé és
behelyettesitiink. Ekkor

18 = 90—72=90— (162 — 90)
= 2:90—162=2-(252 —162) — 162
= 2-252—-3-162=2-252—3-(918 — 3-252)
11-252 — 3918, azaz, o= —3 és [ =11.

2.3. Definicié. Az aq, as, ...,a, szamok legnagyobb kozos osztojanak nevezzik ezen
szamok kozos osztdinak halmazdbdl a legnagyobbat. Jeldlése: LKO(aq,as, ...,a,). Ha
LKO(ay,as, ...,a,) = 1 teljesil, akkor az aq, as, ...,a, szamok relativ primek.
Az ay, ay, ...,a, szdmok pdronként relativ primek, ha LKO(a;,a;) = 1 teljesil minden
1=1,2,..n,j=1,2,....n, i # j esetén.
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2.3.4. Legkisebb kozos tobbszoros

2.4. Definicié. A nulldtol kilonbozé ay, as, ...,a, egész szamok kozos tobbszordsének
neveziink minden olyan szimot, amely oszthato az ay, as, ...,a, szdamok mindegyikével.
Az ay, as, ...,a, szamok legkisebb pozitiv kézos tobbszordsének nevezzik a pozitiv kozos
tobbszorosok halmazdbol a legkisebbet (van ilyen!). Jeldlése: LKT(ay,as,...,a,) vagy
lay, as, ..., a,].

Két szam legnagyobb kozos osztdja és legkisebb kozos tobbszorose kozott fenndlld viszonyt
a kovetkezo tételben fogalmazzuk meg.

2.6. Tétel. Tetszbleges a,b € Z esetén az LKO(a,b) és LKT(a,b) szamok kielégitik
az LKO(a,b) - LKT(a,b) = |ab| egyenldséget. Ez azt jelenti, hogy relativ primszamok
legkisebb kozos tobbszorose eqyenlo szorzatuk abszolut értékével.
Bizonyitds. Az altaldanossag csorbitasa nélkil igazolhatjuk a fenti allitast csupan a ter-
mészetes szamokra. Legyen S az a és b szamok tetszoleges kozos tobbszorose. Ekkor,
k
S = ak. Mivel azonban b|S érvényes, % egész szam kell legyen. Ha LKO(a,b) = d és
a = ad, b = fd, akkor a kovetkezdket kapjuk:
ak ok
—=—, LKO = 1.
b /6 ) (a7 5)

b b
Ekkor k = ft = Et’ ahol t természetes szam. Ebbdl S = %t, t € N. Masfelol, minden
ab

—t alaki szam az a és b szamoknak tobbszorose. Tehat, S az a és b szamoknak akkor és

csak akkor kozos tobbszorose, ha

ab

b
A legkisebb ilyen s szamot a t = 1 értékre kapjuk, vagyis s = %, amit igazolni kellett. ©

2.10. Példa. Az a = 12 és b = 18 szamok esetén a LKO(a,b) = 6. Ekkor

b 1218
a - — 36

LET(@.5) = 1560 ~ 6

Az a =918 és b = 252 szamok esetén a LKO(a,b) = 18. Ekkor

18 - 252
LKT(a,b) = ab  918-25

S IKO(@p) 18 2

Az a =17 és b = 23 szdmok esetén a LK O(a,b) = 1, azaz a szdmok relativ primek. Ekkor

=17-23 = 391.

ab 1723
LKT(a,b) = -
(@) = TRowD) 1
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2.3.5. Primszamok

L.e. a VI. szazadban Pitagorasz tanitvanyai, a pitagoreusok mar ismerték a primszam és
az Osszetett szam fogalmat. Tekintsiik most at ezeket a fogalmakat.

2.5. Definicio. A p > 0 egész szdmot primszamnak nevezzik, ha a p szdmnak nincs
olyan d osztoja, hogy 1 < d < p. Ha eqy m > 1 egész szam nem primszdm, akkor azt
mondjuk rd, hogy osszetett szam.

Eratoszthenész szitaja. A primszamok megkeresésének egyik mddszere Eratoszthenész
szitajaval torténik. Felirjuk egy tetszoleges N természetes szamig a természetes szamokat
és toroljik kozililkk a 2-vel oszthatdkat, a 2 kivételével. Ezutan a megmaradd szamok
koziil a legkisebbel, a 3-mal megismételjiik az eljarast: 3 kivételével toroljiik a 3-mal oszt-
hatokat. Most a megmaradoé szamok kozil a legkisebb 5, ezzel ismételjiik meg az eljarast,
és 1gy tovabb mindaddig, amig csak marad ilyen nem athuzott szam. Az eljarasnak vége,
ha athiztunk minden v/ N-nél nem nagyobb Gsszetett szamot. A megmaradé szdmok
éppen az N-t6l nem nagyobb primszamok.

Erdés Pl (1913-1996) gyakran beszélt a KONYVROL, amelyben Isten matematikai
tételek tokéletes bizonyitdsait érzi. Erdés P4l szerint ebbe a KONYVBE belekeriilne
a kovetkezé Euklidésznek tulajdonitott bizonyitds (FElemek 1X, 20), amely azt mutatja
meg, hogy a primszamok sorozata nem ér véget.

2.7. Tétel (Euklidész-tétele). Végtelen sok primszdm van. Mds szdval, barmely prim-
szamtol van nagyobb primszam.

Bizonyitds. Legyen {p1, pa, ..., px} primszamok egy tetszéleges véges halmaza és tekintsiik
az n = p1ps...px + 1 szamot. Legyen p n primosztoja. Ekkor p nem lehet egyenld semelyik
pi-vel, ¢ = 1,2, ..., k, ellenkez6 esetben ugyanis osztana n-et és a pips...pp szorzatot és igy
az n— pips...pr = 1 kiilénbséget is, ami lehetetlen. Tehét egy véges {p1, pa, ..., pr } halmaz
nem tartalmazhatja az 6sszes primszamot. ©

Habar a természetes szamok halmazdban végtelen sok primszam van, a primszamok
kozotti tavolsag tetszblegesen nagy lehet. Azt sejtjiik, hogy az ikerprimek (két olyan
primszam egyiittese, amelyek 2-vel térnek el egymédstol) szama is végtelen, ami szerint a
primszamok elhelyezkedése igencsak szabalytalan. Ervényes a kovetkezo allitas.

2.8. Tétel. Tetszoleges k € N szamra taldlhato k eqymdas utan kovetkezd Osszetett szam.

Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezo szamokat:

A = (k+Dk(k—1)---3-2-1+2,
Ay = (k+Dk(k—1)---3-2-1+3,
Ay = (k+Dk(k—1)---3-2-1+k+1.

Pontosan k darab egymast koveto természetes szamot irtunk fel, amelyek mindegyike
Osszetett szam: A; oszthatd 2-vel, Ay oszthatd 3-mal, ..., Ap pedig k + 1-gyel. ©

2.9. Tétel. Ha p primszam és plab, akkor pla vagy plb.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p nem osztéja a-nak. Ekkor p és a relativ primszamok.
Ekkor a 2.3. Tétel alapjan érvényes, hogy p|b. ©
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A kovetkezo allitast a szdmelmélet alaptételének nevezik.

2.10. Tétel. Bdrmely, 1-nél nagyobb N természetes szam felirhato primszdmok szorza-
taként, éspedig a sorrendtil eltekintve, eqyértelmien.

Bizonyitdas. Azt a tényt, hogy minden egytdl kiilonb6z6 N természetes szam felirhatd
primszamok szorzataként, indukcioval bizonyitjuk. N = 2 esetén, a 2 szam primszam.
Legyen N > 0 természetes szam. Tegyiik fel, hogy az allitds igaz minden N-t6l kisebb
k természetes szamra. Amennyiben N primszam, az allitdas érvényes. Ha N Osszetett
szam, akkor felithaté N = kq - ko alakban, ahol k; és ko N-t6l kisebb szamok, amelyek az
indukcios feltevés alapjan felirhatok primszamok szorzataként, tehat az N szam is.
Mutassuk most meg ennek a primtényezds reprezentacionak az egyértelmiiségét. Tegyiik
fel, hogy az N szamnak két ilyen primtényezOs felirasa létezik, pédaul

N=pips--pr=aq1q - q,

ahol p;, © =1,2,...,k, és qj, 7 = 1,2, ..., £, primszamok. Vegyiik az elsé reprezentaci6 egy
tetszoleges primtényezo6jét, példaul p-t. Mivel a qiqs - - - g szorzat oszthato kell legyen
pi-vel, ezért a Tétel 2.9. Tétel alapjan legalabb egy tényezoje oszthatd kell legyen p;-vel.
Mivel a ¢, qo, ..., q, szdmok primek, ezért kell legyen egy olyan szam kozottik, hogy
¢; = p;. Hasonldéan lathatjuk be, hogy minden ¢; szamra van olyan szam a py, pa, ..., Pk
szamok kozott, hogy p; = ¢;, ami alapjan az allitdst belattuk. ¢

Ha egy 1-t6l nagyobb N természetes szamot felirunk primszamok szorzataként és az
azonos tényezoket Osszegyijtjiik, akkor N-nek a kovetkezo tipusu eloallitasat kapjuk:

N = pi'py® - pir,

ahol py, po, ..., p, paronként kiilonboz6 pozitiv primszamok és ay, as, ..., . pozitiv

egész szamok. A szamelmélet alaptételébol kovetkezik, hogy N-nek ez az elééllitasa a

tényezok sorrendjétol eltekintve egyértelmi. Ezt az elééllitast az N szam kanonikus vagy

primtényezos alakjanak nevezzik.

Az a és b egész szamok kanonikus alakjai segitségével konnyen felirhatjuk a két szam

legnagyobb kozos osztojat és legkisebb kozos tobbszorosét. Ha ugyanis
a=plps*prt, b=p{"ps - pit,

(ahol az oy és f; szamok valamelyike nulla is lehet) akkor:

LEKO(a,b) = pymienibppimteztal o ynindardel
LKT(a,b) = preetonfitpmasioz oy mas(one}
2.11. Példa. Legyen a = 12 = 2*.3 és b = 18 = 2 - 3%, Ekkor
LKO(a,b)=2-3=6 é LKT(a,b)=2%-3%=36.

Legyen a = 918 = 2-3% .17 és b = 252 = 22 - 3% . 7. Ekkor

LKO(a,b) =2-3>=18 és LKT(a,b)=2%*-3%.7-17 = 12852.
Legyen a = 2°-3%.5% .7 és b =2%.3%.5°.13. Ekkor

LKO(a,b) =2*-3%-5% é LKT(a,b)=2°-3%-5°.7.13.
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2.11. Tétel. Ha két relativ primszdm szorzata négyzetszim, azaz ab = %, (a,b) = 1,
akkor az a ésb szamok is négyzetszamok, vagyis a = a2, b = b? valamely ay, by € N esetén.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy egy szam négyzetszam legyen, sziikséges és elégséges feltétel az,
hogy kanonikus alakjaban minden kitevo paros szam legyen. Mivel az a és b egymassal
relativ primek, ¢* minden primtényezéjének szerepelnie kell vagy az a vagy a b szam
kanonikus felirasdban, de nem mind a kettében; ezért az a és b szamok primtényezoi
paros hatvanykitevon kell legyenek. ¢

2.12. Tétel. Legyen a = p*ps? - - - p% az a szdm kanonikus alakja. Ekkor az a szdam
minden pozitiv osztoja a kovetkezd alaki szdm.:
d=pi'py - py, 0<Bi<ar, 0<fh<as ., 0<f,<a.

Az a szdm pozitiv osztdinak szdma (beleszamitva az 1-et és magdt az a szamot is):
(n + 1)(ag + 1)...(a, + 1).

Bizonyitds. Az tétel elso részének allitasa nyilvanvald, a masodik rész pedig a szorzasi
szabalybol kovetkezik. ©

2.12. Példa. Legyen adott az a = 12 = 22 - 3 szdm kanonikus alakban. Mivel most
ap = 2 és ap = 1, ezért a pozitiv osztok szama (o +1)(ae+1) = (2+1)(14+1) =3-2 =6.
Valéban, a pozitiv oszt6ibél 6 darab van: 2°-3° =1, 2.3 =2 2°.31 =3, 21 . 3! =6,
22.30 =465 22.3 =12.
2.13. Példa. Legyen adott a b = 18 = 2' - 3% szdm kanonikus alakban. Mivel most
a; = 1 és ay = 2, ezért a pozitiv osztok szama (o +1)(ae+1) = (1+1)(24+1) =2-3 =6.
Valéban, b pozitiv osztéibdél 6 darab van: 2°-3Y =1, 21 -39 =2, 20.31 =3, 21 . 3! = 6,
20.32=94és2!-32=18.
2.14. Példa. Legyen adott a ¢ = 918 = 2'-3%. 17! szdm kanonikus alakban. Mivel most
a; =1, ap = 3 és az = 1, ezért a pozitiv osztdk szama

(a1 + D(ag+ D)(as+1)=1+1)B+1)(1+1)=2-4-2=16.
Valéban, ¢ pozitiv osztéibél 16 darab van: 20-39.17° =1, 21.3%.179 =2, 20.31.170 = 3,
2031170 =6,2°-32.17° =9, 20.3% . 17t = 17, 2V . 32 . 170 = 18, 20 . 33 . 170 = 27,
20.30. 171 =34, 20.3L .17t =51, 21 - 33179 =54, 21 - 3. 17 =102, 20 32 . 17! = 153,
2132171 =306, 2 - 33 - 171 = 459 és 21 - 33 - 17! = 918.
2.15. Példa. Legyen adott a d = 252 = 2% - 3% - 7 szam kanonikus alakban. Mivel most
a1 =2, ap = 2 és az = 1, ezért a pozitiv osztdk szama

(a1 + (e +1)(as+1)=2+1)(2+1)(1+1)=3-3-2=18.
Valéban, ¢ pozitiv oszt6ibdl 18 darab van: 2°-3%.70 =1, 21.3%.70 =2 20.31.79 = 3,
22.30.70 =4 21.31.70 =6,20.30.71 =7,20.32.70 =9 22.3L.79 = 12, 21.30. 71 = 14,
20.32.79 =18, 20 .3 .7t =21, 22.30. 71 =28, 22.32.70 = 36, 2! - 31 . 7t = 42,
20.32.71 =63,22.3L .71 =84, 21 - 32. 71 =126 és 21 - 33 . 71 = 252.
2.6. Definicié. Egy a természetes szam pozitiv osztéinak szamdt 7(a)-val jelolyiik.
A kovetkezo tablazatban megadjuk a 7 fliggvény els6é néhany értékét:

n [112]3[4]5]6[7[8]9[10]11]12
sy (122324243426
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FELADATOK.

1. frjuk fel az a és b szamok legnagyobb kozos osztojat a - o+ b - 3 alakban, ha
a)a=93ésb=281, b)a=975ésb="7T65 c)a=06188ésb=4709.

Megoldas. a) Végezziik el az osztasokat. Ekkor 93 =81 -1+ 12,81 =12-6+ 9,
12=9-1+3,9 = 3-3. A szamitasok alapjan kapjuk, hogy a legnagyobb ko6zos osztd
d = LKO(93,81) = 3. Irjuk fel a kapott legnagyobb kézds oszt6t 3 = o~ 93+ 3 - 81
alakban. Hasznaljuk fel az el6z6 szamitasokat gy, hogy mindegyik egyenloségbdl
kifejezziik a maradékot, az utolsotol haladva visszafelé és behelyettesitiink. Ekkor

3 = 12—-9=12—(81—-12-6)
= 7-12—-81=7-(93—-81)—381
= 7-93—-8-81, azaz a =17 ¢és [=—8.

b) Végezziik el az osztdsokat. Ekkor 975 = 765 - 1 4+ 210, 765 = 210 - 3 + 135,
210 =135-1475, 135 =75-14+60, 75 = 60 - 1 + 15, 60 = 15- 4. A szamitdsok
alapjén a legnagyobb kozos oszté d = LKO(975,765) = 15. Irjuk most fel a kapott
legnagyobb kozos osztét 15 = a - 975 4+ [ - 765 alakban. Hasznaljuk fel az el6zo
szamitasokat. Ekkor

15 = 75-60=75—(135—"75-1)
= 2.75—135=2-(210 — 135) — 135
= 2.210—-3-135=2-210 —3- (765 — 210 - 3)
= 11-210—3-765=11- (975 — 765) — 3 - 765
11-975—14-765, azaz a=11 é [=—14.

c) Végezziik el az osztasokat. Ekkor 6188 = 4709 - 1 4 1479, 4709 = 1479 - 3 4 272,
1479 =272-54119,272 =119-2+ 34, 119 =34-3+ 17, 34 = 17- 2. A szamitdsok
alapjan a legnagyobb kozos oszté d = LKO(6188,4709) = 17. Irjuk most fel a
kapott legnagyobb kozos osztét 17 = - 6188 + 3 - 4709 alakban. Hasznéljuk fel az
el6z6 szamitasokat. Ekkor

17 = 119-3-34=119-3-(272—-119-2)
= —3-272+47-119=—-3-272+7- (1479 — 272 -5)
= —38-272+47-1479 = —38 - (4709 — 3 - 1479) + 7 - 1479
= —38-4709 + 121 - 1479 = —38 - 4709 + 121 - (6188 — 4709)
= 121-6188 — 159 - 4709, azaz o =121 és [ = —159.

2. Igazoljuk, hogy minden 3-nal nagyobb primszam felirhaté 6k+1 vagy 6k+5 alakban.

Megoldas. A 6-tal valé osztas maradékai alapjan a szamok 6k, 6k + 1, 6k + 2,
6k + 3, 6k + 4 vagy 6k + 5 alakban irhaték fel, ahol k£ € Ny. Mivel 6k oszthato 6-tal,
6k +2 = 2(3k+1), tehdt oszthatd 2-vel, 6k +3 = 3(2k + 1), tehat oszthaté 3-mal és
6k +4 = 2(3k+2), tehat oszthatd 2-vel, ezért a 3-nal nagyobb primszamokat 6k + 1
vagy 6k + 5 alakban irhatjuk fel.
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. Igazoljuk, hogy ha n pératlan szdm, akkor n'? — n® —n* + 1 oszthaté 512-vel.

Megoldas. Ha n paratlan szam, akkor felirhat6, mint n = 2k — 1, k € N. Ekkor
n2—n®—nt4l=0"-1)"*-1) = (' -1)*(n*+1) = (n*-1)*(n*+1)*(n*+1) =
= (4k* — 4k)*(4K* — 4k + 2)2(16k" — 32k> + 24K* — 8k +2) =
=27 (k(k —1))* (2k? — 2k + 1)%(8k* — 16k> + 12k — 4k + 1).

A kapott kifejezés oszthaté 512-vel, mert 512 = 2% k(k + 1) oszthaté 2-vel, igy
(k(k +1))? oszthaté 4-gyel.

. Igazoljuk, hogy ha n 3-ndl nagyobb primszam, akkor n? — 1 oszthaté 24-gyel.

Megoldas. Az allitas igazolasahoz azt kell belatnunk, hogy ha n 3-nal nagyobb
primszam, akkor n? —1 oszthaté 3-mal, hiszen 24 = 8-3 és a 8-val valé oszthatdsagot
mar az el6zo feladatban belattuk. Mivel minden 3-nal nagyobb primszam felirhaté
6k+1 vagy 6k+5 alakban, igy n = 6k+1 esetén n?—1 = (n—1)(n+1) = 6k(6k+2),
tehdt oszthat6 3-mal. Han = 6k+5, akkor n?—1 = (n—1)(n+1) = (6k+4)(6k+6) =
6(6k + 4)(k + 1), tehat ebben az esetben is oszthaté 3-mal.

. Igazoljuk, hogy minden n természetes szamra n> + 5n oszthaté 6-tal.

Megoldas. Mivel
n*+5m=n>—-n+6n=n-1)nn+1)+6n

és tudjuk, hogy harom egymast koveto természetes szam szorzata oszthatd 6-tal,
valamint hogy ha két szam oszthatd 6-tal, akkor az Osszegiik is oszthaté 6-tal, igy
az adott kifejezés is oszthatd 6-tal.

. Igazoljuk, hogy minden n természetes szdmra (n? + 3n + 1)? — 1 oszthaté 24-gyel.

Megoldas. Végezziik el a sziikséges atalakitasokat.
(n2+3n+1)2—1 = (n2+3n+1—1) (n2—|—3n+1—|—1) =
= (" +3n) (®+3n+2) =n(n+1)(n+2)(n+3).

Mivel négy egymast kovetd természetes szam szorzatat kaptuk, igy mindig van
kozottiik legalabb két paros, amelyek koziil az egyik 4-gyel is oszthatd, mindig van
kozottiik legalabb egy, amely 3-mal oszthato. Mivel 24 = 2 - 3 - 4, ezzel az allitas
igazolast nyert.

Igazoljuk, hogy minden n természetes szamra n® — 5n® + 4n oszthaté 120-szal.
Megoldas. Alakitsuk at az adott kifejezést:

n5—5n3+4n:n(n4—5n2+4):n(n4—4n2+4—n2):n((n2—2)2—n2> =

:n(n2—2—n) (n2—2+n) :n(nz—n—2) (n2+n—2) =
=nn+1)n—-2)n—1)Mn+2)=mn—-2)(n—1)n(n+1)(n+2).
Mivel 120 = 2 -3 -4 -5 és 0t egymast kovetd természetes szam szorzatat kaptuk,
igy mindig van kozottik legalabb két paros, amelyek koziil az egyik 4-gyel is os-

zthaté, mindig van kozottik legalabb egy, amely 3-mal oszthaté és legalabb egy
5-tel oszthaté. Ez azt jelenti, hogy az adott kifejezés oszthato 120-szal.
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8.

10.

7

Igazoljuk, hogy minden n természetes szamra n’ — n oszthato 42-vel.

Megoldas. Végeziik el a sziikséges atalakitasokat:
n7—n:n(n6—1) :n(n?’—l) (n3+1) =

=(n-Dnn+1)(n*+n+1)(n”—n+1).

Mivel harom egymast kovetd természetes szam szorzata oszthatd 6-tal és 42 =
6 - 7, ezért azt kell még belatnunk, hogy az adott kifejezés 7-tel is oszthato. Egy
természetes szam Tk, Tk=+1, Tk+2 vagy 7k+3 alaki lehet. Vegyiik sorba mindegyik
esetet.

n="7Tk,n="Tk—1vagy n = 7Tk+1 esetén az allitas igaz. Nézziikk meg azn = 7Tk —2,
n="Tk+2,n="Tk—3é n="Tk+ 3 eseteket sorban. Ha n = 7k — 2, akkor

n*—n+1=(7Tk—2)>—Tk+2+1=49k* — 35k + 7= 7(7Tk* — 5k + 1),
ha n = 7k + 2, akkor
n?+n+1=(Tk+2)?+7k+2+1 =49k + 35k + 7 = 7(Tk? + 5k + 1),
ha n =7k — 3, akkor
n*+n+1=(Thk—3)2?+T7k—3+1=49%k* — 35k + 7 =T7(Tk* — 5k + 1),
ha n = 7k + 3, akkor
n?—n+1=(Tk+3)? -7k —3+1=49k* + 35k + 7 = 7(Tk* + 5k + 1).

Ezzel az allitas igazolast nyert.

. Igazoljuk, hogy n?® + 3n? — n — 3 oszthaté 48-cal minden n pératlan természetes

szamra.

Megoldas. Elészor alakitsuk at az adott kifejezést:

n*+3n* —n—-3=n*(n+3)—(n+3)=(n+3)(n*—1) = (n—1)(n+1)(n+3).

Mivel n paratlan természetes szam, ezért felirhatjuk n = 2k + 1 alakban. Ekkor
(n—1)(n+1)(n+3) =2k(2k +2)(2k +4) =8k(k + 1)(k +2).

Mivel tudjuk, hogy harom egymast koveto természetes szam szorzata oszthaté 6-tal,
igy a kapott kifejezés oszthato 48-cal.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromjegyli természetes szamot kétszer egymés mellé
irunk, akkor az igy kapott hatjegyii szam oszthatd 7-tel, 11-gyel, 13-mal.

Megoldas. Tekintsiik az abcabe alaki természetes szamot, ahol a, b és ¢ adott
szamjegyek. Ekkor

abcabc = 100100a 4 100106 + 1001c = 1001(100a + 10b + ¢).

Mivel 1001 =711 - 13, igy az allitast igazoltuk.
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11.

12.

13.

14.

15.

Bizonyitsuk be, hogy csupan egyetlen olyan 2p + 1 (p primszéam) alaki egész szam
létezik, amely kobszam is.

Megoldas. Legyen 2n + 1 olyan paratlan természetes szam, amelyre igaz, hogy
(2n +1)® = 2p + 1. Ekkor a kovetkezd ekvivalens atalakitdsokat kapjuk:

2n+1)P=2p+1 <= 8n*+12n* +6n+1=2p+1 < n(4n’+6n+3) =p.

Mivel p primszam, ezért az egyik osztéja p-nek n = 1, s ekkor p = 4-12+6-1+3 = 13.
Valéban, 2p+1=2-13+1 =27 = 33,

Igazoljuk, hogy n > 1 természetes szdm esetén az n* + 4 szam Osszetett szam.

Megoldas. Végezziik el a kovetkezo atalakitdsokat:
ntra=n'+4n’+4—4n®> = (n*+2)* - (2n)* =
=(n*+2-2n)(n*+2+2n) = (n* —2n +2)(n* + 2n + 2).

Igazoljuk, hogy n > 1 természetes szam esetén n* + n? + 1 dsszetett szam.

Megoldas. Az egyszeriibb esetben
nttnf+l=n'"+2+1-n*=n*+1)>*-n*=
=n*—=1-n)n*—1+n)=0"-n—-1)n*+n-1).

Igazoljuk, hogy n > 1 természetes szam esetén n? +n?"" +1 Gsszetett szdm minden
k > 2 természetes szamra.

Megoldas. Ebben az altalanos esetben a kovetkezo atalakitdsokat kell elvégezni:
2k 2k71 2.21671 2k71 2](?71 2k71 2 2]672 2
n° +n +1=n + 2n +1—n :(n +1) —(n ) =

_ (nzkfl 1 n2k72> <n2k71 1 n2k72) _
— <n2k71 ¥y 1) <n2k71 2y 1) )

Hany pozitiv egész osztdja van a 10! szamnak?

Megoldas. Irjuk fel a 10! szdmot primtényez8k szorzataként:
100=10-9-8-7-6-5-4-3-2=

=(2-5)-32-(2%-7-(2-3)-5-22.3.2=2%.3*.5%.7.

Mivel most ay = 8, as =4, ag = 2 és ay = 1 a primtényezds felbontas kitevoi, ezért
a pozitiv osztok szama

7(101) = (aq + 1)(e + D)(as + 1) (g +1) = 9-5-3 -2 = 270.
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2.4. Racionalis szamok halmaza

Az egyiptomi Rhind-papirusz tantsaga szerint Egyiptomban az i.e. 2000 koriili idékben
mar jol kialakult tizes szamrendszer volt, melynek kialakulasat a mezogazdasag és a csil-
lagaszat sziikségletei mozditottak els. A tortszamokat is ismerték és a veliik vald szamolas
igen érdekes médjat alkalmaztak. Minden tortet egységszamlaléju tortek osszegére bon-
tottak. A felbontasra tablazataik voltak. Ezek a felbontasok kivivjak csodédlatunkat,
de a tortekkel ilyen mddon valé szamolds nagyon nehézkes lehetett. Ugyanabban az
idoben Mezopotamidban, ahol a csatornézas és épitkezés bonyolult szamitast kivant,
fejlett helyi értékes hatvanas szamrendszert talalunk, amely még elarulja az el6zo tizes
szamrendszer hasznalatat, hiszen 1-t0l 60-ig a régebbi tizes szamrendszer segitségével irtak
le a szamjegyeket. Ennek emléke a mi éra, perc, masodperc mértékegység-rendszeriink is.
Volt szorzotabldjuk, s a mi tizedes tortjeinkhez hasonlé médon, a hatvanas helyi értékes
szamrendszerbe ill6 "hatvanados” tortekkel szamoltak. Olyan természetesnek vessziik,
hogy a nap 24 6rabdl all, mintha az istenek irtak volna eld, pedig a sumérok talaltak ki
ezt is. Ekirdsos jeleiket belevésték az agyagba, a tablat kemencében kiégették, ezzel olyan
idotalléva tették, hogy akar az idok végezetéig olvashaté marad.

A pitagoreusok a szamot az egységek halmazanak tekintették és mesterségesen szamiizték
a szamok koziil a torteket, bar a gyakorlati emberek ezzel nem torédve nyugodtan szamol-
tak azokkal. A pitagoreusi szamelméletben a tortek helyét a szamok ardanya foglalta el. Az
arany (logosz) fogalma egyiitt alakult ki a hangkdz fogalmaval és ugyanakkor keletkezett
az aranypar fogalma is.

m
Az — alaku torteket Kindaban régdéta ismerték, a velik valéo miiveleteket, amelyeket

szzim%lo’téblén végeztek, nagyon részletesen kidolgoztédk. FErrdl olvashatunk a Matema-
tika kilenc konyvben cimii értekezés II-VIII. konyvében. A tizes szamrendszer Kindban a
tortekre is kiterjedt, korabban jutottak el a tizedes tortekhez, mint barhol a vilagon. Ez
a decimalis mértékrendszer kifejlédésével fliggdtt Ossze, hiszen mar az i.e. II. szazadban
fejlett hosszmértékrendszert hasznaltak.

Matematikailag a tort szamok bevezetését a kovetkezoképpen indokoljuk.

Tetszoleges a, b egész szamok esetén az a-x = b egyenletnek nincs mindig Z-beli megoldésa.
Felmeril az igény, hogy ugy bovitsiik az egész szamok halmazat a permanencia elve sze-
rint, hogy a bovitett halmazban az el6z6 egyenletnek mindig legyen megoldasa, vagyis a
bovitett halmazban barmely két elem osztédsa mindig elvégezheto legyen. Ezért bevezetjitk
a racionalis szadmok halmazat. A

Q:{%\mez,neN}

halmazt a raciondlis szadmok halmazanak nevezziik, ahol az egyenléség definicidja:

m.p
— ==& mqg = np.
n.q

A Q halmazban ismert modon értelmezziik a szamok Osszeadasat és szorzasat:

__I__ _— —
noq nq

m . p_mg+tnp m p _m-p
noq

=3

D 7£€Q
n-q q

A Q halmazban az a - x = b egyenletnek mindig van megolddsa: # = b-a~*, ahol
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a” " = — az a raciondlis szam reciprok értéke, a # 0.
a

A racionalis szamok Q halmazaban a kovetkezo6 tulajdonsagok érvényesek:

Q1. A Q halmazban az ¢sszeadas kommutativ, azaz
T +y =1y + x, minden z, y racionalis szamra.

Q2. A Q halmazban az Osszeadas asszociativ, azaz
(r+y)+2z=x+ (y+ z), minden z, y, z racionélis szamra.

Q3. A Q halmazban a 0 az 6sszeadas semleges eleme, azaz
x4+ 0 =0+ 2 = 2z, minden x raciondlis szamra.

Q4. A Q halmaz minden eleméhez létezik Q-beli inverz elem, azaz minden x racionalis
szdmra létezik —x raciondlis szdm gy, hogy (—z) +x =z + (—z) = 0.

Q5. A Q halmazban a szorzads kommutativ, azaz
x -y =1y -x, minden z, y raciondlis szamra.

Q6. A Q halmazban a szorzas asszociativ, azaz
(x-y)-z=ua-(y-2z), minden z, y, z raciondlis szamra.

Q7. A Q halmazban az 1 € Q a szorzas egységeleme, azaz
r-1=1-2 =2z, minden x raciondlis szamra.

0 4]

Q

. A Q\ {0} halmaz minden eleméhez létezik Q-beli szorzdsra vonatkozo inverz elem,
azaz minden x racionalis szdmra létezik x~! raciondlis szam gy, hogy
rlr=0-27t =1

Q9. A Q-ban érvényes a szorzas Osszeaddsra vonatkozo disztributiv tulajdonsiga, azaz
x-(y+2)=z-y+x-z minden z, y, z raciondlis szamra.

Q10. A < relacié reflexiv, azaz x < x minden z racionalis szamra.

Q11. A < relacio antiszimmetrikus, azaz x < y és y < x esetén r = y igaz, minden =z,
y racionalis szamra.

Q12. A < relaci6 tranzitiv, azaz v < y és y < z esetén r < z igaz, minden x, y, 2
racionalis szamra.

Q13. A < relacié linedris, azaz r < y vagy y < x, minden x, y racionalis szamra.
Q14. Az x < y relaciobdl kovetkezik, hogy © + 2 < y + 2.
Q15. z és y nemnegativ raciondlis szamok esetén x - y is nemnegativ.

A fenti tulajdonsagok teljesiilését tigy is megfogalmazhatjuk, hogy a (Q, +, -, <) struktira
rendezett szamtestet alkot.

Az egész szamokkal valé miveleteket megkonnyiti, hogy felirjuk ¢ket a tizes szamrend-

szerben. A raciondlis szamokat is felirhatjuk tizedes tort alakban:

%:ak~10k+~-~a1~10+a0+bl-10_1+b2~10_2—|—~-~
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Tudjuk, hogy barmely raciondlis szam felirhaté vagy véges tizedes tort vagy végtelen
szakaszos tizedes tort alakban.

2.16. Példa. Példaul,

1 5 211 1642 13136 1 -

—=—=0.5 —=211, —=——=13.136, - =0.3=0.33333333...

2 10 " 100 T 125 1000 T3

Az allitas forditva is igaz. Minden tizedes tort vagy végtelen szakaszos tizedes tort

felirhato két egész szam hanyadosaként.

2.17. Példa. Alakitsuk most 4t a 0.3 végtelen szakaszos tizedes tortet két egész szam
hanyadosavd. Legyen x = 0.3. Ekkor 10z = 3.3, azaz 10z = 3 + x, ahonnan 9z = 3,
- 1
vagyis x = 0.3 = —-.
3
2.7. Definicié. Fgy A C Q szdmhalmaz felilrdl (alulrél) korlatos, ha létezik olyan
K € Q (k € Q) szam, hogy ha a € A, akkor a < K (k < a). FEkkor K-t (k-t) az A
halmaz egy felsé (alsd) korlatjanak nevezziik.

2.8. Definicié. Az A C Q szdmhalmaz legkisebb felsd (legnagyobb alsd) korlatjdt, ha
ilyen létezik, felsé (alsd) hatdrnak vagy szuprémumnak (infimumnak) nevezzik.
Jelolése:

supA=K ¢és infA=k.

Feliilrél korlatos A C Q halmaz esetén mindig létezik olyan szam (a fels6 hatar), amelynél
nagyobb nincs a halmazban, azonban nala kisebb szam mar van a halmazban. Alulrol
korlatos A C Q halmaz esetén mindig létezik olyan szam (az alsé hatér), amelynél kisebb
nincs a halmazban, azonban nala nagyobb szam mar van a halmazban.

Itt hivjuk fel a figyelmet arra, hogy sem az alsé, sem a felsé korlat, sem az alsé, illetve
fels6 hatar nem feltétleniil eleme az A halmaznak.

2.9. Definicié. Egy A C Q szdmhalmaz korldtos, ha alulrél és felilrol is korldtos.

2.18. Példa. Az A = {n € N| n > 5} alulrdl korldtos halmaz, infimuma az 5 nincs
benne az A halmazban, viszont az A halmaz feliilrél nem korlatos. A B = {r € Q| r < 2}
feliilrél korlatos halmaz, szuprémuma a 2 benne van a B halmazban, alulrél pedig ez a
halmaz nem korlatos. A C' = {c¢ € Q| 2 < ¢ < 5} egy korldtos halmaz, infimuma 2,
szuprémuma pedig 5, egyik se nincs benne a C' halmazban.

A raciondlis szamokat szemléltethetjik a szdmegyenesen.

Jeloljiink ki két pontot. Egyiket 0-nak, masikat 1-nek nevezziik. Az altaluk meghatarozott
szakasz hossza legyen 1. fgy a pozitiv és negativ szamokat gy abrazoljuk, hogy 0-tdl
jobbra, illetve balra a megfelel6 szamu egységet felmérjiik. Ha a tort nevezéje n, akkor

osszuk a [0, 1] intervallumot n egyenld részre, egy ilyen rész hossza —, és ezt mérjiik fel
n

megfeleld sokszor az el6jele szerinti iranyban.

Az eddigiekbdl az kovetkezik, hogy a raciondlis szamok stiriin helyezkednek el a szamegye-
nesen, azaz barmilyen kis intervallumon van racionalis szam. A racionalis szamok halmaza
megszamlalhatéan végtelen, hiszen létesithetiink kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést a
természetes szamok halmaza és az egész szamok halmaza, majd az egész szamok halmaza
és a racionalis szamok halmaza kozott.



2.4. Racionalis szamok halmaza 83

FELADATOK.

, 184
1. Irjuk fel az 819 tortet tizedes tortként.

8000
Megoldas.

1849 1849 5% 231125
8000  26.53 53 106

2. frjuk fel a —2.1475 tizedes tortet két egész szam hanyadosaként.

Megoldas.
21475 57859 859

—2.1475 = — — _ &
10 21. 54 400

3. frjuk fel a 0.0216 végtelen szakaszos tizedes torteket két egész szam hanyadosaként.

Megoldas. Legyen x = 0.0216. Ekkor 10000z = 216.0216, vagyis 10000z = 216+,
ahonnan 9999z = 216. Ebbdl

216 24

Y7 9999 T 1111

4. a) frjuk fel a 41.312 végtelen szakaszos tizedes torteket két egész szdm hanyadosaként.

Megoldas. Legyen x = 41.312. Ekkor 10z = 413.12 és 1000z = 41312.12, ahonnan
kivonas utan 990z = 40899 adddik. Ebbdl

40899 13633
990 330

T

b) frj uk fel a 3.12823 végtelen szakaszos tizedes torteket két egész szam héanyadosaként.

Megoldés. Legyen x = 3.12823. Ekkor 1000z = 3128.23 és 100000z = 312823.23,
ahonnan kivonds utan 99000z = 309695 addédik. Ebbdl

309695 61939
99000 19800

Tr =

c) frj uk fel a 62.035 végtelen szakaszos tizedes torteket két egész szam hanyadosaként.

Megoldas. Legyen x = 62.035. Ekkor 10z = 620.35 és 1000z = 62035.35, ahonnan
kivonas utan 990z = 61415 adddik. Ebbdl

61415 12283
YT 7990 T 198

5. frjuk fel a 8.90714285 végtelen szakaszos tizedes torteket két egész szam hanyadosaként.
Megoldas. Legyen x = 8.90714285. Ekkor 100z = 890.714285, valamint

100000000z = 890714285.714285,

ahonnan kivonds utan 999999002 = 890713395 adddik. Ebbol

890713395 19793631
©.09999900 2222220 °
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2.5. Valds szamok halmaza
2.5.1. Irraciondlis szamok halmaza

Pitagorasz és tanitvanyai meg voltak gyézodve arrdl, hogy a teljes vildgegyetem megma-
gyarazhato pozitiv egész szamokkal, illetve ezek aranyaval. Modern kifejezést hasznalva,
abbdl indultak ki, hogy minden hossztsag és teriilet méroszama raciondlis. Ez jelentette
szamukra a matematikai szépséget. Annak felfedezése, hogy e feltételezés tokéletesen
elhibazott, olyan megrazkoédtatast jelentett, amelyet a gorog matematika sohasem tu-
dott teljesen kiheverni. A felfedezést Hippaszosznak, a pitagoreus iskola ifji matemati-
kusanak tulajdonitjdk, aki megmutatta, hogy barmely négyzet atléja osszemérhetetlen az
oldalaval - ezt mai terminolégiaval tgy fejeznénk ki, hogy amennyiben valamely négyzet
oldalanak mérdszama racionalis szam, akkor atloja nem lehet az. Hippaszosz észrevétele
a legendak szerint szornyl indulatokat véltott ki mesterébol. Az irraciondlis viszony
felfedezése ugyanis gy megdobbentette a pitagoreusokat, hogy hosszu ideig titokban
tartottak. Amikor pedig éppen Hippaszosz a titkot nyilvanossagra hozta, kizartdk a
pitagoreusok szovetségébdl. Halalat hajotorés okozta. Egyes népszerti beszamoldk sze-
rint Hippaszoszt tarsai vetették egy hajordl a tengerbe, hogy igy akaddlyozzak meg a
borzalmas hir elterjedését.

Az irraciondlis szam mint két Ossze nem mérheté tavolsag mérdszamanak hanyadosa,
frasban elészor Bradwardine (12907-1316) angol matematikusnal fordult el6. Az irra-
cionalis szadmok modern elméletét viszont csak a XIX. szazadban fejtette ki Dedekind
(1831-1916), tamaszkodva az dkori Eudokszosz (i.e. 408-355) gondolataira. Végiil aztan
az irraciondlis szamok meghatdrozdsat aritmetikai médon is megalkotta Cantor (1845-
1918) és Weierstrass (1815-1897).

Az irracionalis szamokat matematikailag a kovetkez6 moédon vezethetjiik be.

Belathaté, hogy az 22 = 2 egyenlet megolddsai nem irhatdk fel olyan p és ¢ szamok

hanyadosaként, ahol p € Z, ¢ € N. Tegyiik fel, hogy ez megteheto, azaz © = P

q
2

LKO(p,q) = 1. Ekkor p_2 = 2, ahonnan 2p? = ¢*. Ez azt jelenti, hogy 2|q, vagyis ¢ = 2k.
q

Most azt kapjuk, hogy 2p* = 4k?, vagyis p* = 2k?, ahonnan kovetkezik, hogy 2|p. Ez azt
jelenti, hogy a p és ¢ szamok koziil mindketto oszthatd 2-vel, ami nem lehetséges, hiszen
az volt a feltétel, hogy p és ¢ relativ primek. Az a feltételezés tehét, hogy az 2% = 2
egyenlet megolddsai raciondlis szamok, az nem igaz. Mivel 22 — 2 = 0 ekvivalens az
eredeti egyenlettel, ez pedig felirhaté (z — v/2)(z + v/2) = 0 alakban, megkapjuk, hogy a
megoldasok z; = V2 és 9 = —V/2. Az ilyen szamokat irraciondlis szamoknak nevezziik.
Irraciondlis szdmok még: /3, v/5, T, ...

A szamegyenes egy olyan egyenes, amelyen a megjelolt A és B pontokhoz hozzarendeljiik
sorban a 0 és 1 szamokat. Minden raciondlis szamnak és minden irracionalis szamnak
megfelel egy pont a szamegyenesen, és forditva, a szamegyenes minden pontjahoz egyér-
telmtlien hozzarendelhetd vagy egy racionalis vagy egy irracionalis szam.

A racionalis és irracionalis szamok halmazanak egyesitését valds szamok halmazanak
nevezziik, jelolése R. A valds szamok szabatos, pontos matematikai fogalmanak megalko-
tasara csak a XIX. szazad masodik felében keriilt sor. 1872-ben tobb olyan cikk jelent meg,
amelyekben egymastdl fiiggetlentil tobb kiilonbo6zo felépitését adtak meg a valds szamok fo-
galmanak, melyek mindegyike az akkor éppen friss tudomanyag, a halmazelmélet eszkozeit
hasznalta fel, de kapcsolédott a matematika alkalmazédsaihoz, a tapasztalathoz is.
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2.5.2. Valés szamok halmazanak axiomatizalasa

Az R halmazban az Osszeadds és szorzas miveletére, valamint a < relaciéra érvényesek
ugyanazok a tulajdonsagok, mint a Q halmazban. A valdés szamok R halmazaban ér-
telmezettek a + és - (Osszeadds és szorzas) miiveletek, valamint a < bindris reldcié.
Ha mindezeket a tulajdonsagok axiéomakként fogalmazzuk meg, akkor a valds szamok
axiomarendszerét kapjuk meg:

R1. Az R halmazban az dsszeadas kommutativ, azaz
r+y =1y + x, minden z, y valds szamra.

R2. Az R halmazban az 6sszeadas asszociativ, azaz
(x+vy)+z=a+ (y+ 2), minden z, y, z valés szamra.

R3. Az R halmazban a 0 az 6sszeadas semleges eleme, azaz
x4+ 0=0+ 2 =2, minden x valés szamra.

R4. Az R halmaz minden eleméhez 1étezik R-beli inverz elem, azaz minden x valds
szamra létezik —z valds szam gy, hogy (—z) +x =2+ (—x) = 0.

R5. Az R halmazban a szorzas kommutativ, azaz
r -y =1y-x, minden x, y valés szamra.

R6. Az R halmazban a szorzas asszociativ, azaz
(x-y)-z=z-(y-z), minden x, y, z valés szamra.

R7. Az R halmazban az 1 € Q a szorzas egységeleme, azaz
r-1=1-2 =2z, minden x valés szamra.

R

Qo

. Az R\ {0} halmaz minden eleméhez létezik Q-beli szorzdsra vonatkozd inverz elem,
azaz minden x valds szdmra létezik 2! valds szam tgy, hogy
r =zl =1

R9. Az R-ben érvényes a szorzas Osszeadasra vonatkozé disztributiv tulajdonsaga, azaz
x-(y+z)=z-y+x-z minden z, y, z valés szdmra.

R10. A < relacio reflexiv, azaz x < x minden x valds szamra.

R11. A < relacié antiszimmetrikus, azaz x < y és y < x esetén x = y igaz, minden z, y
valés szamra.

R12. A < relaci6 tranzitiv, azaz x <y és y < z esetén x < z igaz, minden x, y, z valds
szamra.

R13. A < relacio linedris, azaz x <y vagy y < x, minden z, y valés szamra.
R14. x <y relaciébdl kovetkezik, hogy © + 2 < y + 2.
R15. x és y nemnegativ valds szamok esetén z - y is nemnegativ.

R16. Az R halmaz minden nem iires, feliilrél korlatos részhalmazanak van szuprémuma
R-ben.
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A fenti tulajdonsagok teljesiilését tgyanigy mint a Q halmazban, megfogalmazhatjuk,
hogy az (R, +, -, <) struktira rendezett szdmtestet alkot. Az R16. axiémét folytonossagi
axiomanak is nevezziik.

2.5.3. Valés szamokkal kapcsolatos fogalmak

A kovetkezékben olyan fogalmakat ismertetiink, melyek a valés szamokkal kapcsolatosak.
Elsoként a valds szamok abszolit értékének fogalmaval foglalkozunk.

2.10. Definicié. Az a valds szam |a| szimbolummal jeldlt abszolit értékének nevezzik a
kovetkezoképpen értelmezett nemnegativ valos szamot:

a, a>0;
la] =<¢ 0, a=0;
—a, a<0.

Az abszolutérték megadott definiciéja alapjan konnyen igazolhaték a kovetkezo Osszefiig-
gések tetszolegesen valasztott a és b valds szamokra:

la| 20, |a|=0%a=0, |—a|l=la, |—al<a<]af
la] <ee —e<a<e |a<es —e<a<e,
la+0] < la| + 0], [a—0b| = [la] =],
a| _ |al
.b: -b’ ‘—’:—’ b O-
ot =lal- b, 5] =5 07

A valds szamok és a szamegyenes pontjai kozott fennallé kolesonosen egyértelmii kapcesolat
lehetévé teszi szamunkra, hogy az alabbiakban valés szamokrél gy beszéljiink mint a
szamegyenes pontjairol, és megforditva a szdmegyenes pontjairél mint valds szamokrol.

2.11. Definicio. Legyen x > 0 ésn € N. Az olyan egyértelmiien meghatdrozott pozitiv
y szamot, amelyre y" = x, az x szam n-edik gyokének nevezzik. Jeldlés: y = /x.

2.12. Definicié. A szdmegyenes két pontjanak, a-nak és b-nek d(a,b)-vel jelélt tavolsagan
a d(a,b) = |a —b| szamot értjiik.

A valés szamoknak az analizisben gyakran hasznalt, a szamegyenesen jol szemléltetheto
részhalmazai az intervallumok.

2.13. Definicid. Intervallumnak a kovetkezo feltételek valamelyikét kielégitd x valos szd-
mok halmazdt nevezziik: a < x <b,a<x <b,a<xz<b, a<zx<b. Nevezetesen:

(a,b) ={z|lzr € R, a <z <b}, [a,b]={z|lr eR, a <z <b},
la,0) ={z]zr € R, a <z <b}, (a,b={z|zeR, a <z <b},
Az a €és b pontokat végpontoknak, az intervallum tébbi pontjdt belsé pontnak nevezzik.

A szamegyenest barmely c valds szam két félegyenesre osztja. Az egyik félegyenest a c-nél
nagyobb, a masik félegyenest a c-nél kisebb valds szamok alkotjak, valamint a ¢ valds szam.
Attol fiiggden, hogy a ¢ pontot is a félegyeneshez szamitjuk, avagy nem, a valés szamok
négy részhalmazat kapjuk. Ezeket a halmazokat nevezzik végtelen intervallumoknak.
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2.14. Definicio. Végtelen intervallumnak az x > ¢, v < ¢, x > ¢, v < c feltételek
valamelyikét kieléqgito x valos szamok halmazdt nevezzik. Részletesebben:

(c,00) ={zlz € R, >c¢}, (—o00,¢c)={zlz €R, z<c},
[c,00) ={zlr e R, x> ¢}, (—o00,¢] ={z]zr e R, = <c}.

2.15. Definicié. Legyen x tetszdleges valds, € pedig teszoleges pozitiv valos szam. Ekkor
az xoy pont € sugari kornyezetén azon x pontok halmazadt értjik, amelyeknek xy-tol valo
tavolsdga kisebb e-ndl, azaz

{z € Rld(z, x¢) < €}.

Mivel d(z,z¢) = |x — zo| < €, igy xo pont € sugari kdrnyezete az Osszes olyan x valds
szam halmaza, amelyre
Tog—e<x<xo+E,

azaz az (o — €, xo + €) intervallum.

Elofordul, hogy valamely vizsgalatnal lényegtelen a kornyezet sugaranak nagysaga, csupan
a kornyezet létezésének van jelentosége. Ilyenkor egyszertien xy kornyezetérol beszéliink,
a sugar emlitése nélkiil.

Fiiggvénytani vizsgalatoknal nagy szerepet jatszanak az ugynevezett féloldali kornyezetek
is, amelyek értelemszertien félig nyilt intervallumok. fgy o bal oldali kornyezetén egy
(xo — €, x0] alaki, jobb oldali kérnyezetén egy [xo, xo + €) alaki intervallumot értiink.
Most pedig felsoroljuk a folytonossagi axioma néhany kévetkezményét.

2.13. Tétel. Az R halmaz minden nem tres, alulrél korldtos részhalmazdanak van infi-
muma R-ben.

2.14. Tétel. Tetszoleges a és b valos szamokra taldlhato olyan n természetes szdm, hogy
(n—1)a <b < na.

2.15. Tétel. Tetszdleges a pozitiv szam és tetszoleges b valos szdm esetén taldlhato olyan
n természetes szam, hogy (n — 1)a < b < na.

2.16. Tétel. Tetszileges b valos szamra egyértelmiien taldlhato olyan k egész szdm, hogy
E<b<k+1.

2.16. Definicid. A tetszdleges b valos szamra a fenti tételben eqyértelmiien eldallitott k
egész szamot a b szdm egész részének nevezzik. Jeldlése: [b].

A valés szdmok fogalmanak pontos kialakitdsahoz a halmazelméletre és a végtelen hal-
maz fogalmara is sziikség van. Alapvetd szerepe van itt olyan fogalmaknak, amelyeket a
hatérérték fogalmaval lehet meghatarozni. A Cantor-axiéma, vagy a monoton, korlatos
sorozat konvergencidjara vonatkozo tulajdonsdg, amely a valés szamok halmazanak tel-
jességét fejezi ki - szemben a racionalis szamok halmazédval, ahol ezek a tulajdonsagok
nem igazak -, mar igen magas foka a matematikai absztrakcionak, és ugyancsak tavol all
a kozvetlen tapasztalattol, szemlélettol. Ez a magasfokt absztrakcié azonban a matem-
atikai analizis fogalomalkotasainak olyan kiindulopontjava valt, amelybol azutan éppen
az alkalmazasok szamara fontos tudoméanyagak fejlodtek ki.
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FELADATOK.

1.

. Bizonyitsuk be, hogy r =

. Bizonyitsuk be, hogy r =

Bizonyitsuk be, hogy v/2 4+ v/3 irracionélis szam.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az &llitds nem igaz, tehdt v2 4+ v/3 = ¢ € Q. Ekkor
V3 = ¢—/2, majd négyzetre emeléssel 3 = ¢>—2¢\/2+2, azaz 2¢v/2 = ¢*>—1, illetve
2

-1
V2 = qT Ez azt jelenti, hogy v/2 két raciondlis szam hanyadosa, ami nem igaz.
q

Mivel ellentmondasra jutottunk, ezért az az allitds, hogy v/2 4+ v/3 raciondlis szam,
nem igaz, és ezzel az eredeti allitas bizonyitast nyert.

racionalis szam.

1 1 1
V2+V1 V342 V100 + /99
Megoldas. Gyoktelenitsiik a nevezoket. Ekkor a nevezékben mindenhol 1-et ka-
punk és

r=v2—-V1+vV3-vV2+--4+v/100—v99=v100—V1=10—-1=09,

amit bizonyitani akartunk.

. Bizonyitsuk be, hogy r = \/3 + 22 + \/6 — 4/2 raciondlis szam.

Megoldas. Alakitsuk at a gyok alatti kifejezéseket:
r= \/3+2¢§+ \/6—4\/52 \/1+2\/§+(\/§)2+\/4—4\/§+(\/§)2 =
::¢u+v®1+¢@—wﬁﬁzl+v§+2—¢§:3

V3 + V2
V3 -2

— 2v/6 raciondlis szam.

Megoldas.

CVBEV2 o VBV VBRV2 o
TG I e R Y POV B
=3+2V3V2+2-2V6=5+2V6 —2v6 =5.

. Igazoljuk, hogy \/13 + 30\/2 +1/9 + 4v/2 irracionélis szam.

Megoldas. 9+4v/2 = (1+2v/2)? miatt v/9 + 4v/2 = 1+2+/2. Hasonléan belathato,

hogy
\/2+\/9+4\/§:\/2+1+2\/§=\/(1+\/§)2:1+\/§.

Behelyettesitve ezt a szamot az eredeti szamkifejezésbe kapjuk, hogy

\/13+30\/2+\/9+4\/§:\/13+30(1+\/§):
:N@5+3m@+ﬂ8=\N5+3¢®2:5+3¢2

vagyis a szam valoban irracionalis.
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2.6. Szamelméleti alapfogalmak
2.6.1. A kongruencia fogalma

A kongruenciarelacio bevezetése igen nagy segitséget jelent a szamelméletben. Felhaszna-
lasukkal sok tétel, definicié, bizonyitas lényegesen egyszeriibben fogalmazhaté meg.

2.17. Definicié. Legyen m 1-tél nagyobb természetes szam. Az a és b egész szamok
kongruensek modulo m, ha m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak. Jelolése:

a =b (mod m).

Ha a fenti kongruencia nem teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a inkongruens b-vel modulo
m.

Konnyen igazolhatd, hogy a kongruenciarelacié rendelkezik az alabbi alaptulajdonsagokkal:
1° a = b (mod m) akkor és csakis akkor, ha a = mt + b valamilyen ¢ egész szamra.
2° a = b (mod m) akkor és csakis akkor, ha a — b oszthaté m-mel.
3° Az egész szamok halmazaban a kongruenciareldcié ekvivalenciarelaci.

2.17. Tétel. 1° Haa=0b (mod m) és c=d (mod m), akkor

ar + cy = bxr + dy (mod m) minden x, y egész szamra.

2° Ha a =b (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor ac = bd (mod m).

3° Haa=b (mod m) ésm = ad, d> 1, akkor a = b (mod d).

4° Legyen P(x) x ismeretlenes egész egyiitthatds polinom; ha a = b (mod m), akkor
P(a) = P(b) (mod m).

Bizonyitas. Illusztracidként belatjuk a 2° tulajdonsidgot. Az a = b (mod m) allitasbdl
kovetkezik, hogy a = b + km, valamilyen k € Z szamra, a ¢ = d (mod m) &llitasbol
pedig az, hogy ¢ = d + ¢m valamilyen ¢ € Z szamra. Szorzassal kapjuk meg, hogy
ac = bd + (kd 4 b+ kfm)m, ami pontosan az ac = bd (mod m) &llitast jelenti. ¢

2.18. Tétel. 1° Ha LKO(a,m) =1 és ax = ay (mod m), akkor x =y (mod m).

LKO(a,m)
3°z =y (mod a) és x =y (mod b) akkor és csakis akkor, ha v =y (mod LKT(a,b)).

2° ax = ay (mod m) akkor és csakis akkor, ha x =y (mod L)

Bizonyitds. 1° Ha ax = ay (mod m), akkor a(x —y) = km. Mivel (a,m) = 1, a 2.3. Tétel
alapjén = — y = am, vagyis x =y (mod m).

2° az 1° altalanositasa és hasonléképpen bizonyithaté.

3°Ha z =y (mod a) és x = y (mod b), akkor z —y = aa és x —y = b, vagyis x —y az a
és b szamok kozos tobbszordse és ennek alapjan x —y = yLKT (a,b). Ebbol kovetkezik:
x =y (mod LKT(a,b)). A forditott irany az eléz6 tétel 3°-as pontjabol adédik. <
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2.6.2. Maradékosztalyok

Rogzitsiink egy m természetes szamot, és csoportositsuk az egész szamok Osszességét ugy,
hogy az ugyanabba a csoportba sorolt egész szamok egymassal paronként kongruensek
legyenek modulo m (més széval: csoportositsuk az egész szamokat aszerint, hogy m-mel
osztva mennyi maradékot adnak). Az igy keletkezé csoportokat maradékosztalyoknak
- pontosabban modulo m maradékosztalyoknak - nevezziik. Valamely maradékosztalyt
ugy jellemezhetiink, hogy megadjuk egy r elemét. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a szoban
forgd maradékosztalyt r altal reprezentaljuk, és r-et e maradékosztaly reprezentansanak
nevezziik.

Ha bizonyos aq, as, ..., a; egész szamok olyan tulajdonsagiak, hogy paronként kiilonb6zo
maradékosztalyokat reprezentdlnak, masrészt minden modulo m maradékosztalyt repre-
zentdl e szamok valamelyike, akkor az ai, as, ..., ap szamokrol azt mondjuk, hogy azok
teljes maradékrendszert alkotnak modulo m. Egy teljes maradékrendszer elemeinek szama
nyilvan azonos a modulo m maradékosztalyok szamaval. Masrészt konnyen ellenérizheto,
hogy az 1, 2, ..., m szamok teljes maradékrendszert alkotnak modulo m; igy a modulo
m maradékosztalyok szama m. Megallapithatjuk a kovetkezoket: Bizonyos egész szamok
akkor és csak akkor alkotnak teljes maradékrendszert modulo m, ha paronként inkongru-
ensek modulo m és szamuk m.

Két modulo m maradékrendszerrel kiilonosen gyakran talalkozunk: az egyik a 0, 1, 2, ...,
m — 1 szamok, vagyis a legkisebb nemnegativ maradékok, a masik az

m m m
[5] —m, [5] —m42, ., =1, 0, 1, .., [ﬂ
szamok, vagyis az abszolut legkisebb maradékok altal alkotott teljes maradékrendszer.

Ha egy modulo m maradékosztaly valamelyik eleme relativ prim m-hez, akkor a mara-
dékosztaly valamennyi eleme relativ prim m-hez. Ha egy maradékosztdly elemei relativ
primek a modulushoz, akkor a maradékosztalyt redukdlt maradékosztilynak nevezziik.

A modulo m redukélt maradékosztalyok szamat p(m)-mel szokds jelolni, és (1) értéke
legyen definicié szerint 1. Az igy definidlt ¢(n) szdmelméleti fiiggvényt Euler-féle ¢
fugguénynek nevezzitk. Konnyen belathato, hogy a ¢ fiiggvénynek ez a definicigja ekvi-
valens az alabbival:

2.18. Definicié. Legyen n tetszdleges természetes szam. Az n-hez relativ prim, n-nél
nem nagyobb pozitiv egész szamok szdmdat p(n)-nel jeloljiik.

A kovetkezo tablazatban megadjuk a ¢ fliggvény elsé néhany értékét:

n |2[3[4 7 10 [ 11 ] 12
o) | 1|2]24([2[6[4|6]| 4[10] 4

ot
D
oo
Ne

A o fiiggvény kiszamitasara (bizonyitas nélkiil) megadjuk a kovetkezd képletet:
ha n = p{'p3? - - - p% az n természetes szam kanonikus alakja, akkor

aw=n1-5) (=5) - (-5)
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2.19. Tétel. Ha LKO(a,m) =1 és {aq, aq,...,ax} eqy tetszbleges teljes maradékosztdly
modulo m, akkor {aay, aag, ...,acy} szintén teljes maradékosztaly modulo m.

Bizonyitds. Ugyanannyi ac; szam van, amennyi o;. Azt kell belatni, hogy az aq; és aq;
szamok 7 # j esetén kiillonbozo teljes maradékosztalyokba tartoznak. Ha igaz lenne, hogy
ac; = aa; (mod m), akkor LKO(a,m) = 1 miatt a 2.18. Tételbdl azt kapjuk, hogy
a; = o; (mod m), ami lehetetlen. Redukélt maradékosztaly esetén, ha LKO(a;, m) =1,
i=1,2,....k,akkor LKO(ac;,m) =1,i=1,2,.... k, is teljesiil, tehdt az ac;, i = 1,2, ..., k,
szamok halmaza szintén redukalt maradékosztalyt alkot modulo m. ¢

2.20. Tétel (Euler-tétel). Ha (a,m) = 1, akkor

a?™ =1 (mod m).

Bizonyitds. Legyen {aq, g, ..., ) } redukalt maradékosztaly modulo m. Ekkor az el6z6
tétel alapjan {ao, aqs, ..., ay(m) } is redukalt maradékosztaly modulo m. Ennek alapjan
minden «; szamhoz van olyan a; szam, hogy ac; = a; (mod m). Ha Osszeszorozzuk az
ilyen alaki kongruencidkat (pontosan p(m) van beléliik), adodik:

a? ™oy - - Qp(m) = Q10+ * Qp(m) (Mod m).
Mivel (a;,m) = 1,1 =1,2,...,0(m), a 2.18. Tétel alapjan el lehet végezni az egyszertisitést,
ezért a?™ =1 (mod m). ©
2.21. Tétel (Kis Fermat-tétel). Ha p primszam és p nem osztdja a-nak, akkor
a?~' =1 (mod p).

Bizonyitds. Mivel (a,p) = 1, ha p nem osztdja a-nak és p(p) = p—1 minden p primszamra,
ezért az Euler-tétel specidlis esetét kaptuk. ©

2.6.3. Szamok adott modulo szerinti rendje

2.19. Definicié. Legyen m tetszdleges primszdm, a pedig p-hez relativ prim egész szdm.
A legkisebb olyan t természetes szdmot, amelyre

a' =1 (mod m)
teljesil, az a szdm rendjének nevezzik modulo m.

A 3-as szdm rendje modulo 11 pontosan 5, mert 3!,3% 33 3% £ 1 (mod 11), viszont
3% =1 (mod 11).

2.22. Tétel. Hat az a szdm rendje modulo m és a® =1 (mod m), akkor t|s. Specidlis
esetben, tlp(m).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a tétel allitasa nem igaz, vagyis s = tg+r, 0 < r < t. Ekkor
a® = (a")%a", vagyis a” = 1 (mod m), ami ellentmond annak, hogy ¢ az a szdm rendje
modulo m. <
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2.3. Kovetkezmény. Ha t az a szdm rendje modulo m, akkor
a® = a’ (mod m) akkor és csakis akkor, ha x =y (mod t).

Bizonyitds. Legyen példaul x > y. Ha a” = a¥ (mod m), akkor (a, m) = 1 miatt érvényes,
hogy a* ¥ = 1 (mod m), és az el6z6 tétel alapjan t|z — y. Forditva, ha x = y (mod t),
akkor z =y +ta a >0 és a* = a¥" = a¥(a')* = ¥ (mod t). ©

2.23. Tétel (Wilson-tétel). Ha p primszam, akkor érvényes, hogy
(p—1)!'=—1 (mod p).

Bizonyitds. p = 2 esetén az allitds nyilvanvalé. Ha p ketténél nagyobb primszam, akkor
a
p—1)N1=1-2-3-...-(p—1)

szorzatban paros szamu tényezd van. Vegylik észre, hogy 1 = 1 (mod p) és p — 1 =
—1 (mod p). A t6bbi tényezére érvényes az alabbi &llitas:
Minden k, 2 < k < p — 2, szdmra talalhaté pontosan egy olyan ¢, 2 < { < p — 2 egész
szam, hogy

k¢ =1 (mod p)

és { # k. Valoban, tekintsiik a
k, 2k, 3k, .. (p—1k, pk

szamokat, amelyek teljes maradékosztélyt alkotnak modulo p, tehat 0, 1, 2, ..., p — 1
maradékokat adnak modulo p. Azonban, k = k # 1 (mod p), (p — 1)k = p —k #
1 (mod p) és pk = 0 (mod p), tehat a k¢, £ = 2,3,....p — 2 szdmok koziil csak egy
kongruens 1-gyel modulo p. Hogy ¢ = k nem lehet, azt a kovetkezé mddon latjuk be: a
k* = (mod p) kongruencia ekvivalens (k — 1)(k + 1) = 0 (mod p) kongruencidval, ami
szerint k = 1 (mod p) vagy k = —1 (mod p), de mind a kettét kizdrja a 2 < k < p — 2
feltétel. A tétel allitdsa a bizonyitott eredmény kozvetlen kévetkezménye. ©

FELADATOK
1. Hatdrozzuk meg a 23° szdm 13-mal valé osztdsakor keletkezett maradékot.
Megoldas.
2! = 2(mod13), 2° =6(mod13), 2= 5(modl3),
2?2 = 4(mod13), 25 =12(mod13), 2' = 10(mod13),
23 = 8(mod13), 27 =11(modl13), 2! = 7(mod13),
1= 3(modl13), 28 =9(modl13), 2!?=1(modl3),

2% = (2!2) = 1(mod13), 2% =22 .25,
Ebbdl azt kapjuk, hogy

20 =1.12(mod13), azaz 2% = 12(modl13),

ami szerint a 230 szdm 13-mal val6 osztasakor keletkezett maradék 12.
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. Hatarozzuk meg a 31

. Hatdrozzuk meg a 3'° szdm 13-mal valé osztdsakor keletkezett maradékot.

Megoldas. Mivel
3' = 3(mod13), 3% =9(mod13), 3° = 1(modl3),
ezért 100 = 3 - 33 + 1 miatt
3190 = (3%)* .3 = 1% . 3(mod13) = 3(mod13).

A 3'90 gz4m 13-mal valé osztdsakor keletkezett maradék 3.

. Mennyi a 229! szdm 3-mal val6 osztdsanak maradéka?

Megoldas. Mivel
2! = 2(mod3), 2% = 1(mod3).

Mivel 2011 = 2 - 1005 + 1, ezért
2201l — (22)1%%% . 9l = 11095 . 9(116d3) = 2(mod3),

ezért a 22011 gz4m 3-mal valé osztdsanak maradéka 2.

7259

Megoldas. Mivel

317" = 2(mod15), 317% = 4(mod15), 317° = 8(mod15), 317" = 1(modl5),

ezért 259 = 4 - 64 + 3 miatt

317259 (3174)64 -317% = 1% . 8(mod15) = 8(mod15),

ami azt jelenti, hogy a 317%* szdm 15-tel valé osztdsakor keletkezett maradék 8.

. Oszthaté-e a 2°% + 45 szdm 3-mal?

szam 15-tel vald osztasakor keletkezett maradékot.

Megoldas. Mivel 27 = (22)26 2" = 1?°.2(mod3) = 2(mod3) és hasonléan kapjuk,

hogy 4°* = (22)54 = 1%*(mod3) = 1(mod3), ezért
2% + 4 = (2 4+ 1)(mod3) = 0(mod3),

vagyis az adott szam oszthatd 3-mal.

. Hatdrozzuk meg 101'%° szdm 7-tel valé osztdsdnak maradékat.

Megoldas.

101* = 3(mod7), 1013 = 6(mod7), 101° = 5(mod7),
101%2 = 2(mod7), 101* = 4(mod7), 101° = 1(mod7).

Mivel 100 = 6 - 16 + 4, ezért 101'% = (101%)"° . 101* = 1'° - 4(mod7) = 4(mod7).

Eszerint a 101'9° szam 7-tel valé osztasanak maradéka 4.
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10.

. Hatarozzuk meg a tizes szdmrendszerben felirt

. Hatdrozzuk meg a tizes szdmrendszerben felirt 2!%° szdm utolsé két szamjegyét.

Megoldas.
2° = 32(mod100), 2% = 76(mod100), 2°° = 24(mod100),
210 = 24(mod100), 23° = 24(mod100), 2'% = 76(mod100),

2100

vagyis a szam utolsd két szamjegye 76.

3109 szam utolsé szdmjegyét.

Megoldas.
3' = 3(mod10), 3*=9(modl10), 3°=7(mod10), 3*= 1(mod10).

3100 = (31190 = 11%9(1m0d10) = 1(mod10),

ami azt jelenti, hogy a 3**° szdm utols6 szamjegye 1.

. Igazoljuk, hogy 2222°°% + 5555%#22 sz4m oszthat6 7-tel.

Megoldas. Mivel 2222' = 3(mod7), 3° = 1(mod7) és 5555 = 5(mod6), ezért

925

22227 = 3% (mod7) = (3°)™ - 3°(mod7) = 3°(mod7) = 5(mod7),

tehdt a 2222°%% 7-tel val6 osztdsdnak maradéka 5.
Tovabb4, mivel 5555' = 4(mod7), 4*> = 1(mod7) és 2222 = 2(mod3), ezért

740

55557% = 4%°*(mod7) = (4%)" - 4*(mod7) = 4%(mod7) = 2(mod7),

tehat a 55552222 7-tel valé osztdsdnak maradéka 2.
Ez azt jelenti, hogy a 2222°%°° + 5555222 szam 7-tel valé osztasdnak maradéka 5+ 2,
tehat oszthato 7-tel.

Igazoljuk, hogy 11 - 31[20" — 1.
Megoldas. Vizsgaljuk elészor a 11-gyel valo osztast.

2° = —1(mod11), 10 = —1(modl1), 10° = —1(mod11),

20° = 1(mod11), 20" = 1(mod11).
Ebbdl kovetkezik, hogy 20'° 11-gyel val6 osztdsdnak maradéka 1, tehat 11[20'° — 1.

Vizsgaljuk meg most a 31-gyel valé osztast is.
20 = —11(mod31), 20* = 121(mod31) = —3(mod31),

20° = 2(mod31), 20" = 2° = 1(mod31).
Eszerint 20'° 31-gyel val osztdsdnak maradéka 1, tehat 31|20 — 1.

Mivel 20' —1 11-gyel is és 31-gyel is oszthatd, ezért oszthaté a két szdm szorzatdval,
azaz 11 - 31-gyel is.
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2.6.4. Oszthatdésagi szabalyok

2.24. Tétel. Az a = @pa,_1...01a9 = zn:a,- - 10° szdm m természetes szdmmal vald
oszthatosdganak szikséges és elégséges felt(i;gle, hogy m oszthato legyen az

ap’p + ap_1Tp—1+ -+ a1r1 + agpro
osszeqggel, ahol az r;-k tetszoleges olyan egész szamok, amelyekre 1gaz, hogy

10°=7; (mod m), i=0,1,...,n.

n n
Bizonyitds. Az allitds nyilvanval, hiszen a = » _a; - 10'= > " a;r; (mod m). ©
=0 =0

2.4. Kovetkezmény. Valamelyt € N esetén az a = Gpa,_1 ... 0109 = Z?:o a; - 10" szdam
28 (5') szdmmal vald oszthatdsdgdanak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy @;_1 - .- aiag
oszthatd legyen a 2t (5') szdmmal.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjén r; = 10", i=0,1,....,¢6—=1 és r; =0, j>t ©

Ez azt jelenti, hogy adott a = a,a,_1...azaza1ap szam esetén a oszthatd 2-vel, ha ag
oszthaté 2-vel, a oszthato 4-gyel, ha ayay oszthatd 4-gyel, a oszthatd 8-cal, ha asaiag
oszthato 8-cal, a oszthatd 16-tal, ha azasayay oszthatd 16-tal, és igy tovabb. Ugyanakkor
a oszthatd 5-tel, ha ag oszthaté 5-tel, a oszthato 25-tel, ha ayag oszthatd 25-tel, a oszthato
125-tel, ha azajay oszthatd 125-tel, és igy tovabb.

2.19. Példa. 9876543808 oszthato 2-vel, 9876543012 oszthatd 4-gyel, 987654321888
oszthato 8-cal, 9876543211616 oszthato 16-tal, 9876543215 oszthatd 5-tel, 98765432175
oszthato 25-tel, 98765432375 oszthatod 125-tel.

Legyen adott ismét az a = @,a,_1 ... azazaag szam. Mivel 10 = 2 - 5, ezért a oszthato
10-zel, ha aqy oszthatd 2-vel és 5-tel is. Ez akkor all fenn, ha ag = 0, vagyis az utosé
szamjegy 0. Mivel 100 = 22-52, ezért a oszthaté 100-zal, ha @yag oszthaté 4-gyel és 25-tel
is, ez pedig akkor érvényes, ha ag = 0 és a; = 0, vagyis az utolsdé két szamjegy nulla.
Tovabb folytatva ezt a gondolatmenetet megkapjuk, hogy egy szam oszthaté 1000-rel, ha
az utolsé harom szamjegye 0, egy szam oszthatd 10000-rel, ha az utolsé négy szamjegye
0, és igy tovabb.

2.20. Példa. 98765438070 oszthatd 10-zel, 98765430700 oszthato 100-zal, 987654321000
oszthato 1000-rel, 9876543210000 oszthatd 10000-rel.

2.5. Kovetkezmény. Legyen t olyan szdm, hogy 10° = 1 (mod m). Az a szdm oszt-
hato m-mel akkor és csakis akkor, ha m-mel oszthatéak azok az dsszegek, amelyeket az a
szamjegyeinek jobbrol balra torténd t elemi csoportositdasaval kapunk.

Bizonyitds. Legyen r; = 10", @ = 0,1,...,t — 1 és ryyy; = 10", ¢ € N esetén, mivel
10%%" = 10" (mod m). ¢
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Specidlis esetben, a 3-mal, 9-cel és 11-gyel valé oszthatdosagra a kovetkezo szabélyokat
kapjuk:

Bla < 3|) a; (t=1),
=0

Oa <= 9> a (t=1),
=0

Ula <= 11> (10a51 +az) (t=2).
=0

Az utolsé esetben, ha sziikséges formélisan a szdm elé irunk egy nullat. Példaul, 11]18986,
mert 11/176 = 1 + 89 + 86.

2.6. Kovetkezmény. Legyen t olyan szdm, hogy 10° = —1 (mod m). Az a szdm m-
mel valo oszthatosagdnak sziikséges és elégséges feltételét ugyanigy kapjuk, mint az elézd
esetben, csak az 0sszeqg minden tagjat valtakozo eldjellel irjuk fel.

Bizonyitds. Legyen r; = 10°, r,; = —10%, majd ismét ro,; = 107, valamint 4ltaldnosan
P = (—1)2-10%, i =0,1,....t — 1, g€ N. ©

Specidlis esetben, a 11-gyel valé oszthatésag felirhatd, mint:

Hla <111 (-1)'a; (t=1).
=0

Példaul, 11|18986, mert 6 — 8 +9 —8 + 1 = 0.
A t = 2 esetben a 101-gyel valé oszthatosag feltételét kapjuk. Hogy konnyebben megje-
gyezzik, képzeljik el az a szamot 100-as szamrendszerben felirva. Példaul:

278388724 = 24 - 100° + 87 - 100! + 38 - 100? 4 78 - 100% + 2 - 100*,

vagy éltaldnosan a = Y " b; - 100°. Ekkor az oszthatdsdgi szabély megfogalmazdsa a
kovetkezo:

101]a <= 101] > (=1)'b;.

i=0
Az adott példaban: 101]278388724, mert 24 — 87 4+ 38 — 78 + 2 = —101.
Figyelembe véve, hogy 10 = —1 (mod 7), egy a szam 7-tel val6 oszthatésaganak sziikséges

és elégséges feltétele, hogy

7 zn:(—l)ic,-, ahol a = zn:ci -1000".
i=0

1=0

Példaul, 7373266894, mert 373 — 266 + 894 = 1001 = 0 (mod 7).
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2.6.5. Diofantoszi (diofantikus) egyenletek

A legrégibb gorog matematikai tartalmi frasos emlékek i.e. VI-V sziazadbdl szarmaznak.
Mivel ez a matematika erdsen geometriai jellegli volt, az algebrai problémék is geometriai
alakban jelennek meg a megoldédsokkal egyiitt. Diophantosz (kb. i. sz. 250) volt az els6
gorog matematikus, aki az algebrat tovabbfejlesztette. O vezette be elészor az algeb-
rai jeleket. Ezek ugyan még foleg szavak roviditései, mégis elinditottak a bonyolultabb
algebrai problémak megoldasi moddszereinek kifejlesztését. Sokféle elsé és masodfoku
hatarozott és hatarozatlan egyenletet oldott meg, és ezzel elosegitette az egyenletmegoldas
elméletének kibontakozdsat. Az egyenleteknek csupan a pozitiv racionalis megoldasait
fogadta el. Felfedezte az egyenletrendezés alapvetd torvényeit. Oldott meg egyenletet
szorzattd alakitassal. Meghatarozta a gyokeit masodfoku egyenleteknek is. Az ” Arith-
metika” cimi, 13 kotetes miive sejthetdleg egy el6z6, altalunk nem ismert gorog algebrai
korszak eredményeinek is az Osszefoglalasa. Jelolésrendszere fontos 1épést jelent a tiszta
szimbolikus algebra felé.

A diofantoszi egyenleteket a kovetkezdképpen definialjuk.

2.20. Definicid. Diofantoszi eqyenleten olyan egész egyutthatos tobbismeretlenes algebrai
egyenletet értiunk, amelyben az ismeretlenek racionalis egész kifejezése szerepel és amelynek
egész (bizonyos esetekben pozitiv egész vagy raciondlis) megolddsait keressiik.

1. Az ax + by = ¢ alaki egyenlet.

Nyilvanvalo, hogy minden egész egyutthatos linearis kétismeretlenes egyenlet ax + by = ¢
alaki egyenletre vezetheto vissza.

1° Lattuk az el6z6ekben, hogy ¢ = LK O(a,b) esetben az egyenletnek van megoldésa az
egész szamok halmazaban, s egy x, y megoldaspart euklideszi algoritmus segitségével
kaphatunk meg.

2° Ha a ¢ szdm nem osztdja a d = LKO(a,b) szamnak, akkor az egyenletnek nincs
megoldédsa az egész szamok halmazaban, mert a baloldal biztosan oszthaté d-vel, a
jobboldal pedig nem.

3° Amennyiben ¢ oszthaté d-vel, az ax + by = c egyenlet egy nyilvanvalé megoldasa
T = =, Yy = 55, ahol az («, f) széampér az ax + by = d egyenlet megoldésa.
Ebben az esetben az egyenletnek végtelen sok megolddsa van. Legyen az (u,v)

szampar az ax + by = c egyenlet egy tetszoleges megoldéasa, azaz au+ bv = c. Ebbdl
adodik, hogy au + bv = ax; + by;, ahonnan

)+ oo ) = 0.
a b
d’d
g—vel, amibél adédik, hogy

b
Mivel ( ) = 1, kovetkezik, hogy u — x; oszthatd g—vel, v — y1 pedig oszthato

=z + =t =y +-=t, te
U= v ) .

Konnyt ellenérizni, hogy az (u, v) szdmpér tetszéleges t € Z esetén kielégiti az adott
egyenletet.
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Az elobbi gondolatmenet alapjan kimondhaté az aldbbi tétel.

2.25. Tétel. Az ax + by = ¢ diofantoszi eqyenletnek akkor és csak akkor van megolddsa,
ha d|c, ahol d = LKO(a,b). Ebben az esetben az dltalanos megoldas alakja

c b c a

ahol az ace + b5 = d egyenlet (v, B) megolddsa euklideszi algoritmussal hatdrozhato meg.

2.21. Példa. Tekintsitk most a 27x + 59y = 20 egyenlet és hatarozzuk meg az elébbi
modszerrel az egész megoldasait. Mivel d = LKO(27,59) = 1 és 59 = 2:27+45, 27 = 5-5+2,
5=2-241és2=2-1+ 0, visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy

1=5-2-2=5-2(27-5-5)=11-5-2-27=11(59—-2-27) —2-27 = 11-59 — 24 - 27,

ahonnan kiolvashatjuk a 27« + 595 = 1 egyenlet megoldasat, vagyis a = —24 és 5 = 11.
Ekkor z, = ga = —480 és y; = gﬂ = 220 az egyenlet megoldasai,

x:x1+§t:—480+59t, y:yl—gt:220—27t, teZ

pedig az altalanos megoldas. Vegytik észre, hogy t végtelen sok értéket felvehet és igy
végtelen sok megolddsa van az egyenletnek. Példaul, t = 8 esetén zo = —8 és y, = 4.

2. Az 2 +y? = 2? egyenlet.

Keressiik azokat az x, y, z egész szamokat, amelyek kielégitik az 22 + y? = 22 egyenletet.
Ennek az egyenletnek a megoldasait Pitagoraszi szamhdrmasoknak nevezziik, mert ha
ezek a szamok egy haromszog oldalhosszusdgait jelolik, akkor a Pitagorasz-tétel szerint
azt kapjuk, hogy derékszogii haromszogrol van szo.

Feltessziik, hogy az x, y, z szamoknak nincs kozos osztéja. Ellenkezd esetben ugyan-
is az egyenletet egyszeriisithetjiik a-tel, ahol a az x, y, z szdmok kozos osztéja. Az
ilyen (z;y;z) megolddst primitiv megolddsnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy a primitiv
(z;y; z) megoldasok meghatarozasaval az Osszes tObbi megoldast is megadtuk, mert azok
(s ay; az) alakiak, ahol oo € N.

Lassuk be, hogy az x és y szamok koziil az egyik paros kell legyen, a masik pedig paratlan,
és z szintén paratlan. Amennyiben x és y is paros szamok lennének, akkor z is paros kellene
legyen, s akkor az egyenlet egyszertisithetd. Ha x és y szamok mindegyike paratlan, akkor
2?2 = 22 + y? = 2 (mod 4), amir6l konnyen megallapithatjuk, hogy lehetetlen.

Legyen x = 2« paros, y pedig paratlan szam. A szemlélt egyenlet a kovetkezd alakban

irhatdé fel:

=2 =y = (2 —y)(z +y)

Mindkét jobboldali tényez6 péaros, tehat az

zZ+vy U_z—y
2 2

u =

szamok egészek. Azt kapjuk, hogy 22 = 40 = 4uv, tehdt o = wv. Konnyti beldtni, hogy
az u, v szamoknak nincs kozos osztoja, ezért négyzetszamok kell legyenek, példaul
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ahol m és n kiilonbo6zo paritasiak és nincs kozos osztojuk. Ekkor

= 2a = 2mn,
2

= u—v=m?—n?
_ 2,2
Z = utv=m +n
m,n € N, (m,n) =1, m > n, m és n paritdsa kiillonboz6. Ervényes a kovetkez allités:

2.26. Tétel. Ahhoz, hogy az (z;y;2) rendezett szdamhdrmas az x® + y?> = 2 egyenlet
primitiv megolddsa legyen a természetes szamok halmazdban, sziikséges és elégséges feltétel
az, hogy x, y és z a kovetkezd alaki szdmok legyenek:

r=m?—n? y=2mn, z=m?+n?
aholm,n € N, (m,n) =1, m > n, valamint m és n paritdisa kilonbézd.

Néhany primitiv Pitagoraszi szamharmas:

(3;4;5) (m=2n=1),
(5;12; 13) (m =3, n=2),
(7;24;25) (m=4, n=3),

(51; 140; 149) (m =10, n=7)

3. Nagy Fermat tétel.

"Eqy kobot pedig lehetetlen szétbontani két kobre eqy negyedik hatvanyt két negyedik hat-
vanyra €s dltaldban a négyzet kivételével eqy hatvdnyt egy ugyanolyan két hatvanyra. Erre
taldltam egy valoban csoddlatos bizonyitdst, de a lapszél tul keskeny ahhoz, hogy befogadja.”

Ezeket a sorokat latin nyelven, amely a matematika talan leghiresebb probléméajanak, a
nagy Fermat-tételnek az eredeti megfogalmazasa, Pierre de Fermat jogasz, a toulouse-i
parlament tandcsosa jegyezte fel a Diophantosz ” Arithmetikaja” latin nyelvi kiaddsanak
margdjara, am az allitas ”csodalatos bizonyitasdnak” titkat Fermat a sirba vitte. fgy
kezdodott a matematika egyik leghiresebb torténete, amely 350 éves munkat adott mate-
matikusok generacidinak és miikedvel6 matematikusok seregének. Fermat éta minden
nemzedék megprébdlkozott azzal, hogy rataldljon a ”csodalatos bizonyitasra”, hiszen
maguknak akartak Fermat Utolsé Tételét, hiszen utoljara ez maradt megvélaszolatlan
a Fermat kiterjedt levelezésében és jegyzeteiben folvetett kérdések koziil.

Fermat (1601-1665), a miikedvel6 matematikus szamelméleti tételei, melyekkel korat
messze megelozte, nagy hatassal voltak a szamelmélet fejlodésére, bar allitasai kozott volt
néhany, amelyrol megmutattdk, hogy hamis. Amig egy &llitas nincs bebizonyitva, nem
is volna szabad tételnek nevezni, hanem csak sejtésnek, s a matematika mai jelolésével
Fermat sejtése igy fogalmazhaté meg:

Ha n 2-nél nagyobb természetes szam, akkor az

egyenletet egyetlen természetes szamokbdl allo x, y, z szamharmas sem elégiti ki.
Vajon Fermat tényleg taldlt rd egy csodalatos bizonyfast? Igen valészinti az, hogy bi-
zonyitasa hibas volt. Miért gondoljak ezt ma a matematikusok? Eloszor is kicsi a
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valoszintisége annak, hogy Fermat koranak matematikai eredményeit ismerve talélt volna
olyan megoldast, amire ezen tudomanyag késobbi fejlodése sordn mas matematikus nem
jott ra. Masodszor a nagy Fermat-sejtés csak a mar idézett Diophantosz mii margéjan sze-
repel. A levelezéseiben is csak az n = 3 és n = 4 eset fordul elé, mint felvetett probléma.
Ha Fermat ismerte volna az altalanos eset bizonyitasat, akkor nem a specialis esetekkel
tette volna prébara levelezotarsait.

Azt tartjak, hogy a nagy Fermat-tételre adtdak a legtobb hamis bizonyitast. Mivel a
probléma konnyen megértheto, ezért nagyon sok laikus fantaziajat is megmozgatta. Sza-
mos dijat tiiztek ki megolddsara. Koziiliik a leghiresebb a Paul Wolfskehl (1856-1906)
német nagyiparos altal 1908-ban alapitott 100.000 méarkas dij (ez ma t6bb mint 1 millié
Euronak felel meg). Az alapité okirat szerint a dij csak 2007. szeptember 13-ig adhaté
ki. Ezutan mar nem fogadnak el Gjabb kéziratokat.

Nemzedékek probalkoztak a bizonyitassal. Az n = 1 és n = 2 eset klasszikusnak szamit.
Az n = 4 eset bizonyitasat Fermat-nak tulajdonitjak. Feltételezett bizonyitasaban az
indirekt bizonyitas egy valtozatat hasznélta. Az n = 3 esetre Euler és késébb Gauss is
adott bizonyitast. Euler munkaiban két bizonyitas is talalhatd, de az egyikben késébb
hianyossagokat fedeztek fel, amelyek Gauss bizonyitasaban jelentek meg vildgosan. So-
phie German (1776-1831) francia matematikusné 1823-ban igazolt tétele és Legendre
(1752-1833) altalanositdsa alapjan bebizonyitottdk, hogy a Fermat-sejtés igaz bizonyos
specidlis n < 100 primekre. Az n = 5 esetre el6szor Dirichlet (1805-1859) kozolt egy
bizonyitast 1825-ben, amelyet kijavitott, miutan hibdsnak bizonyult. Ezzel egyidében
Legendre (1752-1833) is talalt egy megolddst. Az n = 14 esetet Dirichlet latta be 1832-
ben. Valéjaban az n = 7 esetet szerette volna bebizonyitani, de ez nem sikeriilt neki.
Az n = T esetében Lamé (1795-1870) volt sikeres 1839-ben. Mddszerét Lebesgue (1875-
1941) egyszeriisitette. Az n < 37 esetet, amikor n primszam, Kummer tanulmanyozta, és
Dedekind (1831-1916) segitségével rajott, hogy az n = 37 eset bizonyitds szempontjabdl
teljesen masképpen viselkedik, mint az n < 37. Az n = 37, n = 59, n = 67 es-
etekre 1857-ben Kummer talalt bizonyitast. 1920-ban Vandiver (1882-1973) néhany hibat
fedezett fel Kummer okfejtésében, melyeket sikeriilt kijavitania 1922-ben, majd sikeriilt
tovabbfejlesztenie Kummer mddszerét.

A tovédbbiakban felsorolasszertien adjuk meg a f6bb eredmények szerzoit és idejét n = p
paratlan primekre. A p < 269 eset, Vandiver, 1930. A p < 307 eset, Vandiver, 1931.
A p < 617 eset, Vandiver, 1937. A p < 2521 eset, Vandiver, 1954. A p < 4001 eset,
Vandiver, 1954. A p < 25000 eset, Selfridge, Pollack, 1967. A p < 5500 eset, Kobelev,
1970. A p < 30000 eset, Johnson, 1975. A p < 58150 eset, Wagstaft, 1975. A p < 100000
eset, Wagstaff, 1976. A p < 125000 eset, Wagstaff, 1977. A p < 400000 eset, Crondall
és tarsai, 1994. Megemlitendé még Falting 1983-as eredménye, amely szintén hasznosnak
bizonyult a tovabbi kutatasokban.

A Cambridge-i Andrew Wiles (1953-) 10 éves koraban a helyi kényvtarban egy kényvre
bukkant, mely a Fermat-sejtésrol szolt. Teljesen lenyligozte, hogy olyan matematikai
problémara lelt, amit 6 is meg tud érteni, és amit még senkinek sem sikeriilt bizonyitani.
Elhatarozta, hogy 0 lesz az, aki megoldja. Az elemi iskoldban még arra gondolt, van esélye
arra, hogy megtaldlja Fermat elveszett ”csodalatos bizonyitasat”, mert ugy becsiilte,
mar rendelkezik Fermat kordnak matematikai ismereteivel. Kozépiskolds volt, amikor
megtudta, hogy a XVIII. és XIX. szdzadban is jelentds eredményeket értek el. O is
megprobalkozott ezekkel a modszerekkel. Egyetemi professzora azonban eltandcsolta a
kevés sikerrel kecsegteto tématol. Foglalkozzon inkabb olyan més kérdésekkel, amelyek
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a mai kor matematikai érdeklédésének a homlokterében allnak. Wiles ekkor felhagyott
Fermat probléma&javal, de nem feledkezett meg réla teljesen. Valahol minduntalan ott
bujkélt a tudataban, bar intenziven inkabb mas teriilettel foglalkozott, amely sikerekkel
is kecsegtette. 1986-ban, egyik este beszélgetés kozben az egyik baratja mellékesen meg-
jegyezte, hogy Ken Ribet amerikai matematikus kapcsolatot talalt a nagy Fermat-sejtés
és egy maésik sejtés, a Taniyama-Shimura-sejtés kozott. Wilest villamcsapasként érte a
hir. Akkor még nem tudta, hogy hétéves munka var rd. Teljesen titokban dolgozott,
csak felesége tudott elfoglaltsagardl. Eredményeit 1993. junius 23-an jelentette be egy
Cambridge-ben rendezett konferencian. A cambridge-i el6adas utan Wiles hamarosan
elkiildott egy 200 oldalas kéziratot az Inventiones Mathematicae cimi folydirathoz. A
foszerkeszté hat szakérté birdlonak kiildte ki a munkat. A birdlatok elolvasasa utén
Wiles egy e-mail tizenetben tudatta a matematikustarsadalommal, hogy a birédlati folya-
mat soran felmeriilt aprobb kérdésekre sikeriilt kielégito valaszt adnia. Felvetettek egy
komolyabb problémat is, amire még nem taldlta meg a valaszt. Ekkor Wiles ismét
bezarkozott és munkdhoz latott, majd 14 hénapos munka utén, egykori tanitvanya, Taylor
kozremiikodésével Wiles kijavitotta a hibat.

A Fermat-tétel bizonyitasa felvet egy érdekes problémat. Mikor tekintiink egy matem-
atikai problémat bebizonyitottnak, Még Fermat n = 3 esetre adott bizonyitdsa sem volt
teljes. Kummer bizonyitasaban Vandiver 63 év utan taldlt hibat. Wiles munkajaban a
hivatalos biralo talalt egy lényeges hibat. Ezt Wiles és Taylor kijavitotta. Mi a garan-
cia, hogy néhdny év, évtized, vagy évszazad mulva valaki nem talal Gjabb hibat? A
fenti példdkban felmeriilt hidnyossagok nem bizonyultak végzetesnek. A matematikai
alapgondolat lényegét nem érintették, s az elért eredmények mindenképpen maradanddak
és alapvetdek az adott témakorben. Egy tétel bizonyitasanak ellenérzésére korunkban
a folydiratok biraléi rendszerét hasznéljdk, ahol a téma szakértéi mondanak véleményt.
Egy-egy téméaban néha csak csekély szamu szakértd talalhato. Ok gyakran ismerteto
cikkeket irnak egy-egy bonyolultabb munkardl, és ezzel azt szakemberek szélesebb kore
szamara teszik érthetové. Wiles munkajarol is szamos ilyen Gsszefoglald, de csak a szak-
emberek szamara érthetd ismeretterjeszto cikk sziiletett.

Végil is akkor Wiles bebizonyitotta a nagy Fermat-tételt? Bar erre teljes bizonyossaggal
nem lehet igennel valaszolni, a szakértok és vetélytarsak tobbsége mar kezdi elismerni,
hogy megvan a 350 éves probléma megoldasa, és Wiles szdmos kitiintetés mellett 1997
nyaran megkapta a Wolfskehl-dijat.

3. Tovabbi diofantoszi egyenletek.

Altalanos esetben a diofantoszi egyenletek megoldasara nem lehet megoldasi eljarast adni,
hiszen az egyenletek alakja nagyon sokféle lehet. Fel lehet persze hasznalni az egész
szamok halmazaban mar ismert és bebizonyitott allitasokat.

2.22. Példa. Nézziik meg példdul a 1!+ 2!+ - - - ! = y? diofantoszi egyenlet megoldésat.
Prébélgatassal és kozvetlen behelyettesitéssel megkaphatjuk, hogy az = 1 és y = 1,
valamint az x = 3 és y = 3 szamparok teljesitik az egyenletet. Azt kell még belatni, hogy
az egyenletnek mas megoldasa nincs. x = 4 esetén a bal oldalon 33 van, amely egyetlen
természetes szamnak sem a négyzete. Mivel 5! = 120, ezért ezért x > 5 esetén a bal
oldalon levé szam mindig 3-ra végzodik. Egy szam négyzete viszont csupan a 0, 1, 4, 5,
6, 9 szamokra végzodhet, tehat tobb megoldas nincs.
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FELADATOK.

1. Hatarozzuk meg a 10x — 7y = 17 diofantoszi egyenlet megoldasait.

Megoldas. Mivel d = LKO(10,7) =1és10=1-7+3,7=2-3+1és3=1-3,
visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy

1=7-2-3=7-2(10-1-7)=-2-10—-3-(=7),
ahonnan kiolvashatjuk a 10 — 75 = 1 egyenlet megoldasat, vagyis a = —2 és

£ = —3. Ekkor z; = ga =—-34ésy, = gﬂ = —51 az egyenlet megoldasai,

b
T ot = 34Tt y—=y — t=-51-10t, tecZ

d d
pedig az altalanos megoldéds. Vegyiik észre, hogy t végtelen sok értéket felvehet és
igy végtelen sok megolddsa van az egyenletnek. Példaul, ¢ = —5 esetén xo = 1 és
yo = —1, illetve t = —6 esetén x5 = 8 és ys = 9 a megoldas.

2. Hatarozzuk meg a 33z + 21y = 24 egyenlet egész megoldasait.

Megoldas. Mivel d = LKO(33,21) =3és33 =1-21 412,21 =1-12+4 9 és
12 =1-9 4+ 3, visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy

3=12-1.9=12—1(21—1-12) = —21+42.12 = —21+2-(33—1-21) = 2.33—3.21,

ahonnan kiolvashatjuk a 33a + 218 = 3 egyenlet megoldasat, vagyis a = 2 és
c
£ = —3. Ekkor z; = ga =16 és y; = 85 = —24 az egyenlet megoldasai,

b
x:x1+at:16+7t, y:yl—gt:—ﬂ—llt, teZ

pedig az altalanos megoldds. t = —2 esetén xo = 2 és y, = —2, illetve t = —3 esetén
pedig 19 = —5 és yo = 9 a megoldas.

3. Oldjuk meg a 37x — 67y = 19 diofantoszi egyenletet.

Megoldas. Mivel d = LKO(37,67) = 1 és 67 = 1-37+ 30, 37 = 1-30+7,
30=4-T+2,7=3-241és2=1-2, visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy

1=7-3-2=7-3(30—4-7)=—-3-30+13-7=—3-30+13- (37— 30) =

= —16-30+13-37=—16- (67— 37) + 13- 37 =29 - 37+ 16 - (—67),

ahonnan kiolvashatjuk a 37a — 675 = 1 egyenlet megoldasat, vagyis a = 29 és
c
£ = 16. Ekkor x, = ga =551 és y; = aﬂ = 304 az egyenlet megoldasai,

b
v =+ ot =551 671, y:yl—gt:304—37t, teZ

pedig az altaldnos megoldds. ¢t = 9 esetén xo = —5H2 és yp, = —29, illetve t = 8
esetén xo = 15 és Yy, = 8 a megoldas.
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4. Oldjuk meg a 31z + 53y = 13 egyenletet az egész szamok halmazan.
Megoldas. Mivel d = LKO(31,53) = 1és53 = 1-314+22,31 =1-22+9,
22=2-944,9=2-441és 4 =1-4, visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy
1=9-2-4=9-2(22—-2-9)=-2-2245-9=-2-22+5-(31-22) =

=5-31-7-22=5-31-7-(53—-31)=12-31 — 753,
ahonnan kiolvashatjuk a 3la + 538 = 1 egyenlet megoldédsat, vagyis a = 12 és
c c
£ = —T7. Ekkor z; = aa =156 és y; = aﬁ = —91 az egyenlet megoldasai,

b
=i+ 5t = 156 + 53, y:yl—%t:—91—31t, teZ

pedig az altalanos megoldds. t = —3 esetén xo = —3 és yp = 2, illetve t = —2 esetén
Ty = 50 és yo = —29 a megoldas.
5. Hatarozzuk meg mindazokat az egész x, y szamparokat, amelyekre teljesiil, hogy
98z — 77y = 14.
Megoldas. Mivel d = LKO(98,77) = 7 és 98 = 1-77+ 21, 77 = 3 - 21 + 14,
21=1-1447¢és 14 = 2 - 7, visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy
7=21-1-14=21—-1-(T7—=3-21)=—1-77+4.21 =

=—1-7T744-(98—=T77)=4-98+5-(=T77)
ahonnan kiolvashatjuk a 98«a — 778 = 7 egyenlet megoldasat, vagyis o = 4 és = 5.
c c
Ekkor z, = aa =8¢ésy = p £ = 10 az egyenlet megoldasai,

b
v=ay+ ot =811t y:yl—gtzlo—lélt, tez

pedig az altalanos megoldds. t = 1 esetén xo = —3 és y, = —4, illetve t = —1 esetén
To = 19 és yo = 24 a megoldas.

6. Bontsuk fel 463-at két természetes szam oOsszegére gy, hogy az egyik szam oszthato
legyen 14-gyel, a masik 23-mal.

Megoldas. A 14x + 23y = 463 diofantoszi egyenletet kell megoldani. Mivel most
d=LKO(14,23) =1¢és23=1-14+49,14=1-9+45,9=1-5+4,5=1-4+1és
4 =1 -4, visszahelyettesitéssel kapjuk, hogy

1=5—-1-4=5-1-(9-5)=—1-942-5=—1-9+2-(14—9) =

=2-14-3-9=2-14—-3-(23—-14)=5-14 — 3 - 23,
ahonnan kiolvashatjuk a 14a + 235 = 1 egyenlet megoldédsat, vagyis a = 5 és

8 = —3. Ekkor x; = ga = 2315 és y; = %B = —1389 az egyenlet megoldasali,

b
o=y + St = 2315+ 231, y:yl—%t:—1389—14t, tez

pedig az altaldnos megoldas. ¢ = —100 esetén xo = 15 és y, = 11 a megoldas.
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10.

Oldjuk meg a természetes szamok halmazan az 2% + 73 = y? egyenletet.

Megoldas. Végezziink az egyenleten ekvivalens atalakitasokat:
P73 =9y = P —2?=73 = (y—z)ly+2x)="T3

Mivel 73 primszém és 73 =1-73 =73-1 = (—1) - (=73) = (=73) - (1), ezért a
kovetkezo kétismeretlenes egyenletrendszerek valamelyike adhat megoldést:

r+y=1, r+y="73, r+y=-—1, r+y=-—73,
—x+y =73, —x+y=1, —x+y=1, —x+y=1

Ellen6rzéssel megallapithatjuk, hogy az x +y = 73, —x + y = 1 egyenletrendszer
megoldasa z = 36, y = 37 az egyetlen megfelel6 megoldas, hiszen a tobbi egyenlet-
rendszer nem ad természetes szamokat megoldasként.

. Oldjuk meg a 2(z? — y?) = 1978 diofantoszi egyenletet a természetes szdmok hal-

mazan.

Megoldas. Végezziink az egyenleten ekvivalens atalakitasokat:
2(0* —9?) = 1978 <= 2* —y* =989 <= (v —y)(x +y) =23-43.

Mivel csak a természetes szamok halmazan keressiik a megoldasokat, igy elegendd
a 989 =1-989 =989 -1 = 23 -43 = 43 - 23 lehetséges felbontasokat tekinteni. A
kovetkezo kétismeretlenes egyenletrendszerek valamelyike adhat megoldést:

r—y=1, xr —y =989, T —1y =23, xr—1y =43,
x4y = 989, r+y=1, r+y =43, r+y=23.

Megfelel6 megolddsokat az els6 és harmadik egyenletrendszer ad, ezek pedig a ko-
vetkezbk: (495;494) és (33;10).

. Keressiik meg mindazokat az (z,y) szdmpdarokat, ahol x és y pozitiv egészek, és

melyek kielégitik az 22 + 3z + 24 = y? diofantoszi egyenletet.
Megoldas. Alakitsuk at el6szor az egyenletet. Ekkor

430 +24 =y <= 427+ 122+ 96 =4y® <= (22 +3)* + 87 =4y* —

— (2y—22-3)2y+22r+3)=3-29.

A négy lehetséges kétismeretlenes egyenletrendszer kozil ketté ad megfelelé megol-
dast, ezek az (5;8) és (20;22) szamparok.

Oldjuk meg az 222 + bxy — 12y% = 6 egyenletet a természetes szamok halmazan.
Megoldas. Alakitsuk at el6szor az egyenletet. Ekkor
220° 451y —12y* = 6 <= 162°+402y—96y* = 48 <= (4o+5y)*—121y* = 48 +—

< (dx+5y—11ly)dz+5y+1ly) =6-8 < (2x —3y)(z+4y) =2-3.

A négy lehetséges kétismeretlenes egyenletrendszer koziil csak egy ad megfelelé meg-
oldést, ez pedig a (2;1) szampar.
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11. Adjuk meg mindazokat a pozitiv egész x, y, z szamharmasokat, amelyekre érvényes,
hogy xyz+ 2y +yz+ 20+ +y+ 2+ 1 = 2001.
Megoldas. frjuk fel szorzat alakjaban az egyenlet bal és jobb oldalat. Ekkor
wyz+aey+yz+ze+arx+y+2+1=2001 < (x+1)(y+1)(z+1)=3-23-20.
Mivel a pozitiv egészek kozé a nulla nem tartozik bele, ezért egyik tényez6 sem lehet
1. Ezért a megoldasok a kovetkezd szamharmasok lehetnek: (2;22;28), (2;28;22),
(22;2;28), (22;28;2), (28;2;22) és (28;22;2).

12. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az x* — 23y — 2y + y* = 1 egyenletet.
Megoldas. Mivel
Py —f eyt =1 = (-9 -y =1 = (zr—y) @ +ay+y’) =1,
ezért csak (v —y)? =1 és 2% + xy + 3> = 1 lehetséges.
Ha z — y = 1, akkor az elso feltétel teljestil és ebbol x = y + 1. Helyettesitsiik ezt
be a mésodik feltételbe. Ekkor

(y+1)°+y+Dy+yP=1 < 3y’ +3y+1=1 < 3y(y+1)=0.
y(y + 1) = 0 egyenlet megoldédsai y; = 0 és yo, = —1. Visszahelyettesitve az elsd
egyenletbe adddik 1 =1 és x5 = 0.
Ha x—y = —1, akkor szintén teljesiil az elso feltétel és ebbdl x = y—1. Helyettesitsiik
ezt be a mésodik feltételbe. Ekkor
(y—12+(y—1Dy+y’=1 = 3> —3y+1=1 < 3y(y—1)=0.

y(y — 1) = 0 egyenlet megolddsai y3 = 0 és y4 = 1. Visszahelyettesitve az elsd
egyenletbe adédik x3 = —1 és x4, = 0.
A megoldasok tehat a kovetkezd szamparok: (1;0), (0; —1), (—=1;0) és (0;1).

13. Oldjuk meg az y(1 —z)? + z(1 —y)? + (x + y)? — 2® — y* = 2000 egyenletet az egész

szamok halmazan.

Megoldas. Az egyenlet bal oldaldn végezziik el a kijelolt miiveleteket, majd cso-
portositsunk és emeljiik ki a megfelel6 tényezoket:

y(1—z)* +2(1 —y)*> + (z +y)* — 2° — y* = 2000,

z+y+ayx+y)+ (x—y)?* — (x+y)(2® — 2y +y*) = 2000,
(z+y)(1+ay— 2> + 2y —y°) + (x —y)* — 1 = 1999,
(+y) (1—(z—9)?) — (1 - (z—y)?) = 1999,
(z+y—1)(1—(z—y)*) =1999.

Mivel 1999 primszam és itt két egész szam szorzata 1999, az egyik tényezo 1999, a
masik 1, illetve lehet mindketto negativ is. Konnyen belathatd, hogy az egyetlen
szObajove eset

r+y—1=1999 é 1—(v—y) =1

Innen kapjuk az egyetlen megoldast: z = y = 1000.
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14. Hatarozzuk meg mindazokat a pozitiv egész x, y, z szamharmasokat, amelyekre

15.

rT+y+z=1ryz.
Megoldas. frjuk fel az adott egyenletet az

1 1 1
—+—+—=1
yz xrz xy
. P 1 . ) .
ekvivalens alakba. Ekkor az —, — és — szamok koziil legalabb az egyik nagyobb

yz rz  xy
1 1
vagy egyenlo g—nél. Legyen példdul — > 3 vagyis vy < 3. Ez a kovetkezo
Y

esetekben érvényes:

(z,y) € {(1;1),(1;2),(21),(153), (3; 1)}

Az els6 eset nem ad megoldést, de a tobbi a kévetkezé megolddsokhoz vezet: (1;2;3),
(2;1;3), (1;3;2) és (3;1;2). Figyelembe véve a tobbi esetet is még két megoldast
kapunk, ezek: (2;3;1) és (3;2;1).

Hatérozzuk meg mindazokat az z, y, z (z > 1) szimharmasokat, amelyek kielégitik
az 114+ 2! + .- -zl = y* egyenletet.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy minden (1;1;z) alaki szdmhdarmas, ahol z €
{2,3,...}, kielégiti az egyenletet. Ezért most vizsgaljuk az = > 1 esetet.
a) Legyen z = 2. Vegyiik észre, hogy ez pont a 2.22. Példa, amelynek megoldasat
mar tudjuk, ez (3;3;2).
b) Legyen z = 3. Az egyenlet alakja most 1! + 2! + .- 2! = 3®. Vegyiik észre, hogy
egy természetes szam kobe 7-tel osztva —1, 0 vagy 1 maradékot ad és hogy = > 7
esetén

H+214+ -zl =142+ --.6! =873 = 5(mod 7),

ezért ha (z,y,3) megoldasa az egyenletnek, akkor x < 5. Ellen6rzéssel megkapjuk,
hogy = € {2,3,4,5} esetén nincs megoldas.

c) Legyen z > 4. Ha az © > 1, y és z > 4 természetes szamokra érvényes, hogy
W20+ xl =y akkor 3|11 4+214- -zl és 11+ 21+ -+ -2l =34+ 31 +. .. 2!, amibdl
kovetkezik, hogy 3|y*, 3|y és 3%|y*. E gondolatmenet alapjan 1!+ 2! +- - - x oszthaté
3 = 81-gyel. Vegyiik észre, hogy az 1! +2! +5! +- - - 8! = 46233 szdm oszthatd 9-cel,
de nem oszthaté 81-gyel. Mivel a k! szam oszthaté 81-gyel minden k > 9 esetén,
ebbél kovetkezik, hogy = < 7. Ellenérzéssel megkapjuk, hogy az = € {2,3,4,5,6,7}
szamok egyike esetén sem lesz az 114214 - - x! szdm oszthatd 81-gyel. ez azt jelenti,
hogy az adott egyenletnek > 1 és z > 4 esetén nincs megoldésa.

Az egyenlet megolddsai eszerint a (3;3;2) és az olyan (1;1; z) alaki szamhéarmasok,
ahol z > 2.



2.7. Matematikai indukecid alkalmazasa - Osszetett feladatok 107

2.7. Matematikai indukcio alkalmazasa - 0sszetett feladatok

A filozofidban és az alkalmazott tudomanyokban az indukcié fogalma azt jelenti, hogy
egyedi esetekbol altaldnos kovetkeztetésr ejutunk. A matematikaban viszont az ilyen
kovetkeztetésekkel 6vatosabban kell banni, mivel a matematikdban minden &llitast bi-
zonyitani kell. John Wallist (1616-1703) kortarsai szigortan kritizdltdk, mivel egyik
munkajaban, miutan a kovetkezo hat Osszefliggést megvizsgalta:

0+ 1 0+1+4 1 1

1 1
141 376 1+14+4 3 12
O+14+449 1 1 O+1+4+9+16 _l+i
9+9+9+9 3 18’ 16+16+16+16+16 3 24
0+14+44+9+16+25 1 1 O+1+4+9+16+ 25+ 36 1 1

25+25+25+25+25+25 3 - 30 36+ 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 3 - 36
minden tovabbi érvelés nélkiil kijelentette, hogy a kovetkezo altalanos 0sszefliggés érvényes:

024+ 124+224+...4n? 1 1

= 4+ —.
n2+n?+n®?+---+n%> 3  6n

Annak ellenére, hogy Wallis allitdsa igaz, és a kovetkezd (Arkhimédész éltal is ismert)
allitas bizonyitja:

P+22 4+ 4n° = 1n(n+1)(2n+1) = <1+i) n*(n+1),
6 3 6n

mégis szitkség lett volna a bizonyitasra. A matematikai indukcié egy egyszerii, de ugyan-
akkor nagy erejii bizonyitasi modszer a természetes szamokra vonatkozo allitasokra. A
matematikai indukcié modszere a matematika mas teriiletein is hatékonyan alkalmazhato,
példaul az algebra, geometria, analizis, kombinatorika fejezeteiben.

Az indukci6 elvének hosszi torténete van, kezdetei a gorog matematikaban lelhetok fel, és
bar maga az elv nem jelenik meg explicit mdédon az dkori gorog szovegekben, sok helyen
megtalaljuk a gondolat csirdit.

Bizonyos természetes szamokra vonatkozé egyenlotlenségek bizonyitasara alkalmazhatjuk
a matematikai indukciot.

2.23. Példa. Igazoljuk most matematikai indukciéval, hogy 2" > n? minden n > 4
természetes szam esetén.

1° Az egyenl6tlenség n = 5-re igaz, mert a 2° > 52, azaz a 32 > 25 igaz allitds.

2¢° Tegyiik fel, hogy az &llitds igaz n = k-ra, azaz 28 > k2.

3° Igazoljuk most az egyenlStlenséget n = k + 1-re, azaz ldssuk be, hogy 28+1 > (k 4 1)2.
Induljunk ki a bal oldalbél. Ekkor

okl = 9.9k > 2. k% > (k4 1)?,

ahol a 2k? > (k+1)? egyenlétlenség ekvivalens a k? —2k—1 > 0 egyenl6tlenséggel, amelyrél
némi atalakitas utan beldthaté, hogy igaz, hiszen k? — 2k — 1 = (k — 1) — 2 > 0 valéban
teljestil 4-t61 nagyobb természetes szamokra. Ezzel az allitast igazoltuk n = k+ 1-re, ezért
minden természetes szamra igaz.
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Matematikai indukciét alkalmazhatunk Gsszetettebb oszthatdsagi feladatok bizonyitasara.

2.24. Példa. Igazoljuk matematikai indukciéval, hogy 84|4*" —3%"—7, minden természetes
szam esetén.

1° Igazoljuk az allitast n = 1-re.

4*t 3% _7=16—-9 — 7 =0, vagyis az oszthatésdg n = 1-re igaz.

2° Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész szam,
hogy 4%F — 3% — 7 = 84/.

3° Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re.

Most azt kell belatnunk, hogy a 42#+2 — 32k+2 _ 7 kifejezés is oszthaté 84-gyel. Ekkor

42k+2_32k+2_7:16_42k_9.32k_7:

=94 — 3% —T) 4+ 747 £ 8.7 =09.840 4 T(4* + 8).

Mivel 84 = 712, ezért ha igazolni tudjuk, hogy 42 + 8 oszthaté 12-vel, akkor az allitdst
igazoltuk. Alkalmazzunk ismét matematikai indukciét.

19 Igazoljuk az allitast & = 1-re.

471 4+ 8 =16 + 8 = 24 = 2- 12, vagyis az oszthat6sig k = 1-re igaz.

2° Tegytik fel, hogy az allitds igaz k = m-re, azaz feltessziik, hogy van olyan p egész szam,
hogy 4% + 8 = 12p.

3¢ Igazoljuk most az allitast k = m + 1-re.

Most azt kell belatnunk, hogy a 4%°2 + 8 kifejezés is oszthaté 12-vel. Ekkor

4212 1 8 =164 + 8 =16(4* +8) — 15-8 =16 - 12p — 10 - 12 = 12(16p — 10),
vagyis az oszthatdsdg minden k természetes szamra teljesiil, ezért
APRF2 _3%RH2 7 — 9. 840 4 T - 12p = 84(90 + p),
tehat az eredeti oszthatosag igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra teljestil.
Matematikai indukciot alkalmazhatunk bizonyos szoveges feladatok megoldasara is.

2.25. Példa. Vegyiink fel egy sikon n nem egy egyenesre illeszkedé pontot. Bizonyitsuk
be matematikai indukcioval, hogy ezek a pontok legalabb n kiillonb6z6 egyenest hataroznak
meg. A feladat értelme szerint n > 3.

1° Han = 3, és a pontok nem esnek egy egyenesre, akkor meghataroznak egy haromszoget,
amelynek adott harom oldalegyenese. Ekkor tehat igaz az allitas.

2° Tegyiik fel, hogy n = k esetén k darab nem egy egyenesen fekvé pont meghataroz
legalabb k kiillonboz6 egyenest. Ezek nem tartozhatnak egy sugarsorhoz, mert k pont
legfeljebb k — 1 egy ponton atmené egyenest hatarozhat meg.

3% Vegylink fel egy tovabbi, az eddigiektdl kiillonbozo pontot, az n = k + 1-ediket. Ez nem
lehet rajta a k pont meghatarozta k kiillonboz6 egyenes mindegyikén, mert akkor azok egy
sugarsorhoz tartoznanak, ez pedig lattuk nem lehetséges. Ezért van olyan pont az elso k
kozott, amelyik a k + 1-edikkel tjjabb egyenest hatdroz meg. Ezt kellett bizonyitanunk.
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FELADATOK.

1. Igazoljuk, hogy 24|2- 7" + 3 - 5" — 5, minden n természetes szam esetén.

Megoldas. 1° Igazoljuk az allitast n = 1-re.
2-7'+3-5' —5=14+15—5=24 = 1-24, tehit az oszthatésdg n = 1-re igaz.
2° Tegyiik fel, hogy az allitds igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szdm, hogy 2 - 78+ 3 - 5% — 5 = 24/.
3° Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re.
Most azt kell belatnunk, hogy a 2 - 7%+ 4 3. 551 — 5 kifejezés is oszthatd 24-gyel.
Ekkor

2. 7" 4 3.58 _5=7.2.7" 4 53.5" 5=

=7(2-7"+3.-5" —5)—23.55 + 30 =7-24¢ — 6(5" — 5).

Ha igazolni tudjuk, hogy 5% — 5 oszthaté 4-gyel, akkor az &llitast igazoltuk, hiszen
24 = 6 - 4. Alkalmazzunk ismét matematikai indukci6t.

1° Igazoljuk az allitast & = 1-re.

5! —5=10=0-4, vagyis az oszthatésdg k = 1-re igaz.

2¢ Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k = m-re, azaz feltessziik, hogy van olyan p egész
szém, hogy 5™ — 5 = 4p.

3¢ Igazoljuk most az allitast k = m + 1-re.

Most azt kell belatnunk, hogy az 5™! — 5 kifejezés is oszthaté 4-gyel. Ekkor

5" 5 =5.5"—5=5(5"—5)+20=5-4p+20 = 4(5( + 5),
vagyis az oszthatésag minden k természetes szamra teljesiil, ezért
2. 7" 3. 58 5 = 7240 — 24p = 24(70 — p),
tehat az eredeti oszthatésag igaz n = k + 1-re, ezért minden n € N esetén teljesiil.

2. Igazoljuk, hogy 9|n - 4"t — (n 4+ 1)4" 4 1, minden n természetes szam esetén.

Megoldas. 1° Igazoljuk az allitast n = 1-re.

14" —(1+1)4'+1=16—2-4+1=09, tehat az oszthatésag n = 1-re igaz.

2° Tegytik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz feltessziik, hogy van olyan ¢ egész
szam, hogy k - 4" — (kK + 1)4F + 1 =9¢.

3° Igazoljuk most az allitast n = k + 1-re.

Most azt kell belatnunk, hogy a (k+ 1) - 48%2 — (k + 2)4*+1 41 kifejezés is oszthaté
9-cel. Ekkor

(k41) - 4"2 — (B +2)4" ™ 41 = 4k - 4F 1 4M2 (k4 1)4F — 4" 4 -3 =

=4k -AM — (k4 1)4F 4 1) 42 g 3 =490 4 4R T2 gR T 3,

Ha igazolni tudjuk, hogy 4¥t2 — 4*+1 _ 3 oszthaté 9-cel, akkor az &llitdst igazoltuk.
Alkalmazzunk ismét matematikai indukciét.

19 Igazoljuk az allitast k = 1-re.

42 gt 3 =64 — 16 — 3 = 45 = 9 - 5, vagyis az oszthatdsig k = 1-re igaz.

2° Tegytik fel, hogy az allitds igaz k = m-re, azaz feltessziik, hogy van olyan p egész
szadm, hogy 4™+2 — 4m+1 — 3 = 9p.
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3¢ Igazoljuk most az allitast k = m + 1-re.
Most azt kell belatnunk, hogy a 4™+3 — 4m+2 — 3 kifejezés is oszthat6 9-cel. Ekkor

4m+3_4m+2_3:4‘4m+2_4‘4m+1_12_|_9:

=442 4™ _3) 4+ 9=4-9p+9=9(4p+ 1),

vagyis az oszthatésag minden k természetes szamra teljesiil, ezért
(k+1)-4"2 — (k+2)4" 4+ 1=4-90+9p =9(4¢ + p),

tehat az eredeti oszthatdsag igaz n = k + 1-re, ezért minden n € N esetén teljesiil.

. Igazoljuk, hogy az F,, = 22" + 1 Fermat-féle szdm (a tizes szdmrendszerben felirva)

T-esre végzodik minden n > 2 természetes szam esetén.

Megoldas. 1° Az allitds n = 2-re igaz, mert a Fy = 22" + 1 = 17.

2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, azaz Fj, = 22 11 =100+T.

3¢ Igazoljuk most az allitdst n = k + 1-re, azaz lassuk be, hogy Fj.q is T-esre
végzodik. Ekkor

2 2
Fp =22 41=22" 41 = (22’“> +1= (22’“ +1- 1) 1= (100+7—1)*+1 =

= (10€+6)* +1 = 1002 4+ 1200 + 36 4+ 1 = 10(10¢* + 120 + 3) + 7,

tehat Fy.q is T-esre végzodik, igy az allitast igazoltuk n = k + 1-re, ezért minden
természetes szamra igaz.

Bi itsuk be, h 1+1++1>1’d természet 3
. Bizonyi — ... + =— > —, minden rmész zamra.
onyitsuk be, ogynle D) o = 3 en n természetes szamra
Megoldas. 1° Igazoljuk az éllitast n = 1-re.
1
— > — vagyis az allitas n = 1-re igaz.
22 1 1 1 1
2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra: 1 + ) + ...+ % > 7
3° Igazoljuk most az allitdst n = k + l-re. Azt kell valéjaban belatnunk, hogy
1 1 1 1
——t+ —— + ...+ ————— > — isigaz. Ekk
K2 ke Ty 7o e bR
1+1++1_1+1++1+1+1 1>
k+2 k+3 7 2k+1) k+1 k+2 7 2k 2k+1 2k+2 k+1°
1 1 1 1 1 2k+242k+1-2(2k+1)
> -+ + — ==+ =
2 2%+1 2k+1) k+1 2 202k + 1)(k + 1)
1 4k+3—4k—2 1 1 1
= _ 4 =_ 4 >
2 22k+1)(k+1) 2 22k+1)(k+1) — 2
1
mivel > (0. Ezzel belattuk, hogy az allitas igaz n = k + 1-re, ezért

22k + 1)(E+1)
minden természetes szamra teljestl.
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3-7-11---(4dn—1 /3
5. Bizonyitsuk be, hogy 0. 13- 242 n 13 < T3 minden n € N esetén.
3

3
Megoldas. 1° Igazoljuk az &llitast n = 1-re. Azt kell igazolni, hogy R < =
Mivel ekvivalens atalakitas utan kovetkezik, hogy

5~ \/ 7 725 ~7-25

igy az allitas n = 1-re igaz.

711 (dk—1
2° Tegytik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra: 2 : g 3. E‘Uf " 13 < 4]:; 3

3¢ Igazoljuk most az allitdst n = k + 1-re. Azt kell valéjaban belatnunk, hogy
3-7-11---(4k+3) _
5-9-13---(4k +5) 4k +7

11---(4k — 1)(4k + 3) 3 4k+3 [ 3 (4k +3)%
13-+ (4k + 1)(4k + 5) 4k+3 4k+5 V4k+3 | (dk+5)2

B 3 (4k+3)2 3 ‘(4k+3)(4k+7)< 3
4k +3 (4k+5)2  \4k+7 (4k + 5)2 4k +7

teljesiil, hiszen

is igaz. Ekkor

ot W
Nol |

(4k +3)(4k +7) 16k + 40k + 25 — 4 4
= —1-— <1
(4k +5)? 16k + 40k + 25 (4k +5)?

Ezzel belattuk, hogy az egyenlotlenség igaz n = k + 1-re, ezért minden természetes
szamra teljesiil.

1 1 1
6. Igazoljuk matematikai indukciéval, hogy — + ——= + -+ -+ —= > y/n, minden n > 2
V1oV2 Vn

természetes szamra.

1 1
Megoldas. 1° Az éllitas n = 2-re igaz, mert az — + — > V2 igaz allitas.
g g NG g
2° Tegyiik fel, hogy az allités ig k L N
egyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz — — .
vVioV2 VR
3¢ ITgazoljuk most az egyenlotlenséget n = k + 1-re, azaz hogy — + —= + -+ +
1% y gy g gy VI V2
> vk + 1. Induljunk ki a bal oldalbdl. Ekkor
VET1 :
Ly Ly > VE+
VioV2 vk \/ \/
k 1+1 1
_VEVET T+ >\/E\/E+ _VFT
VEk+1 VEk+1

ahol a £ + 1 > k egyenltlenség minden £ természetes szamra teljesiil. Ezzel az
egyenlGtlenséget igazoltuk n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.
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7. Igazoljuk matematikai indukcioval, hogy n! > 2" minden n > 4 természetes szamra.

Megoldas. 1° Az allitds n = 4-re igaz, mert a 4! > 2% azaz a 24 > 16 igaz allit4s.
2¢° Tegyiik fel, hogy az allitds igaz n = k-ra, azaz k! > 2F.

3° Igazoljuk most az egyenlétlenséget n = k + 1-re, azaz hogy (k + 1)! > 2k+L
Induljunk ki a bal oldalbél. Ekkor

(k+ 1) = (k+ 1)k > (k+1)2" > 2. 2F = 2F

ahol a k 4+ 1 > 2 egyenlotlenség minden k > 4 természetes szamra teljesiil. Ezzel az
egyenlGtlenséget igazoltuk n = k + 1-re, ezért minden természetes szamra igaz.

. Igazoljuk a Bernoulli-féle egyenlétlenséget:

1+z)">14+nz, z>-1,
majd az altalanositdsat, ha az x; szdmok mindegyike azonos el6jelii:

(I4+z)(14z)..0+a,) > 1+ +a0+--+x, v, >—1, i=12,...,n

Megoldas. Tekintsiik el6szor a Bernoulli-féle egyenl6tlenséget.

1°n =1esetén 1 +x =1+ x, azaz tulajdonképpen az egyenléség teljestil.

29 Tegyiik fel, hogy a Bernoulli-féle egyenlotlenség teljesiil n = k-ra, azaz hogy
(1+2)*>14+kx, z>-1.

3° Igazoljuk az &llitast n = k 4 1-re, azaz hogy (1 + )" > 1+ (k+ 1)z, = > —1
is igaz. Ekkor

I+ =Q+2)1+2)">Q+2)A+kr) =1+ (k+ Do+ ka* > 14 (k+ 1)z,
mivel kz? > 0. Ezzel a Bernoulli-féle egyenl6tlenség igazoldst nyert.

Tekintsiik most az altalanos Bernoulli-féle egyenlétlenséget.
1°n =1 esetén 1 + 21 = 1 4+ 21, azaz tulajdonképpen az egyenloség teljestil.
2° Tegyiik fel, hogy az altalanos Bernoulli-féle egyenlétlenség teljesiil n = k-ra:

(I+a)(1+mz)...04+ap) > 141+ + - Fap, x;>-1, i=1,2...k
3¢ Igazoljuk az allitdst n = k + 1-re, azaz hogy
(I+x)(14+m)...(T+apy) > 142 20+ + Tpua,
;> —1,1=1,2,..., k+1isigaz. Ekkor
(T+x)(I+me).. . (IT+ap)(l+aps1) > T +zy+20+ -+ ap) (L +ap41) =

=1l+zi+ao+ -+ 26+ Tpp1 + T18h1 + ToTppr + -+ -+ Tplppr 2
>1+x+x0+ -+ xp + 21, mivel zixpq + Toxp + -0+ xpxpe >0

ugyanis az x; szamok mindegyike azonos elgjeli. Ezzel az altalanos Bernoulli-féle
egyenlOtlenség igazolast nyert.
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. . , , , 1 1 3
9. Igazoljuk, hogy barmely n > 2 természetes szam esetén — + — +---+ — < —.
22 32 n? — 4
Megoldas. Mivel az indukcids 1épés itt nem alkalmazhatd, médositjuk az allitast,
és helyette egy élesebb (erésebb) éllitast fogalmazunk meg;:
1 N 1 P 1 - 3 1
22 32 nz =4 n
12 Az allita 2-re i t L <3 L 1<1' Allitéa
z allitds n = 2-re igaz, mert az — < — — — azaz az — < — igaz allitas.
. 2 2’1 14_4g1 3 1
2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, azaz 2 + 3 +-- 5 < 1%
3¢ Igazoljuk most az egyenlotlenséget n = k 4 1-re, azaz hogy
1 . 1 P 1 - 3 1
22 32 (k+1)2 4 k+1
Induljunk ki a bal oldalbél. Ekkor
1 N 1 P 1 N 1 - 3 1 N 1 - 3 1
22 32 k2 o(k+12~4 k (k+1)2 "4 k+1
és ez teljessé teszi a bizonyitast. Ennek amddszernek az a lényege, hogy nem magat
az allitast sikeriilt igazolni, hanem egy élesebb (er&sebb) &llitast.
10. Egy kor szel6i a korlemezt tartomanyokra bontjak. Bizonyitsuk be, hogy a tar-

tomanyok kiszinezheték két szinnel gy, hogy minden tartomany egyszinti, és bar-
mely két tartomany, amelynek van kozos hatarszakasza, kiilonbozé szinti legyen.

Megoldas. Jelolje n a kor szel6inek szamat.

1°n = 1 esetén a kor egyetlen szel6je a korlemezt két tartoméanyra bontja, amelynek
kozos hatarszakasza a szelonek a kor belsejébe esé darabja. Szinezziik most az egyik
tartomanyt az egyik szinnel, a masikat pedig a masik szinnel. Egy szelo esetén tehat
az allitas igaz.

2° n = k, azaz tegyiik fel, hogy meghuztunk k darab szelot, és megvaldsitottuk a
kivant szinezést.

3° n = k + 1-re kell igazolni az &llitast. Vegyiik fel tehat a (k + 1)-edik szel6t, és
egyik oldalan keletkez6 tartomanyok szinezését hagyjuk meg, a masik oldalan levd
tartomanyok mindegyikének szinezését pedig véltoztassuk a masik szinre. FEzzel
elérjiik, hogy ha a (k + 1)-edik egyenes egy tartoményt két részre osztott, akkor a
két rész kiillonbozo szinre lesz kifestve, tovabba azt is, hogy két olyan tartomanyt,
amelyeknek kozos hatarszakasza van, tovabbra is kiilonboz6 szint lesz. FEzzel a
feladat allitasat bebizonyitottuk.
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3. Racionalis algebrai kifejezések

3.1. Algebrai mennyiségek és kifejezések

Az abécé betiiivel barmilyen értékii szamokat jelolhetiink. A szamokat helyettesité betiiket
és a szamokat algebrai mennyiségeknek nevezziik. Ha az algebrai mennyiségeket, valamint
ezek egész kitevGjli hatvanyat és gyokét a négy alapmiivelet véges szamu alkalmazasaval
kapcsoljuk ossze, algebrai kifejezést kapunk. Ilyen példdul a jol ismert 2(a + b) kifejezés,

amely a téglalap kertiletének képlete, ha a és b a téglalap kiilonboz6 oldalai, vagy az an

kifejezés, amely a haromszog tertiletképlete, ha a a haromszog alapja, h pedig a hozza tar-
toz6 magassag, valamint a v/a? + b? kifejezés, amellyel a derékszogl haromszog atfogdjat
tudjuk kiszamolni, amennyiben a és b a derékszogli haromszog befogoi.

Egy algebrai kifejezést akkor neveziink raciondlis algebrai kifejezésnek (vagy algebrai
tortkifejezésnek), ha abban csak racionélis algebrai miiveletek szerepelnek, vagyis csak
az Osszeadds, kivonds, szorzas (ezzel egyidejiileg a hatvényozds) és az osztds miivelete. A
pontos definicié a kovetkezoképpen adhaté meg:

3.1. Definicio.
1° A walés szamok szimbdlumai (1,3,0,—2, —, V2, ...) racionalis algebrai kifejezések.
2° A wdltozok szimbolumai (z,y, z,a,b,c, ...) raciondlis algebrai kifejezések.
A
3° Ha A és B raciondlis algebrai kifejezések, akkor (A + B), (A — B), A-B és B is
raciondlis algebrai kifejezések.
4° Raciondlis algebrai kifejezést csak az 1°, 2° és 3° szabalyok véges szami alkalmazdsdval
kaphatunk.

r+y , ar’+br+c
és

T —y 3+ 1

tortkifejezések, viszont \/x és 2+ 34/a nem azok, csupan algebrai kifejezések, mert ezekben

szerepel a valtozok gyokvonasa is.

3.1. Példa. A fenti definicié értelmében /3, 3a — b, algebrai

Ha az algebrai mennyiségeket, valamint ezek egész kitevojii hatvanyat és gyokét csak a
szorzas és osztas véges szamu alkalmazasaval kapcsoljuk Ossze, egytagiu algebrai kifejezést

(monomot) kapunk. A betii vagy betiicsoportok elétti szamot egyitthatonak nevezzik.
2

2ab
Monomok példaul az 5z, v/3a?, —4y/zy?z* és a y Ve algebrai kifejezések, amelyekben

3
rendre 5, /3, —4 és 2 az egyiitthaté.
Ha az algebrai kifejezés nevezojében nem szerepel valtozo, akkor azt algebrai egész kife-
jezésnek nevezzilk. Az egytagu algebrai egész kifejezéseket az Oszeadas és kivonds mii-
veletével Osszekapcsolva, tdbbtagi algebrai egész kifejezéseket (polinomokat) kaphatunk.
Ilyenek példaul a 7, —/5, 222 4+ 3z + 1, = + vy, amelyek kozill az elsé kettd dllandd (kons-
tans), a harmadik egyvdltozds, a negyedik pedig kétvdltozds. A tobbtagu algebrai egész
kifejezésben az Osszeadds és kivonas sorrendjét felcserélhetjiik. A tagok szamat tekintve
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az els6 kettd egytagi kifejezés (monom), a negyedik kéttagi kifejezés (binom), a harmadik
pedig hdromtagi kifejezés (trinom). A tobbtagu egész algebrai kifejezésben az Gsszeadds
sorrendjét felcserélhetjiik.

Valamely algebrai egész kifejezés fokszdma egyenld az egy-egy tagban el6forduld betiité-
nyezok hatvanykitevoinek osszege koziil a legnagyobbal.

Azokat az egytagu kifejezéseket, amelyek legfeljebb egyiitthatéjukban kiilénboznek, egy-
nemi tagoknak nevezzilk. Egynemi egytaguakat igy adunk o6ssze, hogy az egyiitthatoikat
osszeadjuk, a betlitényezoket pedig valtozatlanul leirjuk. Ezt mas szdval Osszevonasnak
is szokas nevezni.

3.2. Nevezetes alaku szorzatok - algebrai azonossagok

Minden algebrai tortkifejezést felirhatunk tobb kiilonbozo alakban. Ilyen példaul az
a(b+ ¢) = ab+ ac. Az ilyen egyenlGségeket, amelyek a benniik szereplé valtozék min-
den lehetséges értékére igazak, azonossagoknak nevezziik. Ebben a fejezetben az algebrai
egész kifejezések azonos dtalakitdsaival (identikus transzformdacicival) foglalkozunk, ame-
lyek az Osszeadas, kivonas és szorzds miveletek tulajdonsagaibdl kovetkeznek. Az elsé
ilyen szabaly a szorzas miuveletének az Osszeadasra és kivonasra vonatkozd disztributiv
tulajdonsagat fejezi ki.

3.1. Tétel. Ha A, B, C és D algebrai kifejezések, akkor
1°A(B+C)=AB+ AC,

2° A(B—-C)=AB — AC,

3° (A+ B)(C + D) = AC + AD + BC + BD.

3.2. Példa. A disztributiv torvény alkalmazasaval tudunk polinomokat Osszeszorozni,
mint példaul 2z(a 4+ b) = 2ax + 2bx esetén, illetve polinomokat szorzatra bontani, ha
ellenkez6 irdnyban hasznéljuk a szabalyt, mint példaul az ax + ay — az = a(z + y — 2)
esetben.

3.2. Tétel (Négyzetek kiilonbsége). Az A és B algebrai kifejezésekre érvényes, hogy
A* -~ B*=(A—-B)(A+B).
Bizonyitds. Alkalmazzuk a jobb oldalon a disztributiv és a kommutativ szabalyt. Ekkor
(A—B)(A+B)=A>+ AB— BA—-B*=A>+ AB— AB — B* = A> - B%.
<

3.3. Példa. A négyzetek kiilonbségét felhaszndlva bonthatjuk tényezékre a kovetkezo
kifejezéseket:

v —4 (z —2)(z +2),
2z +3)—(r—4)? = 224+3-2+4)2z+3+x—4)=(z+7)(3x — 1),
7' =16 = (2 —4)(2®+4) = (v — 2)(z + 2)(2* + 4).

3.3. Tétel (Binom négyzete). Ha A és B algebrai kifejezések, akkor
(A+B)?=A*>+2AB+B* ¢és (A—DB)*>=A*>-2AB+ B*
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a bal oldalon a disztributiv, majd a kommutativ szabélyt. Ekkor
(A+B)? = (A+B)(A+B) = A>*+ AB+BA+B* = A+ AB+ AB+B* = A>+2AB+ B,

(A-B)?=(A-B)(A-B) = A>~AB—-BA+B* = A>- AB—AB+B* = A>-2AB+ B>
&

3.4. Példa. A binom négyzet, vagyis a teljes négyzet képlete alapjan adodik, hogy

(ax —by)* = a®2® — 2abxy + by,
101> = (100 + 1)* = 10000 + 200 + 1 = 10201.

3.4. Tétel (Trinom négyzete). Ha A, B és C algebrai kifejezések, akkor

(A+ B+C)*= A+ B*+ C*+2AB + 2AC + 2BC.
Bizonyitds. Alkalmazzuk a bal oldalon a disztributiv, majd a kommutativ szabélyt. Ekkor
(A+B+0C)* = (A+B+0)(A+B+C) = A+ AB+AC+BA+B*+BC+CA+CB+C? =
= A+ AB+AC+AB+B?+BC+AC+BC+C? = A*+ B*+C*+2AB +2AC +2BC.

&

3.5. Példa. A trinom négyzet képlete alapjan adédik, hogy

2\ 2 9 . 22
<2x—y+—) =42 +y" + — — 4oy + 222 — yz.

2 4
3.5. Tétel (K6bok Gsszege és kiilonbsége). Ha A és B algebrai kifejezések, akkor
A*+ B*=(A+ B)(A* - AB+ B*) ¢és A*—B*=(A- B)(A>+ AB + B?).

Bizonyitas. Alkalmazzuk a bal oldalon a disztributiv, majd a kommutativ szabalyt. Ekkor

(A+ B)(A* — AB + B?) = A*> — A’B + AB* + A°B — AB? + B® = A® + B3,

(A= B)(A*+ AB+ B?) = A* + A’B + AB* — A’B— AB* - B* = A* - B>,
<
3.6. Példa. A kobok osszegének és kiillonbségének képlete alapjan bonthatok tényezokre
az 13 — 8 és (x + 1)3 + 125 egész algebrai kifejezések a kovetkezSképpen:

P -8 = 2°—2%= (v —2)(a® + 22 +4),
(z+1)P+125 = (2+ 1P +5°=(@+1+5)((z+1)* =5 +1)+5%) =
= (z+6)(z°+2r+1—52 —5+25) = (z+ 6)(2* — 3z + 21).

3.6. Tétel (Binom kébe). Ha A és B algebrai kifejezések, akkor

(A+B)* = A*+3A°B+3AB* + B* ¢és (A—B)>=A*-3A’B +3AB> - B
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Bizonyitds. Alkalmazzuk a bal oldalon a disztributiv, majd a kommutativ szabélyt. Ekkor
(A+ B)?=(A+ B)*(A+ B) = (A>+2AB+ B*)(A+ B) =
= A+ A’B+2A’B +2AB* + AB*> + B* = A*> + 3A>B + 3AB? + B?,
(A-B)*=(A—-B)*(A—B)=(A>-2AB + B*)(A- B) =
= A — A’B - 2A’B + 2AB® + AB* — B* = A*> - 3A’B + 3AB* — B®.

3.7. Példa. A binom kobének képletével kiszamithatjuk példaul, hogy

99% = (100 —1)* = 100° —3-100%-143-100-1*—1* = 1000000 — 30000 + 300 — 1 = 970299,

vagy megallapithatjuk, hogy
(z+2)P=2*+3-2°-2+3-2-22+2° =27 + 62° + 127 + 8,

illetve belathatjuk, hogy

a® —9a* + 27a — 27 = (a — 3)*.

FELADATOK.
Bontsuk tényezokre a kovetkezd algebrai egész kifejezéseket.

1. ot — 222y + 9% — 22 =2
Megoldas.

ot —20%y -2 = (2t -2y +yP) - P =
2

2. 2pg — (r* —p* —¢*) =7
Megoldas.

g — (P —p*— ) = g—1?+p + ¢ =+ 2+ ) — 1P =
= (p+q)-r’=@+ta-—r)p+q+r)

3. 2 — ="

Megoldas.

¥ -2 = 2@® 1) =20 - D" +1) =
r(z® - D@+ 22+ D@+ 1)@ -2 +1) =
= 2(z— 1)+ D)@+ +D)(@2* -2+ 1) +2° + 1) —2* +1).
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4. a® —2401a =7
Megoldas.

a® —2401a = a(a* — 2401) = a(a® — 49)(a® +49) = a(a — 7)(a + 7)(a® + 49).
5. mnx? + (mq + np)x + pq =7
Megoldas.

mnz® + (mq +np)x +pqg = mnz® +mgr + npr + pg =
= maz(nz + q) + p(nx + q) = (nx + q)(mx + p).

6. ' +27+1=
Megoldas.

4+l = 2+l -2t = (P + 1) -2t =
= @+ 1-2)@?+1+2)=(@* -z +1)(2*+z+1).

7. a' +4="
Megoldas.

at+4 a* +4a® +4 —4a* = (a* +2)* — (2a)* =

= (a®*+2—2a)(a®+2+2a) = (a* — 2a + 2)(a® + 2a + 2).

8. * at + 522y + 6yt =7
Megoldas.

ot + 5%y + 6yt = 2t 4 627y + 9yt — 2%yt — 3yt =

ot + 62%y% + 9yt — (2 — 3y?) =
2+ 3y%)" — y*(2® - 3y°) =

2%+ 3y?) (2 + 3y® — 9?) =

2%+ 3y?) (2% + 297).

('
(
(
(«

9. * 20" + 0% +40* + b+ 2 =7
Megoldas.

268 + 0% + 4V +b+2 = (26" +26%) + (b* +20°) + (b + 2) =
= 202+ 1) +0*(b+2)+1-(b+2) =
= 20+ 1)+ (b+2)(b*+1) =

(b +1)(20° + b+ 1).

10. ** a* + 2a3y — 3a®y? — day® — y* =7
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Megoldas.

a* + 2a*y — 3a*y® — 4ay® —y* = (a* + 2d%y + a*y?) — 4a*y? — 4ay® —y*
= a*(a® +2ay +y*) — y*(4a® + day + y*) =
= d’(a+y)’ -y 2a+y)’ =

= (ala+y) —y(2a+y))( (a+y)+y(2a+y)) =
= (a® +ay —2ay — y*)(a® + ay + 2ay + y°) =
(a® — ay — y*)(a* + 3ay + y?).

3.3. Egyvaltozés polinomok

Ebben a fejezetben olyan algebrai egész kifejezésekrdl (polinomokrdl) lesz sz6, amelyben
egy valtozo szerepel. Az ilyen kifejezéseket rendezéssel mindig a

P(z) = apnx™ + ap_12" " + ... + asx® + a1 + ag

kanonikus alakra vezethetjiik, ahol n természetes szam vagy nulla, ag, a1, ..., a, pedig
valés szamok. A P(x) kifejezést az z valtozé valds egyiitthatds polinomjanak nevezziik,
amelyben az ag, a, ..., a, szdmokat a polinom egyiitthatdinak nevezziik. Ha a,, # 0, akkor
a P(x) polinom n-edfoku, és a, a P(x) polinom féegyiitthatdja. Barmelyik i = 1,2,....n
esetén a;z° a polinom i-edfoki tagja, a; neve pedig az i-edfoki tag egyiitthatéja; ag-t a
polinom nulladfoki tagjinak vagy dllandd tagjanak (esetleg szabad tagjanak) nevezziik.
A polinomokat kis vagy nagy latin betiikkel jeloljiik. A jelolés tehat: P(x), Q(x), p(z),
Pi(z), ..., stb. lehet. Ha az ag, ay, ..., a, egyiitthaték raciondlis, illetve egész szamok,
akkor raciondlis egytitthatos, illetve egész egyiitthatés polinomroél beszéliink.

Tekintsiik sorba a kovetkezd polinomokat.

Ha ay # 0, akkor Py(z) = a; -z + ap els6foku (linedris) polinom,
ahol a; az els6foku (linedris) tag egyiitthatéja a féegytitthatd, ap pedig az allandé tag.
Ha ay # 0, akkor Py(z) = as - 2° +a;y - ¢ + ay  mésodfoki polinom,

ahol ay a masodfoku tag egytitthatéja a féegyiitthatd, a; az elséfoku (lineéris) tag egytitt-
hatéja, ag pedig az allando tag.

Ha a; # 0, akkor Ps(z) = aj - 234 ay-2°+a, -z +ay harmadfokd polinom,

ahol a3 a harmadfoki tag egyiitthatoja a féegyiitthatd, as a masodfoku tag egytitthatéja,
ay az els6foku (linedris) tag egytitthatéja, ag pedig az dllandé tag.

Ha ay # 0, akkor Py(z) = ay - 2* 4+ a5 - 2° + ay - 2% + ay - x + ap  harmadfoki polinom,

ahol a4 a negyedfoku tag egytitthatéja a féegytitthatd, a; a harmadfok tag egytitthatoja,
ay a masodfoki tag egyiitthatdja, a; az elséfoku (linedris) tag egyiitthatdja, ag pedig az
allando tag.

A fenti polinomok mellett taldlkozunk nulladfokt polinomokkal is. Az n = 0 esetben a
polinom alakja Py(z) = ag. Ezek a nullatdl kiilénbozé szamok. A 0 szdmot is polinomnak
tekintjik, ez lesz a nullapolinom, az egyetlen olyan polinom, amelynek fokszamat nem
definialjuk.
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3.8. Példa. A P(z) = 2? —2x = 1-2? 4+ (—2) - £+ 0 mésodfoki polinomban a masodfoku
tag egyiitthatéja 1 # 0, az elséfoku (linedris) tag egyiitthatéja —2, mig az dllando tag 0.

3.9. Példa. A Q(z) = —2*+z—7=—1-2+0-22+1 2+ 0 harmadfoki polinomban
a harmadfoki tag egyiitthatoja —1 # 0, a masodfoku tag egyiitthatoja 0, az elséfoku
(linedris) tag egyiitthatéja 1, az dllandé tag pedig 7.

3.10. Példa. Az R(z) = 3az? + b’z +a® = 3a - 2*> + b - © + ¢’ polinom z szerint
méasodfokt, ahol a mésodfoki tag egyiitthatéja 3a, az elséfoku (linedris) tag egytitthatéja
b3, az allandé tag pedig a®.

Ugyanakkor az R(x) = 3az? + bz +a® = 16>+ 0-b*+0-b+ 3azx? + a* polinom b szerint
harmadfokt, ahol a harmadfokt tag egyitthatoja 1, a masodfoku tag egyttthatéja 0, az
elséfoku (lineéris) tag egyiitthatéja 0, az allandé tag pedig 3az? + a'.

Az R(x) =3az* + 0Pz +a*=1-a*+0-a®+0-a®>+ 2% - a + b*x polinom viszont a szerint
negyedfoki, ahol a negyedfokiu tag egyiitthatéja 1, a harmadfoki tag egyiitthatdja 0, a
mésodfoki tag egyiitthatdja 0, az elséfoku (linedris) tag egyiitthatéja 22, az dllandé tag
pedig bz

Ha
P(z) = apz” + ap12™ " 4 4 a22® + a1z + ag

adott z valtozods valds egylitthatos polinom, ¢ pedig egy valds szam, akkor a
P(c) =an "+ an AV das- P4 ar e+ ag

szamot, melyet tgy kapunk, hogy a P(x) polinom kifejezésében az x valtozdt a ¢ szdmmal
helyettesitjiik és a kijelolt miiveleteket elvégezziik, a P(x) polinom értékének nevezziik
x = c-ben.

3.11. Példa. A P(z) polinom esetében P(0) = ag, azaz a P(0) érték mindig az adott
polinom allandé tagjét adja, a P(1) = a, + a,—1 + - - - + ag + a1 + ag egyenléség pedig azt
jelenti, hogy a P(1) érték egyenld a polinom egyiitthatéinak sszegével.

3.12. Példa. Ha P(x) = 223 — 322 — 5x + 1, akkor

PO) = 2:-0°-3-0°-5-0+1=0+0+0+1=1,
P(1) = 2-1*-3.1>-5-14+1=2-3-5+1= -5,
P(-1) 2. (-1 =3 (=12 =5-(-1)+1=

= 2-(-1)=3-1-5-(-1)+1=-2-3+5+1=1,
P2) = 2-22-3.-22-5-24+1=2-8-3-4-5-24+1=

= 16—-12—-10+1= —5.
3.2. Definicié. A

P(z) = ap2™ + ap12" "t + ...+ axr® + a17 + ag
és

Q%) = bpa™ + b1 2™+ o+ bax® + by + by

valos egyitthatos polinomok pontosan akkor egyenlok, ha azonos fokiak, azaz n = m és
megfeleld egyiitthatoik megegyeznek, azaz ag = by, a1 = by, ..., a, = b,.



3.3.  Egyvaltozds polinomok 121

3.13. Példa. A P(x) = ax?® + 2z — 2 és Q(z) = ba® + 2 + 22 — 2 polinomok akkor és
csakis akkor egyenléek, ha azonos fokuak, tehat b = 0, igy mindketté masodfoku és ha
a = 1, mert ekkor megfelel6 egytitthatéik egyenldek.

Egyvaltozés polinomokkal konnyen tudunk kiillonboz6 alapmiiveleteket végezni és konnyen
megallapithatjuk, hogy egyvéltozos valés polinomok 0Osszege, kiilonbsége és szorzata is
egyvaltozos polinom. Egy polinomhoz polinomot tgy adunk hozza, hogy a polinom min-
den egyes tagjat sajat eléjelével hozzakapcsoljuk, s ha vannak egynemi tagok, azokat
osszevonjuk. Egy polinombdl polinomot tgy vonunk ki, hogy a kivonandé polinom min-
den tagjat ellenkezd el8jellel kapesoljuk hozza, s az egynemii tagokat (ha eléfordulnak)
osszevonjuk. Monomot monommal gy szorzunk, hogy az egytitthatokat és az egyenlo
alapu hatvanyokat is 6sszeszorozzuk. Polinomot polinommal tgy szorzunk, hogy minden
tagot minden taggal megszorzunk.

3.14. Példa. Ha P(z) = 2® — 22> + x — 3 és Q(x) = 22° + 32 — 4x + 5, akkor

P(z)+Q(x) = (:c3—2x +x—3)+(2x3+3x2—4x+5):
= 1-2° 4+ (- 2) 4+ 1 x4+ (-3)+2-2°+3- 22+ (—4) -2 +5=
= (1+2)-2°+(—2+3)-2°+(1—4) -2+ (-3+5) =
= 3-2°+1-22+(=3) - 2+2=
= 32 +2°—3r+2.

(x3—2x +x—3)—(2x3+3x2—4x+5):

12?4 (— 2) 4124+ (-3)-2-2°-3- 22— (—4)-x -5 =
= (1-— ) P4 (-2-3)- 2+ (14+4) -2+ (-3-5) =
(—1)-2®+(=5) -2 +5 -2+ (-8) =

= —23 — 52?45z —8.

3.15. Példa. Ha P(z) = 2® + x — 3 és Q(z) = —2® + 32? + = + 1, akkor

(*+2-3)+ (2" +322+r+1) =

-2 4+0-224+1-2+(-3)+(-1)-2°+3- 22 +1-2+1=
= (1-1)-2*+0+3)-22+(1+1) -2+ (-3+1) =
0-2°4+3-2°4+2-2+(-2) =

= 322 +22—2.

P(x) +Q(x)

3.16. Példa. Ha P(x) = 2 + 22? + x — 3 és Q(x) = 2* — z + 1, akkor

Pla)+Q(z) = (@ +222+2-3)+ @’ —x+1)=
= 1224222+ 124+ (-3)+0- 2 +1-22 + (1) -2+ 1=
= (1+0)-2*+2+1)-22+(1-1)- 2+ (-3+1) =
= 1-2°4+3-224+0- 2+ (-2) =
= 2432 - 2.
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3.17. Példa. Ha P(z) =z — 3 és Q(z) = 2? + = + 1, akkor

P(z) Q(z) = (z-3) (2" +2+1)=
= 1:c+( 3)-(1-2*+1-2+1) =
1x+1x1x+1x131z—31a¢31—
)2+ (=3-1+1-1)- 2>+ (=3-14+1-1)-a+(-3-1) =
= -2+ (=2)- 22+ (=2) -2+ (-3) =
2 — 227 — 2z — 3.

Konnyen belathato, hogy érvényes az alabbi allitas.

3.7. Tétel. Legyenek P(x) és Q(x) a nullapolinomtdl kilonbiézd valés polinomok. A
P(z) - Q(x) polinom foka egyenlé a P(x) és Q(x) polinomok fokainak dsszegével, viszont

P(z) + Q(x) és P(z) — Q(x) polinomok foka nem nagyobb a P(z) és Q(z) polinomok
fokai kozul a nagyobbiktol.

A valés polinomok osztdsa mar sokkal bonyolultabb miivelet. Ebben a vonatkozasban a
valés egytitthatos polinomok tulajdonsagai az egész szamok tulajdonsagaira emlékeztetnek.

3.3. Definicié. Legyenek P(x) és Q(x) wvalds polinomok, ahol Q(z) nem a nullapoli-
nom. Ha van olyan H(z) polinom, hogy P(x) = Q(z) - H(x), akkor azt mondjuk, hogy a
P(x) polinom oszthaté a Q(x) polinommal, vagy a Q(x) polinom a P(x) polinom osztdja
(tényezdje), maga a H(x) polinom pedig a P(x) polinom Q(x) polinommal vald osztdsanak
hanyadosa.

3.18. Példa. A P(x) = z* — 1 polinom oszthaté a Q(z) = x — 1 polinommal, mert
Plzy=2>—-1=(z—1)(2*+ 2+ 1) = Q(z)(2* + © + 1), tehat az osztds hdnyadosa a
H(x) = 2* + 2 + 1 polinom.

3.19. Példa. A P(x) = 2* + 1 polinom nem oszthaté a Q(z) = x — 1 polinommal, mert
ha lenne olyan H(x) polinom, hogy P(x) = Q(z)H (x), azaz 2*> + 1 = (v — 1) H(z), akkor
ez az egyenl6ség minden valos o értékre igaz lenne, azonban x = 1 esetén a bal oldal értéke
2, a jobb oldal értéke pedig 0, ami azt jelenti, hogy ilyen tulajdonsdgi H (x) polinom nem
létezik.

A polinomok osztdsanak miivelete tehat nem mindig végezheté el a valés polinomok
halmazaban. Tekintsiik eloszor az alabbi allitast, amely a valés polinomok maradékos
osztasat fogalmazza meg.

3.8. Tétel. Barmely két P(x), Q(x) polinomhoz (Q(x) # 0) taldlhatd olyan H(x) és
R(x) polinom, hogy

Px) = Q(x)H () + R(x),
ahol R(x) fokszdma vagy kisebb H(z) fokszamdndl, vagy R(x) = 0. Az ezen feltételnek
eleget tevd H(x) és R(x) polinom egyértelmien meghatdrozott.

3.4. Definicié. A fenti tételben szerepld H(x) polinomot a P(z) polinom Q(x) poli-
nommal vald osztdsabdl adodo hanyadosinak, R(x)-et ezen osztds maradékdnak nevezzik.
Amennyiben R(x) = 0, akkor azt mondjuk, hogy a P(x) polinom oszthaté a Q(x) poli-
nommal, illetve a Q(x) és H(x) polinomok osztoi a P(x) polinomnak:

Q(x)|P(x) és H(x)|P(x).
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Adott polinomok osztasanak hanyadosat és maradékat kétféle médon is meghatarozhatjuk.
Az egyik médszer a hatdrozatlan egyiitthatok maodszere.

3.20. Példa. Osszuk el a P(x) = z* — 323 + 22? + x — 5 polinomot a Q(z) = z*+ 2z — 3
polinommal. Az osztas hanyadosa méasodfoki polinom kell, hogy legyen, a maradék pedig
legfeljebb elséfokt polinom, ezért keressiik ezeket a polinomokat H(r) = az? + bx + c,
illetve R(z) = dx + e alakban. Ekkor teljesiilnie kell az

' —32° + 22+ 2 -5 = (2*+ 22 —3)(ax® + bx+c) +dr +e
egyenloségnek, ahonnan
2t —32% + 227 + 2 -5 = ax’ + (2a+ b)2® + (—=3a +2b+ ¢)z® + (=3b+2c+d)x + (—3c+e).
A polinomok egyenloségének definiciéjabdél adédik, hogy
l=a, —-3=2a+0b 2=-3a+2b+c¢, 1=-3b+2c+d, —-5=-3c+e.

A fenti egyenletrendszer megoldasa

azaz H(z) = 2% — bz + 15 és R(x) = —44x + 40.

A miésik mddszer a tobbszamjegyll szamok osztasanak algoritmusdhoz hasonld, vagyis
a polinomok korében, éppen tgy, mint az egész szamok korében, létezik a maradékos
(euklideszi) osztds algoritmusa.

3.21. Példa. Ahhoz, hogy elosszuk a P(z) = x* — 32® + 22?2 + x — 5 polinomot a
Q(x) = 2% 4+ 2x — 3 polinommal, osszuk el el8szor a fétagokat egyméssal: x? : 22 = 22
Ezutédn szorozzuk meg a Q(z) polinomot a kapott 2> monommal, ez az z* + 22% — 322
polinom lesz, majd vonjuk ki a kapott polinomot a P(z) polinombdl. A megolddsunk a
—523 + 52?2 + & — 5 polinom, amelynek —b5z3 fétagjat el kell osztani z-tel. A kapott —bz
hényadossal ismét megszorozzuk a @(x) polinomot, és igy folytatjuk tovabb az eljarast
mindaddig, amig nem kapunk 0-at vagy a Q(z) polinomt6l kisebb foku polinomot, vagyis
ebben az esetben els6fokt polinomot. A fenti eljarast igy irhatjuk le:

(' =32 +22° + 2 —5): (2 + 22— 3) =2* — 5x + 15
2t + 223 — 322

53+ 522+ —5

—52% — 102% + 15z

1522 — 142 — 5
152% 4+ 30x — 45

—44x + 40
Tehat a hdnyados H(x) = 2* — 5z + 15, a maradék pedig R(z) = —44x + 40, vagyis
gt —32% +22° + 2 — 5 = (22 + 22 — 3)(2® — 5z + 15) — 44z + 40.
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3.5. Definicié. Ha a P(z) valds polinom esetén van olyan ¢ valds szim, hogy P(c) =0
(vagyis ha a P(x) polinom eltinik, mikor a vdltozd helyére a c¢ szdmot helyettesitjik),
akkor c-t a P(x) polinom (vagy a P(x) =0 egyenlet) gyikének nevezziik.

3.9. Tétel (Bezout-tétel). A P(z) polinom (z—c) elséfoki polinommal valé osztdsanak
maradéka egyenlé a P(x) polinom P(c) értékével v = c-nél.

Bizonyitas. Legyen
P(z)=(x—c)Q(x)+ R .

Vegyiik mindkét oldal értékét x = c-ben:
Plc)=(c—0)Q(c)+ R=R,
ami igazolja allitasunkat. ©

Ebbol adédik az alabbi rendkiviil fontos kdvetkezmény:

3.1. Kovetkezmény. A ¢ szam akkor és csak akkor gyike a P(x) polinomnak, ha P(x)
oszthato (x — c)-vel.

Fontos: a P(x) = 2" +a, 12" ' +...+asx*+a,x+ag alaki egész egyiitthatés polinomokat
a, = 1 miatt normalt polinomoknak nevezziik, és normalt polinomok esetében az egész
gyokoket a P(x) polinom ag allandé tagja osztdinak halmazaban kell keresni, mert ha van
egész gyok, akkor biztosan benne van ebben a halmazban.

3.22. Példa. Bontsuk tényezdkre az P(z) = x® —62%+ 112 —6 polinomot. Prébalkozdssal
megkaphatjuk, hogy P(1) = 0, mivel 1 benne van a P(x) polinom —6 szabad tagja
osztéinak {£1,£2, £3, £6} halmazdban. A fenti kévetkezménybdl tudjuk, hogy ekkor a
P(z) polinom oszthaté x — 1-gyel. Végezziik el az osztast. Ekkor

(2° — 62 +11x —6): (v — 1) =2> =50 +6

2 — 22
—52% + 11z — 6
—52% + bz
6x — 6
6x — 6
0

P(x) = (z —1)(2* =52 +6) = (v — 1)(2* — 20 — 32+ 6) =
=(x—1)(z(x—2)=3(x—2)) = (x —1)(z —2)(z — 3).
A fent mondottak miatt érdemes foglalkoznunk a P(x) polinom = — ¢ els6foku polinom-

mal val6 osztasanak kovetkezo mddszerével, amely egyszeriibb, mint a kozonséges osztasi
algoritmus. Ezt a modszert Horner elrendezésnek nevezziik.
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Legyen
P(z) = apz”™ + ap_12™ " + .+ a2 + a1z + ag,
és legyen
P(r) = (¢ = )Q(x) + 1, (3.1)
ahol

Q(x) = b1 2™+ by0x" % + 4 box? + by + by

Osszehasonlitva (3.1)-ben z egyenl6 kitev6jli hatvanyainak egytitthatéit, nyerjiik:
Ap = bn—l )

Ap—1 = bn—2 - Cbn—l )
ap—2 = bn—3 - Cbn—2 )
a; = b() — Cbl s
ap =1 — cby .
Ebbdl kovetkezik, hogy b,_1 = ay,, bp_1 = cbp +ap, k = 1,2,....n — 1, azaz a bp_,
egylitthatot ugy kapjuk, hogy az el6z6 egytitthatot, by-t szorozzuk c-vel, s ehhez hozzaad-
juk a megfelel6 a; egyiitthatot; végil r = cby + ag, azaz a maradék is, mely mint tudjuk
P(c)-vel egyenld, ugyanezen szabdly szerint adédik. Igy tehét a hdnyados egyiitthatéi és a

maradék 1épésrol 1épésre megkaphatdk azonos miiveletek elvégzésével, melyeket tablazatba
lehet helyezni.

3.23. Példa. Osszuk a P(r) = 22° — 2* — 32 — 352% + x — 3 polinomot x — 3-mal.
Alkossunk egy téblazatot, melyben a vonal f6l6tt jobbra a P(z) polinom egyiitthat6i
helyezkednek el, baloldalt a megfelel6 ¢ érték, a vonal alatt pedig a hanyados megfelelo
egylitthatoi és a maradék, melyeket 1épésrol 1épésre szamitunk ki:

3]2] -1 | -3 | —35 | 1 | -3
12[3-2—-1=7[3-5-3=12[3-12-35=1|3-1+1=4[3-4-3=9

A keresett hdnyados tehdt Q(z) = 2 2% +5- 23+ 1222 + 1- 2 + 4, a maradék pedig
r = P(3) =9. A szdmitdsok alapjdn felirhat6, hogy

22° —xt —32° =352 + v —3 = (2 — 3)(22" + 5% + 1227 + v +4) +9.

3.24. Példa. Osszuk a P(z) = 2* — 823 + 2 + 42 — 9 polinomot z + 1-gyel.

—1|1|-8] 1] 4 ]9
| 1[-9]10] -6 -3

A keresett hanyados tehdt Q(z) = 1-2® + (—=9) - 2? + 10 - x + (—0), a maradék pedig
r = P(—1) = —3. Ezért felirhat6, hogy

2t =82 +2* +4x — 9= (z+1)(z° — 92° + 10 — 6) — 3.

Ezek a példak mutatjak, hogy a Horner-elrendezés felhasznalhaté polinomok értékének
gyors kiszamitasara a valtozo adott értéke mellett.
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FELADATOK.

1. Egyenléek-e a P(x) = (x—2)(z+1)(x+3) és Q(x) = x[x(x+2) — 5] — 6 polinomok?

)=
Megoldas. Igen, P(x) = Q(x), mivel
(

Px)=(r—2)(z+1)(z+3) = (v —2)(2® + 42 +3) = 2° + 22° — 52 — 6

)
és Q(z) = z[x(r +2) — 5] — 6 = z[x* + 27 — 5] — 6 = 2° + 22 — 5z — 6.

2. Hatdrozzuk meg a P(x) és Q(z) polinomok P(x) + Q(x) Osszegét, P(x) — Q(x)
kiilonbségét, P(z) - Q(x) szorzatat és a 2P(x) — 3Q(x) kifejezést, amennyiben
P(x) = -2+ 22— 20 és Q(x) = 2> + 2 + 1.

Megoldas.

P)+Q(z)=—2+2* - 20+ 2> +o+1=—2°+22° — 2 + 1,

Plx)—Qx)=—a®+2° —20 —2° —x—1=—2° — 30 — 1,
P(x) - Q(z) = (—2* + 2* — 22) - (2 + 2 + 1) = —2® — 22° — 2* — 2z,
2P(x) — 3Q(z) = 2(—a® + 2® —22) = 3(2® + v+ 1) = —22° — 2* — Tz — 3.

3. Hatdrozzuk meg a Q(z) = P(x —1)+ P(x) + P(z +1) polinomot, ha P(x) = 2 —z.
Megoldas.

Q(z) = Plx—1)+P@)+Plx+1)=(z—1P°—(z—1)+2° —z+(z+1)* = (z+1) =
=3 -3 +3r—1—a+1+22—ax+2+322+3x+1—2—1=32>+ 3.

4. Adottak a P(z) = 2* +2+1, Q(z) = 2* =222 +1 = (22 —1)? és R(z) = 2® — 322 + 1
polinomok. Igazoljuk, hogy érvényesek az aldbbi azonossdgok minden a € R esetén.
a) P(a) + P(—a) =2, b) P(1+a)+ P(1—a)=6+6a* c¢)Qa)—Q(—a)=0,
d) Q(1+a)—Q(1—a) =8a®, e) R(a)—R(—a)=2a®, f)R(1+a)+R(1—a)= —2.
Megoldas.

a) Pla)+P(—a)=d*+a+1+(-a)P —a+l=d*+a+1—-a*—a+1=2,

b) P(l+a)+P(l-a)=(1+a)+1+a+1+(1-a)’+1—-a+1=
=14+3a+3a>+a®>+1—3a+3a>—a®>+4 =6+ 6a°,

c) Qa)—Q(—a)=a"—2a>+1—((—a)* —2(—a)*+1) =
=a' -2 +1—(a"—2a*+1)=0a*—-2a>+1—a*+2a> - 1=0,

d) Ql+a)-Q(1—-a)=(1+a)-1)"=(((1-a)’—1)") =
= (2a +a*)? — (—2a + a*)* = 4a® + 4a® + a* — 4a* + 4a® — a* = 8a?,

e) R(a)— R(—a)=a’>-3a*+1-((—a)’ —3(—a)’*+1) =
=a’ -3 +1—(—a*-3a®>+1)=0a’>-3a*>+1+a®+3a* — 1 = 2d°,

f) Rl+a)+R(1-a)=1+a)’-3014+a)?+1+(1-a)-3(1-a)P+1=
=1+3a+3a*+a®>—-3—-6a—3a*>+1—3a+3a>—a*—3+6a—3a>+2=
= -2
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. Szémoljuk ki a P(z) = 2z* — 323 + 42? — 52 + 6 polinom Q(z) = z* — 3z + 1

polinommal valé osztasanak hanyadosat és maradékat.
Megoldas.

(22% —32% +42* =52 +6) : (2> -3z +1) = 22" + 3z + 11
2zt — 623 + 222
322 + 222 — 55 +6
323 — 922 + 3z
1122 — 8z + 6
1122 — 332 + 11

Tehat a hdnyados H(x) = 22% + 3x + 11, a maradék pedig R(x) = 25z — 5, vagyis
2% — 32 +42? — 52+ 6 = (2° — 3z + 1)(22* + 3z + 11) + 252 — 5,

224 — 323 + 4a? — 25x —
x* —3z° + 4o 5x+6:2x2+3x+11+ d5r — 5

illet - .
Hetve 2 —3x+1 22 -3z +1

. Szamoljuk ki a P(x) = 23 — 32° — 2 — 1 polinom Q(z) = 32% — 2z + 1 polinommal

val6 osztasanak hanyadosat és maradékat.

Megoldas.
3 2 2 1 7
(2 =32 —x—1): (3x —2x+1):§x—§
2 1
3,42 1
z° + 3:B 3
7 4
—gflfz — gl’ —1
T 1T
3 9 9
26 2
__x_ J—
9 9
. , 1 7 , ) 26 2 .
Tehat a hdnyados H(z) = 3T g2 maradék pedig R(z) = “3% g vagyis
1 7 26 2
3 2 — 1= 2 2 1 T ey, e
e (3x r+1) 3% g 59

. =32 —r—1 1 7 1 26 + 2
illetve =—-r——=——"

312 —2x+1 3 9 9 3x2—2x+1
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7. Oszthaté-e a P(z) = 2+323+ 722 +92+4 polinom a Q(x) = x?42x+1 polinommal?

Megoldas. Végezziik el a polinomok osztasanak algoritmusat.

(' +32° + 722 +9x +4): (#* + 20+ 1) =2+ +4
2t 4+ 223 — 22
22+ 622+ 9z + 4
22+ 2% + o
4o? + 8z + 4
4% 4+ 8x + 4

Az osztas maradéka a nullapolinom, a hdnyados pedig H(z) = 22 + x + 4. Ezért
Plx)=2" 432 + 70 + 9z +4 = (2> + 22+ 1) (2 + . + 4) = Q(v)H(x),
vagyis a P(z) polinom oszthaté Q(x)-szel.

8. Szamoljuk ki a P(x) = 22° — 523 — 8z polinom Q(z) = z + 3 polinommal val4
osztasanak hanyadosat és maradékat.

Megoldas. 1. Az osztds maradéka a Bezout-tétel alapjan:

P(=3) = 2-(-3)°-5-(-3)%*-8-(-3) =
2-(—243) —5-(—27) —8-(=3) =
= —486 4135424 =
= —327.

II. A Horner-féle elrendezéssel ebben a specidlis esetben kiszamithaté az osztas
hanyadosa és a maradék is.

A hényados tehat a H(z) = 2- 2%+ (—0) - 23 + 13- 2% + (=39) - z + 109 negyedfoki
polinom, a maradék pedig az R(x) = —327 nulladfoki polinom, vagyis

27° — 5x® — 8x = (v + 3)(22" — 62 + 132 — 39z + 109) — 327.
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II1. Osztasi algoritmussal:

(22° — 523 — 8x) : (x + 3) = 22" — 627 + 132% — 392 + 109
22° + 62
—62* — 513 — 8x
—62* — 1823
1323 — 8z
1323 + 3922
—3922 — 8z
—3922 — 117z
109z
109z + 327

9. Szamoljuk ki a P(z) = x* + 223 — 32? — 4z + 1 polinom Q,(r) = z — 1, majd
Q2(x) = x + 1 polinommal valé osztasanak hanyadoséat és maradékat.
Megoldas. Ha P(z) = (v — 1)Hy(x) + ry és P(x) = (z + 1)Ha(x) + rq, akkor az
osztas maradéka a Bezout-tétel alapjan:
rm=P1) = 1*"+2-1*-3-1>-4-14+1=

= 14+2-1-3-1-4-141=

= 14+2-3—-4+1=

= 3.

ry=P(-1) = (=1)*+2- (=1 =3-(-1)*—4-(-1)+1=
= 142 (-1)—-3-1—-4-(-1)+1=
1-2-3+4+1=
= 1.

A Horner-féle elrendezés alapjan adodik, hogy

3| —-411
410 |1

1]1]2]|-3|-4] 1 —1|1]2]|
EEICE R B

tehat a megfelel§ osztas hanyadosa a Hy(z) = | - 23 +3- 22+ 0 -z + (—4), illetve
a Hy(z) = 1 23+ 12?2 + (—4) -  + 0 harmadfokt polinom, a maradékok pedig
r1 = —3, illetve r, = 1. Ennek alapjan kovetkezik, hogy

et 4+ 20% 327 —dr+1=(2—1)(2° +32° —4) =3 = (v + 1)(z* + 2° — 42) + 1.
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10.

11.

12.

Hatédrozzuk meg a p valés paraméter értékét gy, hogy a P(z) = 2° + 3z* + 5z +p
polinom oszthaté legyen x — 2-vel.

Megoldas.

2|1
|1

Az osztas maradéka 0, ha 90 + p = 0, ebbdl pedig p = —90.

[0JoJ5] p
| 10|20 [ 45 | 90 +p

1w

O

Hatarozzuk meg az a és p valés paraméterek értékét tgy, hogy a
P(x) = 2* + pa*s® — 5a*z + a*

polinom oszthaté legyen x — a polinommal.

Megoldas.

4

a‘l‘O‘ pa? ‘ —5a? ‘ a
|1 a]@+pa® [ (p—1Da® | (p—3)a’

Az osztds maradéka 0, ha (p — 3)a* = 0, ebbdl pedig p — 3 = 0 vagy a* = 0, azaz
p =3 vagy a = 0.

Hatdrozzuk meg a P(x) = x'%° — 225! +1 polinom z*—1 polinommal val osztésanak
maradékat.

Megoldas. Mivel a P(z) = 2'% — 22°" + 1 polinom z? — 1 polinommal valé
osztasanak maradéka egy R(z) = ax + b alaki linedris polinom, ezért

P(z) = (2* — 1)H(z) 4 azx + b,

ahonnan a és b értékét kell meghatarozni. Helyettesitsiink x helyére 1-et, majd
—1-et. Mivel

P1)=1"-2.1""4+1=1-24+1=0
és
P-1)= (=DM —2. (=1 +1=1-2- (- +1=1+2+1=4,
ezért x = 1-re
P(1)=(1*-1)H(1)+a-1+b, ahonnan a-+b=0,
xr = —1-re pedig

P(-1)=((-1*-1)H(~1) +a-(=1)+b, ahonnan —a+b=4.

A kapott a + b =0, —a + b = 4 egyenletrendszer megoldasa a = —2 és b = 2, tehat
az osztas maradéka az R(x) = —2x + 2 lineéris polinom.
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13. A P(z) polinom x—1 polinommal valé osztdsanak maradéka 3, a P(x) polinom z—2
polinommal valé osztasanak maradéka pedig 4. Mennyi a P(z) polinom (z—1)(z—2)
polinommal val6 osztasdnak maradéka?
Megoldas. Mivel masodfoki polinommal osztunk, ezért a maradék legfeljebb
elsofokt polinom lehet, vagyis

P(z) = (x — 1)(z — 2)H(z) + ax + b,
ahonnan a és b értékét kell meghatarozni. Helyettesitsiink x helyére 1-et, majd 2-t.
Ekkor
PlHy=1-1)1-2)H(l)+a-14+b és P(2)=(2—-1)(2—-2)H(2)+a-2+Db,
azaz az
a+b=3, 2a+b=4

egyenletrendszer adodik, amelynek megoldasa a = 1 és b = 2, tehat a keresett
maradék az R(x) = x + 2 lineéris polinom.

14. Oszthaté-e a P(z) = (22 + 2 — 1)*" 4 (22 — 2 + 1)1 — 2 polinom az 2 — x
polinommal?
Megoldds. Mivel 22 — z = x(x — 1), ezért a P(z) polinom oszthaté az 2% — x
polinommal, ha a P(x) polinom oszthaté az x polinommal is és az x — 1 polinommal
is. Az adott polinomok oszthatosaganak feltétele a Bezout-tétel alapjan az, hogy
P(0) =0 és P(1) =0 egyid6ben teljesiiljon. Mivel
P(0) = (0*+0—1)"*" +(0° =0+ 1)* " =2 = (=) + 1M =2 = —141-2 = -2
és
P(1) = (P+1-1)* "4 (12 =141 =2 = (=1)* M+ 1M -2 = 141 -2 = -2,
ezért az oszthatosag nem teljestl.

15. Oszthaté-e a P(z) = (2?2 + x — 1)?92 + (22 — z + 1)*2 — 2 polinom az z* — x
polinommal?
Megoldas. Mivel most
P(()) _ (02 +0 o 1)2012 4 (02 o 0_'_ 1)2012 o 2 — (_1)2012 4 12012 o 2 — 1+ 1 . 2 _ O
és
P)=(P+1-1)P2 (1214 1)*2 -2 = (-1)*? 412 —2=14+1-2=0,
ezért az oszthatosag teljestiil.

16. Bontsuk tényezékre a P(z) = x* — 522 + 4 polinomot egész gyokei segitségével.

Megolddas. A lehetséges egész gyokok halmaza {+1,42, +4}. Prébalgatassal
megkapjuk, hogy P(1) = P(—1) = P(2) = P(—2) = 0, a Horner-elrendezés
segitségével pedig a felbontas a kovetkezo 1épésekben torténhet:
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, azaz P(z) = (z —1)(2® + 2* — 4z — 4),

, azaz P(z) = (x — 1)(z — 2)(2* + 3z + 2),

, azaz P(x)=(x—1)(z —2)(z 4+ 1)(x +2).

17. Bontsuk tényez8kre a P(x) = 2°—6x2+ 152 — 14 polinomot egész gyokei segitségével.

Megoldas. A lehetséges egész gyokok halmaza {41, +2,+7, £14}. Prébalgatassal
megkapjuk, hogy P(2) = 0, az Gsszes tobbi esetben a polinom értéke nem nulla,
vagyis a P(z) polinomnak csak egy egész gyoke van. A Horner-elrendezés segitségével
a felbontas most a kovetkezo:

6|15 —14 |
4171 0

2]1]
1]

18. Bontsuk tényezékre a P(x) = x° + 22* — 423 — 422 — 52 — 6 polinomot egész gyokei
segitségével.
Megoldés. A lehetséges egész gyokok halmaza {+1,4+2,+3,+6}. Prébalgatassal
megkapjuk, hogy P(—1) = P(2) = P(—3) = 0, az 6sszes tobbi esetben a polinom
értéke nem nulla. A Horner-elrendezés segitségével a kovetkezo felbontashoz jutunk:

, vagyis P(x) = (z —2)(2* — 4z + 7).

_; 1 ? _ﬁ _14 _2 _06 P(x) = (z+1)(z"+2° — 52" + z - 06)
3|13 1 ]3]0 = (z+1)(z—2)(2+ 32> + 2+ 3)
tfof 1]0 = (z+1)(z—2)(z+3)(2” +1).

19. Bontsuk tényezékre a P(z) = 2° + 22 — 823 — 22 — 22 + 8 polinomot egész gyokei
segitségével.
Megoldés. A lehetséges egész gyokok halmaza {+1,42, +4, +8}. Prébalgatassal
megkapjuk, hogy P(1) = P(2) = P(—4) = 0, az Gsszes tobbi esetben a polinom
értéke nem nulla. A Horner-elrendezés segitségével a kovetkezo felbontashoz jutunk:

. 1 2) _2 _(13 _g 3 P(z) = (x—1)(z*+ 32> — 52° — 62 — 8)
5 —_ — —

4155470 = (z—1)(z —2)(a° + 52° + 5z + 4)

Lilp 10 = (z-1D(@x-2)(z+4) (x> +x+1).

20. Felbonthaté-e tényezOkre a P(x) = x* + 2 + 522 + 42 + 4 polinom az egész gyokei
segitségével?
Megolddas. A lehetséges egész gyokok halmaza {+1,42, +4}. Prébalgatassal

megkapjuk, hogy a polinom értéke egyik esetben sem nulla, tehdt a polinom az
egész gyokei segitségével nem bonthatd tényezdkre, mert nincsenek egész gyokei.
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3.4. Polinomok legnagyobb kozos osztdja és
legkisebb kozos tobbszorose

A valds polinomok oszthatosagat mar definialtuk az el6z6 fejezetben. Az elmondottak
alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezd fontos allitast.

3.10. Tétel. A Q(x) polinom akkor és csak akkor osztdja a P(x) polinomnak, ha van
olyan H(x) polinom, hogy

A kovetkezokben megfogalmazzuk, hogy mit értiink két polinom legnagyobb k6zos osztdjan
és adunk egy eljarast két polinom legnagyobb kozos osztdjanak meghatarozasara.

3.6. Definicié. Legyen P(x) és Q(x) két tetszdleges valds egyiitthatds polinom. Azt
mondjuk, hogy a H(x) polinom P(x) és Q(x) kézos osztoja, ha H(x) mindkét polinomnak
osztoja. Ha e két polinomnak a nulladfokd polinomokon kivil nincs mds kézos osztoja,
akkor azt mondjuk, hogy relativ primek.

3.7. Definicié. A P(z) és Q(x) polinomok legnagyobb kizos osztdjinak neveziink egy
olyan D(x) polinomot, amely kizds osztdja e polinomoknak, s eqyittal minden mds kézds

osztdjukkal oszthato. Jele: LKO(P(z), Q(x)).

3.8. Definicié. A P(z) és Q(x) nullapolinomtdl kiilénbozd polinomok kézos tobbszirdsének
neveziink minden olyan polinomot, amelynek P(x) és Q(x) is osztdja. A P(x) és Q(x)

polinomok legkisebb kiézds tobbszordsének nevezziik azt a polinomot, amely a P(x) és Q(x)

polinomok kézos tobbszdrdse és egyittal a P(x) és Q(x) polinomok minden mds kiézds

tobbszordsének osztoja. Jele: LKT(P(x),Q(x)).

Euklideszi algoritmus. Az egész szamok esetében létezik az euklideszi algoritmus-
nak nevezett eljaras, amelynek segitségével eloallithatd két egész szam legnagyobb kozos
osztoja. Ez a mddszer alkalmazhatd polinomokra is, s maga az algoritmus a kovetkezo:
Legyen P(x) és Q(x) két tetszbleges valds egyiitthatds polinom. Osszuk el P(z)-et Q(z)-
szel; altalaban kapunk valami R;(x) maradékot. Ezutdn Q(x)-et osztjuk R;(x)-szel és
kapjuk az Ro(r) maradékot, R;(z)-et osztjuk Ro(x)-szel és igy tovabb. Minthogy a
maradék fokszama minden 1épésnél csokken, ezért az osztasoknak ebben a sorozataban
el kell érniink egy olyan pontig, ahol a soron kovetkezd osztas mar maradék nélkiil
elvégezhet s ezért az eljardas megszakad. Az az Ry (z) maradék, mellyel az el6z6 Ry_1(x)
méar maradék nélkiil oszthaté, éppen P(z) és Q(x) legnagyobb kozos osztéja lesz.

frjuk le az el6z6 bekezdésben elmondottakat egyenldségek sorozatanak alakjaban:

P(z) = Q(x)S () + Ry(7),

Q(z) = Ry(x)S(z) + Ra(x),
Rl(l’) = RQ(LL’)Sg(SL’) + Rg(l’),
Rk_g(l’) = Rk_g(l’)sk_l(l’) + Rk_l(l’),
Ry—a2(x) = Ry—1(2)Sk(2) + Ri(x),
Rk_l(l’) = Rk(l’)S}H_l(LL’)
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Az utolsé egyenléség mutatja, hogy Ry(x) osztdja Ry_i(x)-nek. Innen kévetkezik, hogy
az utolsé elétti egyenléség jobb oldaldn mindkét Gsszeadandé oszthaté Ry(x)-szel, s igy
Ry (x) osztdja Ry_o(x)-nek is. Ugyanigy tovdbbhaladva felfelé, azt talaljuk, hogy Ry(x)
osztéja Ri_s(x)-nek, ..., Ro(x)-nek és Ry(zr)-nek is. Innen a mésodik egyenl6ség alapjan
kovetkezik, hogy Ry (x) osztéja Q(x)-nek is s ezért az elsé egyenl6ségbdl kifolydlag P(x)-
nek is. Igy tehat Ry (z) kozos osztéja P(x)-nek és Q(x)-nek.

Tekintsiik most a P(z) és Q(z) polinom tetszbleges D(x) kozds osztéjat. Mivel a fenti
levezetésben az els6 egyenléség bal oldala és a jobb oldal elsé dsszeadandéja oszthatd D(x)-
szel, azért Ry(x) is oszthaté vele. Attérve a masodik egyenloségre, majd a tovabbiakra
ugyanilyen médon, azt kapjuk, hogy Ry(z), R3(x), ... mind oszthaté D(z)-szel. Végiil, ha
méar bebizonyitottuk, hogy Ry_o(z) és Ry_1(x) oszthaté D(x)-szel, akkor az utolsé elétti
egyenléséghl nyerjiik, hogy Ry(z) is oszthaté vele. gy tehat Ry(x) csakugyan P(z) és
Q(z) legnagyobb kozos osztdja. Belattuk tehat, hogy barmely két valds polinomnak van
legnagyobb kozos osztdja és mddszert is talaltunk ennek kiszamitasara.

Ha a P(z) és Q(x) polinom legnagyobb kozos osztdja D(z), akkor e polinomok legna-
gyobb kozos osztdjanak vélaszthattuk volna a C'D(x) polinomot is, ahol C' tetszoleges
nullatél kiilonbozoé szam. Mas széval két polinom legnagyobb kozos osztéja csak nul-
ladfoku tényezo6tdl eltekintve van egyértelmiien meghatarozva. Emiatt kikothetjik, hogy
két polinom legnagyobb kozos osztojanak féegyiitthatdjat mindig 1-nek vélasztjuk, azaz
normalt polinomnak. Kihasznalva ezt a feltételt azt mondhatjuk, hogy két polinom akkor
és csak akkor relativ prim, ha legnagyobb kozos osztéjuk 1.

3.25. Példa. Hatarozzuk meg a kovetkezd két polinom legnagyobb kozos osztéjat:
P(z) = 62° + 312° + 42 — 5, Q(x) = 22* + 237 + 11.
Osszuk el P(z)-et Q(x)-szel:
(62° 4 312? + 42 — 5) : (22% + 23z + 11) = 32 — 19
62° + 692 + 33

—3822 —29x — 5
—38z2 — 437x — 209

408z + 204 = 204(2z + 1)
Az els6é maradék 204-gyel valé osztds utan Ry (x) = 2x + 1. Osszuk el vele Q(x)-et.

(222 +23z+11): 2z +1) =2 + 11
202 — 1

22z + 11
22z + 11

A mésodik maradék tehat Ry(x) = 0, a keresett legnagyobb kozos oszté az el6zd 1épés
maradéka, tehdat LKO(P(z),Q(x)) = 2z + 1.
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3.26. Példa. Hatdrozzuk meg a kovetkezd két polinom legnagyobb ko6zos osztojat:
P(z) =2 4+ 32° —2® — 4o — 3, Q(x) = 32° + 102% 4 22 — 3.

Ha az euklideszi algoritmust egész egytitthatés polinomokra alkalmazzuk, akkor a tort
egylitthatok elkeriilése céljabdl megszorozhatjuk az osztandot vagy eloszthatjuk az osztot
barmely zérotol kiillonbozo szammal, éspedig nemcsak valamelyik soron levo osztas kezde-
tekor, hanem ilyen osztas kozben is. Ez természetesen a hanyados eltorzitasara vezet,
de a benntinket érdeklé maradékok csak egy nulladfoku tényezovel szorzdédnak, ami a
legnagyobb kozos osztéd keresésénél megengedheto.

Osszuk el P(z)-et Q(x)-szel, miutan az el6bbit szoroztuk 3-mal:

3z + 92° —32* — 122 —9) : (32° +102° + 22 —3) =1 + 1
32t + 1023 + 222 — 3z

—2° — 52 — 97 — 9 (—3-mal szorozunk)

32° + 1522 + 272 + 27

32 + 102> + 22 —3

522 + 252 + 30

Igy tehédt az elsd maradék 5-tel val6 osztds utdn Ry(z) = 22 + 5z + 6. Osszuk el vele a
Q(z) polinomot.

(323 + 102 + 22— 3) : (2 + 52 +6) =3z — 5

32° 4 152° + 18z

—5x% — 162 —3
—52% — 252 — 30
9z + 27

A mésodik maradék tehdt 9-cel val6 osztas utdn Re(z) = x + 3. Ri(z) = Re(z)(z + 2)
miatt, Ry(x) lesz az utolsé maradék, mellyel az utolsé el6tti (maradék nélkiil) oszthato.
Ez lesz tehdt a keresett legnagyobb kozos oszté: LKO(P(z),Q(x)) =z + 3.

A bemutatott Euklideszi algoritmus egy altaldnos eljaras, amellyel eloallithato két vagy
tobb polinom legnagyobb ko6zos osztdja, de nagyon sok esetben igen hosszadalmas és bony-
olult. Most bemutatjuk polinomok legnagyobb kozos osztéjanak egy sokkal egyszertibb
eléallitasat, amely akkor alkalmazhatd, ha a polinomokat felbonthatjuk olyan tényezokre,
melyek tovabb mar nem bonthatok.

3.27. Példa. Tekintsiik a P(z) = 23 + 2? — 4z — 4 és Q(z) = 2* + 4z + 3 polinomokat.
Mivel P(z) = 2*(z + 1) =4z +1) = (z+ 1)(2* —4) = (. + 1)(z — 2)(z + 2), Q(x)
polinom gyo6két pedig keressiik a {£1,+3} halmazban. Prébalkozédssal megéallapithatjuk,
hogy P(—1) = (—=1)? 4+ 4(=1) +3 =1—4+3 = 0, azaz Q(z) oszthaté az x — (—1) =
x + 1 polinommal, igy a Horner-féle elrendezéssel vagy klasszikus osztédsi algoritmussal
megkaphatjuk, hogy Q(x) = (z + 1)(z + 3). Koénnyen belathaté, hogy kozos oszté x + 1,
s hogy ezzel minden més kozos oszt6 is oszthatd, tehdt LKO(P(x), Q(x)) = = + 1.
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3.28. Példa. A P(z) = (x + 13>+ 2+ 1)? ¢ Qz) = (z+ 1)*(x — 3)(2* + 2z + 1)
polinomok legnagyobb kozos osztdjanak a P(z) és Q(x) polinomokban szereplé = + 1 és
22 + 2 + 1 kozos oszték tényezbi kell legyenek, a kitevd pedig a kisebbik kell hogy legyen
azon kitevék koziil, melyek a P(z) és Q(x) polinomokban szerepelnek, tehéat = + 1 esetén
ez a 2, 12 + z + 1 esetén pedig az 1. Tehdt LKO(P(z),Q(x)) = (z + 1)*(2* + = + 1).

3.29. Példa. Tekintsiik most a mér tényezékre bontott P(x) = (3z—1)3(z—5)3(2?+2)3,
Q(z) = Bx—1)*(z+5)*(2*+2)? és R(z) = (3x —1)°(z —7)(2? +2)° polinomokat. Ekkor
LKO(P(x),Q(z), R(z)) = (3z — 1)3(2* + 2)*.

3.30. Példa. Bontsuk tényezdire a P(x) = 2> — 5z + 6 és Q(z) = z* + 5x + 6 poli-
nomokat. Keressiik a polinomok gyokeit a {41, £2, +3, 46} halmazban. Prébalgatassal
megkaphatjuk példaul, hogy P(2) = 0 és Q(—2) = 0. Ekkor a Horner-féle elrendezéssel
azt kapjuk, hogy

5|6
30"

—2 |1
1]

Ebbél adédik, hogy P(z) = (z — 2)(z — 3) és Q(x) = (x + 2)(z + 3), valamint hogy
LKO(P(x),Q(z)) = 1. Ez azt jelenti, hogy a P(x) és Q(x) polinomok relativ primek.

és

3.31. Példa. Hatdrozzuk most meg a P(z) = 2° + 2° — 4z — 4 és Q(x) = 2* + 4o + 3
polinomok legkisebb kozos tobbszorosét. Mivel tudjuk, hogy P(x) = (z+1)(z —2)(z +2)
és Q(x) = (z 4 1)(x + 3), ezért hasonléan, mint a szamok esetében, a legkisebb kozos
tobbszoros minden tényezot tartalmaz, amely a két polinom valamelyikében szerepel,

tehdt LKT(P(z),Q(z)) = (z 4+ 1)(z — 2)(z + 2)(z + 3).

3.32. Példa. A P(z) = (x +1)3(2?> + 2+ 1)? és Q(z) = (x + 1)*(x — 3)(x*> + = + 1)
polinomok legkisebb ko6zos tobbszorosében szerepelnie kell minden tényezének, amelyek
a P(z) és Q(z) polinomok valamelyikében szerepelnek, s ha kozos tényezokrél van sz,
akkor a lehet& legnagyobb kitevot kell venni azok koziil, melyek a P(x) és Q(z) polinomok
valamelyikében szerepelnek. Tehédt = + 1 esetében ez a 3, v — 3 esetében az 1, 22 +x + 1
esetében pedig a 2, s igy LKT(P(x),Q(x)) = (v + 1)3(x — 3)(2* + = + 1)2.

3.33. Példa. Tekintsiik most a mér tényezdékre bontott P(x) = (3z—1)3(z—5)3(2?+2)3,
Q(z) = Bz —1) 2 +5)?(22+2)%* és R(x) = (3z —1)°(x — 7)(z* + 2)° polinomokat. Ekkor
LKT(P(z),Q(x), R(x)) = (3x — 1)5(x — 5)3(x + 5)?(x — 7)(2* + 2)°.

Legyenek P(z) és Q(z) valdés normdlt polinomok. Ekkor a P(x) és @Q(x) polinomok
legkisebb koz0s tObbszordsének és legnagyobb kozos osztéjanak szorzata egyenlé a P(x)
és @(x) polinomok szorzataval, azaz LKT-t kifejezve:

Px)Q(x)

LET(P(x), Q@) = TH50p@) . ot

3.34. Példa. Legyen P(z) = 2® + 2% — 4o —4 = (z+ 1)(x — 2)(z + 2) és Q(z) =
22 +4x+3 = (z+ 1)(x+3). Mivel LKT(P(z),Q(x)) = (x + 1)(z — 2)(z + 2)(z + 3),
LKO(P(x),Q(z)) =x+1és P(z) - Q(x) = (z + 1)*(x — 2)(z + 2)(z + 3), beldthatjuk,
hogy a fenti egyenléség teljesiil. Ha nem tudjuk szorzatra bontani a polinomokat, akkor
a fenti egyenléséget is hasznalhatjuk a legkisebb kozos tobbszoros kiszamitasara.
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FELADATOK.

1. Euklideszi algoritmus segitségével keressiik meg a valés P(z) = 9z% + 5% + 1 és
Q(x) = 323 + 222 + 1 polinomok legnagyobb kézos osztéjat.

Megoldas. Osszuk el a P(x) polinomot Q(z)-szel:

9zt + 5224+ 1): B + 2224+ 1) =32 —2
(
9z + 62° + 3z

—62% + 522 — 3 +1
—62° — 42% +2

972 — 3z +3 =332 —x +1)
Az els6 maradék 3-mal valé osztds utén Ry(z) = 322 —z+1. Osszuk el vele Q(z)-et.

(Bx*+ 202 +1): (32> —2x+ 1) =a+1
32° — 2+

322 —x 41
3x2 —r+1
0

A mésodik maradék tehat Ry(z) = 0, a keresett legnagyobb kozos osztd az el6z6
1épés maradéka, tehat LKO(P(z),Q(x)) = 32? — x + 1.

2. Euklideszi algoritmus segitségével keressiik meg a valés P(z) = z*—2x% — 42 +-4x—3
és Q(r) = 22° — ba? — 42 + 3 polinomok legnagyobb kozos osztdjat.

Megoldas. Osszuk el P(z)-et Q(z)-szel, miutdn az elébbit szoroztuk 2-vel:

(22" —42® — 82* + 81 —6) : (22° —b5ar® —4xr +3) =1+ 1
22t — 51 — 42* + 3z

2 — 42% + 5x — 6 (2-vel szorozunk)

273 — 82 + 10z — 12

20° — Ba® — 4z +3

—32% + 142 — 15

Igy tehat az elsé maradék Ry (z) = —322+142—15. Osszuk el vele a Q(z) polinomot,
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miutan az utébbit megszoroztuk 3-mal:

(62 — 152 — 122+ 9) : (=32* + 142 — 15) = —22 — 13
62> — 2822 + 30z

132° — 422 +9 (3-mal szorozunk)

3922 — 126x + 27

3922 — 182z + 195

562 — 168 = 56(z — 3)

A mésodik maradék tehat 56-tal val6 osztas utdan Ro(x) = x — 3. Mivel Ry(x)
maradék nélkiil oszthaté Rs(x)-szel, hiszen Ry(x) = (x — 3)(—3z + 5), ezért Ro(x)
lesz az utolsé maradék, mellyel az utolso el6tti (maradék nélkiil) oszthatd. Ez lesz
tehét a keresett legnagyobb kozos oszté: LKO(P(x),Q(z)) = x — 3.

3. Euklideszi algoritmus segitségével keressiik meg a valés P(z) = 4 — 52° + 22
és Q(x) = 3z% — 4x + 1 polinomok legnagyobb kozos osztéjat és legkisebb kozos
tObbszorosét.

Megoldas. Osszuk el P(z)-et Q(x)-szel, miutan az elébbit szoroztuk 3-mal:
(122" — 1523 +32%) : (322 — 4o+ 1) =42 + x + 1
122" — 162° + 4a°

7 — 2 (3-mal szorozunk)

3% — 37

3% — 42 + 2
2? — (3-mal szorozunk)
372 — 3z
32° — 4w — 1

Igy tehat az elsé maradék R, (z) = z—1. Mivel Q(z) maradék nélkiil oszthaté Ry (x)-
szel, hiszen Q(x) = (x — 1)(3xz — 1), ezért Ry(x) lesz az utolsé maradék, mellyel az

utolsé elétti (maradék nélkiil) oszthaté. Ez lesz tehat a keresett legnagyobb kézos
oszt6: LKO(P(z),Q(x)) = x — 1. Mivel

P(2)Q(r) = (42" — 52° + 2?)(32% — 4w + 1) = 122° — 312° + 272" — 92° + 22,

ezért

B P(z)Q(x) 122% = 312° + 272" — 927 + 2
LRL(P(). Q) = TR00P (@), Q) i1 |
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A Horner-féle elrendezés segitségével

112 -31]27] -9 |
|12 -19] 8 |[-1[0]0]0"

—_
e}
e}

vagyis LKT(P(x),Q(x)) = 122° — 192* + 823 — 22

4. Hatdrozzuk meg a valés P(a) = a*> —0?, Q(a) = a®+2ab+b* és R(a) = a® — ab— 2b*
polinomok legkisebb kozos tobbszorosét és legnagyobb kozos osztdjat.
Megoldas. Mivel

P(a) =a*> —b* = (a—b)(a+b), Qa)=a’+2ab+b*=(a+b)?* és

R(a) = a* — ab—2b* = a® + ab — 2ab — 2b* = a(a +b) — 2b(a +b) = (a + b)(a — 2b).
polinomokat. Ekkor

LKO(P(a),Q(a),R(a)) =a+b, és
LKT(P(a),Q(a), R(a)) = (a — b)(a + b)*(a — 2b).

5. Bontsuk tényezékre a P(r) = 2® —22% — 2 — 6, Q(x) = 23 — 622 + 112 — 6 valamint

R(z) = 2* — 23 + 22% + o — 3 polinomokat, ha tudjuk, hogy a polinomoknak van-
nak egész gyokeik. Hatdrozzuk meg mennyi LKO(P(x),Q(x)), LKT(P(x),Q(x)),
LKO(Q(x), R(x)), LKT(Q(x), R(x)).
Megoldas. A P(z) = 2% — 22° — 2 — 6 és Q(x) = 2® — 622 + 11z — 6 polinomok
lehetséges egész gyokei a {+1,+2,+3, +6} halmaz elemei, az R(z) = z* — 2° +
222 + 2 — 3 polinom lehetséges egész gyokei pedig a {#£1,42,4+3} halmaz elemei.
Prébalgatassal megkapjuk, hogy P(3) =0, Q(1) = Q(2) = Q(3) = 0, valamint hogy
R(1) = R(—1) = 0. A Horner-féle elrendezés alapjén kévetkezik, hogy

ahonnan P(z) = (v — 3)(2* + z + 2),

ahonnan Q(z) = (z — 1)(2? — 52 + 6),

| -3 ahonnan R(x) = (z — 1)(z% + 22 + 3),

ahonnan R(z) = (z — 1)(z + 1)(2? — z + 3).

LKO(P(x),Q(z)) =2 —3, LKT(P(x),Q(z)) = (z — 1)(x — 2)(x — 3)(2* + = + 2),
LKO(P(z),Q(z)) = x—1, LKT(P(x),Q(z)) = (v—1)(x+1)(z—2)(z—3) (z*—2+3).
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3.5. Miiveletek racionalis algebrai tortekkel

A raciondlis algebrai tortek esetében, az algebrai egész kifejezésektdl eltéréen, megje-

lenik a tortkifejezések értelmezettségének probléméja. Példaul az algebrai tort

+5

22 =5z +6
az értékekre a tort nevezéje nulla lenne. Ezért minden feladatndl kitlizziik a feltételeket

is a megoldas mellett, és igy ugynevezett ”feltételes azonossagokat” adunk meg.

nem értelmezett © = 2 esetén, az pedig x = 2 és x = 3 esetén, hiszen ezekre

3.5.1. Algebrai tortek egyszeritsitése

Ha a racionalis algebrai tortkifejezésben a szamldlé és nevezd tényezdkre bontasa utan
kozos tényezok alakulnak ki, akkor ezekkel a nullatél kiillonbozo kozos tényezokkel egysze-
risithetjiik a tortkifejezést. Adott A, B és C' algebrai kifejezések esetén érvényes tehat,

hogy

A-B A
2 _ 13
3.35. Példa. Tekintsiik az h algebrai tortet. Tényezokre bontva a szamlalot és a
—a

nevezot adodik, hogy
ab® — b? b*(a — b) —b*(b — a) b

B—a2 bb—a)lb+a) bb—a)bta) bta
ahol az utolso 1épésben a b és b— a kozos tényezokkel osztjuk el a szamlalot is és a nevezot

is, tehat b # 0 és b —a # 0. A —% megoldas b+ a # 0 feltétel mellett értelmezett,
a

valamint az egyszeriisités miatt még a b # 0 és b —a # 0 kittizést is figyelembe kell venni.
3z? — 5x — 2
3.36. Példa. Tekintsiik most az % algebrai tortet. TényezOokre bontas utan
l’ —

kapjuk, hogy
322 —bx—2  (z—2)B3z+1)  3z+1
-8  (z—2)(a2+22+4) 224+20+4
ha z # 2. A 32% — 5z — 2 polinom tényezSkre bontésa a kifejezés dtrendezésével torténhet,
mint 322 —br —2 =322 —6r+x—2 =3z(z —2)+z—2 = (z — 2)(3z + 1) vagy
pedig a Horner-elrendezés segitségével, az 23 — 8 kifejezés viszont kobok kiilonbsége, igy
a megfelel6 azonossag szerint bontjuk fel, amelynek masodfoki tényezdje

420 +4d=2"+20+14+3=(z+1)*+3 >0,
tehat egyetlen x valés szamra sem nulla.
ot + 2?4t

3.37. Példa. Egyszertsitsiik most az algebrai tortet. Ekkor

x3+y3
2 22?4y B (24 + 2222 + y) — 222 B (22 + 12)? — (zy)? B
xd +y? w® +y° (z +y)(2? — 2y +y?)
(@ —ay) (@Yt Fay) 2oy + P
(z +y)(2? — 2y +y?) T +y

ha x +y # 0.
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3.5.2. Algebrai tortek osszeadasa és kivonasa

Ko6z6s nevezoju algebrai torteket igy adunk 0ssze vagy vonunk ki egymasbdl, hogy leirjuk
a kozos nevezot, a szamlalokat pedig osszeadjuk vagy kivonjuk egymaésbol. Ha nem kozos
az Oszeadando vagy kivonandé algebrai tortek nevezoje, akkor kozos nevezo hozzuk Oket.
Az osszeadas vagy kivonds elvégzése utan, ha lehetséges, akkor egyszertisitjik a kifejezést.
Ha A, B, C, D olyan adott algebrai kifejezések, hogy B # 0 és D # 0, akkor

A n C AD+ BC

B~ D  BD
3.38. Példa. Végezziik el a kovetkezd algebrai tortek kivonasat:
3 2a-—1 5 3 2a — 1 5
a 42—1 2a—-1 a (2a—1)2a+1) 2a—1

3(2a —1)(2a+1) — (2a — 1)a — 5a(2a + 1)
a(2a —1)(2a+ 1)
3(4a®> — 1) — 2a* + a — 10a® — 5a
a(2a —1)(2a+ 1)
12a® — 3 — 12a® — 4a
a(2a —1)(2a+ 1)
4a + 3
~a(2a —1)(2a + 1)
= %iﬁ;, a # i% és a#0.
3.39. Példa. Végezziik el a kovetkezo algebrai tortek Osszeadasat:
1 1 1 1
— - = -
a?+a  a*+3a+2 ala+1)  (a+1)(a+2)
a+2+a
ala+1)(a+2)
2(a+1)
ala+1)(a+2)
= ﬁ, a#0, a#-1, é a# —2.
3.40. Példa. Végezziik el a kijelolt miveletet, majd hozzuk legegyszeriibb alakra a
kapott algebrai tortet:

a*+a+1  (a—1)*(a®+7a) a>+a+1 _ala=1)*a+7)

a’ —1 (a+1)(a®+ 6a? — Ta) (a—1)(a®>+a+1) ala+1)(a—1)(a+T7)
1 a—1

a—1 a+1

a+1—(a—1)?

(a—1)(a+1)

a+1—a*+2a—1
(a—1)(a+1)

3a —a?

= — , aF#El, a#0 é a#—T.
a® —1
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3.5.3. Algebrai tortek szorzasa és osztasa

Legyenek A, B, C', D olyan adott algebrai kifejezések, hogy B # 0 és D # 0. Az algebrai
tortek szorzasa és osztasa esetén a jol ismert

4.C_Ac

valamint

Ol Q!
N
Q

szabalyokat alkalmazzuk, mikozben sokszor érdemes a szamlalokat és a nevezdket tényezokre
bontani, s ha lehet, akkor ugyanazon tortek szamlaléit és nevezéit vagy pedig keresztbe
egyszerusitjik.

3.41. Példa. Végezziik el a szorzas miveletét, majd hozzuk legegyszeriibb alakra a
kapott algebrai tortet:

a’ — 2ab + v? a+b _ (a—0)? a+b a—>b

2=  a2+2ab+0> (a—0b)(a+b) (a+b)? (a+b)?
haa—b#0¢é a+b#0, azaz a # +£b.
3.42. Példa. Végezziik el az adott algebrai tortek osztasat. Milyen feltételek mellett

érvényes a kapott eredmény?

2 2 2 2 2(p —
D +2pqﬂ;q : ptqg _ (P +9) ) (p Q)zz, ha p # +q.
P> —gq 2p—=2¢ (—-q)p+q ptgq

3.43. Példa. Rendezziik a kovetkezd emeletes tortet a megfeleld feltételek mellett:

r+1
2
- z*(x+1) x L )
= = 0 +1.
-1 zx—-1)(z+1) z-1 a 270 & o7
22

3.44. Példa. Osszetett kifejezések esetén tobb miiveletet is el kell végezni algebrai
tortekkel egy feladatban, s ekkor figyelni kell arra, hogy melyik miiveletnek van elsobbsége.

6y— (-4 Y ). 4y _
y+2 y—2) y*—2y3+8y—16
Yy —2)—yy+2) ¥’y—2)+8(y—2)

R PR Py 1y -
_ 6y_y(y—2—y—2)_(y—2)(y3+8):
(y—2)(y+2) 4y
_ ey 2 W2 -2y +4)
y+2 4

= 6y +y*—2y+4=
= (y+2)? ha y#0 és y#=+2.
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FELADATOK.

Végezziik el a kijelolt miveleteket a kovetkezo feladatokban, majd hozzuk a legegyszeriibb
alakra a kapott eredményeket.

2 2 2
'393 + 2xy —y _2+10.xy—3y 9
3y? + 4dxy + x2 x2 — 92
Megoldas.

3x2+2:)3y—y2_2+10.a?y—3y2:
3y? + dxy + x? x? — 9y?
B 3x2+2xy—y2—2(3y2+4:cy+:c2)+10. B
3y? + dxy + a2 (x — 3y)(x + 3y)
322 + 2zy — y? — 6y® — Say — 222 B
3y? + dxy + 22 * r+3y
22 — 6zy — Ty? 10y
3y? +4dxy +22  x+3y
(x—Ty)(x+y) 10y
(z+3y)(z+y) x+3y
r— Ty 0y
r+3y x+3y
r+3y
r+3y
= 1, ha z4+y#0 é x+4+3y#0.

1 N 1 N 2 N 4 N 8 N 16
l—2 142 1422 14+2* 1+28 1+ 216
Megoldas.

2. =7

1 n 1 N 2 N 4 N 8 N 16
l—2 142 1422 1424 1428 14216
l1+z+1—=x 2 4 8 16

= + + - - =
1 — 22 1+22 1424 14285 14216

2—|—23:2+2—2x2+ 4 8 16
1— a4 T+at 1428 14216
4+ 4zt + 4 — 4t 8 16

- 1—a8 +1+:)38+1—|—x16:
84 8z%+8—8a® 16

1 — z16 14 x16
16 + 1629 + 16 — 16216

1 — 232
32

= W, ha =z # +1.
— X
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1 1 1 1
3. A= _9
aA D) iDL @r)@+3) @ 3@

Megoldas. Vegyiik észre, hogy az A kifejezés 6sszeadandéi felbonthatok kiilonbségre
a kovetkezoképpen:

1 r+1—=x r+1 T 1 1
wx+1)  a2@+1) 2@+l z@z+1) z z+1
1 r+2—-z—-1 x+2 r+1 1 1
z+D)(z+2) (@+)(z+2) @+DE+2) (@+)(z+2) z+1 z+2
1 r+3-—x—-2 x4+ 3 T+ 2 1 1
(z+2)(z+3) (z+2)(z+3) (@+2)(z+3) (@+2)(x+3) z+2 z+3
1 r+4—x—3 r+4 r+3 1 1

(z+3)(x+4) (z+3)(z+4) (z+3)(x+4) (@+3)(x+4) z+3 z+4
Ezért

. 1 1 N 1 1 N 1 1 N 1 1
o x+1 z+1 42 r+2 x+4+3 r+3 x+4
4 - 1 1
o r+4
A r+4—x
z(r +4)
4
A = m, ha I#O,$%17$%27x#37x%4

yr oo vy o w 147
€T

Megoldas.

2 1 T 1 1 r—y)?+4x
(G2 3o ey
yvox) 2 oy 127

x
r+y

(P P —ay+y? s
N xyd xy? x? = 2xy +y? + dxy
(z+y)®—zy+y®)  xy® Tty

T3 2?2 —axy+y? z(2? + 2zy + y?)
Tty Tty

y  z(r+y)?

1
= —, ha a2y#0 é x+y=#0.
ry
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T —y 4y’ +x
20—y 222+ axy — 42
(Yt day? +a?) s (29 + )
Megoldas.

(Y H+y+ay+a)=?

T —y ?+y*+x
20—y 2224 ay—y?
(4y* +day® +22) - (297 + x)

-(y2+y+my+x) =

r—y 4yt
20—y 22?2+ 2y — xy — Y2
= . 1 1
0 1 1) Wy +1) +z(y+1))
2y +x
rT—y 4yt
2t —y  2zx(z+y)—ylx+vy)
= . 1
20 Tz (y+ Dz +y)

(r-ylzt+y —2* -y’ —=
- By
B R B SR R | i
T e rnp ey Ve
@+ )y D@ +y)

(22 —y) (2 +y)(2y* + z)

1
= yyj%, ha z+y#0, 2 +2#0, 20—y #0.
1 1
- 2 1 — (a? 2 1
6. Rendezziik az A = (a+2) 2-(1—M) kifejezést, ha x = )
. 1 2ax a—1
a+x
Megoldas.
(a+z)>—1
4 - (a+2)2  2ax—1+a*+2?
- (a+z—1)? 2ax
(a+ x)?
4 - (atz—D(a+z+1l) (a+2)’ -1 (at+z+1)
B (a+x—1)2 2ax B 2ax
1 2 A—a+a—1+1\"
a+1+
A = a—1 B a—1
N N 1 N 2a
a-
a—1 a—1
at
_1)2 3
A = %:% ha a#0, a#1, atz—1%0.
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P +4p* +10p+12 p* —3p° +8p
pPP—p*+2p+16  p*+2p+6

7. Mutassuk meg, hogy ha p primszam, akkor A =

is primszam.

Megoldas.
4 - P> +2p° +6p+2p° +4p+12 p(p® —3p+8)
P32 —3p2—6p+8p+16  p2+2p+6
A = p(p* +2p +6) + 2(p* + 2p + 6) .p(p2—3p+8)

Pp+2)=3plp+2)+8(p+2) p"+2p+6
4 o~ WH2p4+6)(p+2) p(p®—3p+8) )
(p+2)(p*—3p+8) p*+2p+6
Valéban, ha p primszam, akkor A = p is primszam, kikotés pedig nincs, mert a
kifejezések, amelyekkel egyszertsitiink, mindig pozitivak.

x+y+z+x+y—z)2_<x+y+z_x+y—z)2

r+y—z T+y+=z rT+y—2z x+y+z
kifejezés értéke nem fiigg x, y és z értékétol.

8. Mutassuk meg, hogy az A = (

Megoldas. Vezessiik be az © +y + 2z = a és x + y — z = b helyettesitést. Ekkor
A= (e Y (e by
 \b o« b a
A = E_‘_é_g_‘_é 94_9_‘_9_9
~\b a b a b «a a

A = b:4, ha z+y+2#0 é x+y—z#0.
a
5p® — 6p + 3 2
9. Mutassuk meg, hogy az A = <4p2 —p+2+ %) : <2p +1+ —p1>
p— p—
kifejezés értéke mindig paratlan szam, ha p # 1 és p € Z.
Megoldas.

Ap* —p* +2p —4p* +p—245p° —6p+3 2p° —2p+p—1+2p
p—1 ' p—1
4 - 4p3—3p+1. p—1
p—1 2p2+p—1
3p° —3p+pd+1

A =

22 +p—1

4 - =D+ e+ DE*-pt1)
22 +p—1

4 - DB -1 +p —p+1)
2p2+p—1

4~ HDB=3pt+p’—p+1)
pPPH+p+p’—1
4 DM —dp+1)

pp+1)+(p-1{p+1)

1)(2p — 1)?
A = (p+ 1) — 1) =2p —1, amely paratlan szam.

(p+1)(2p—1)
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10. Mutassuk meg, hogy ha x # 0, y # 0 és x # +y, akkor az

11

A_ T y Ty . x2y2
L1 a2y (w+y)? =3y
x3 y3

kifejezés értéke mindig pozitiv, ha x és y ellentétes el6jeliiek és mindig negativ, ha
x és y azonos eldjeliiek.

Megoldas.

y—x

Ty Ty % + 2zy + y* — 3wy

Py (w-y)ety) 2y’

x3y3

2%y’ (y — ) _ y 2f —ay +y

(z+y) (@2 —zy+y?) (v—y)(z+y) x2y?
4 - -y

(z —y)(z +y)?
o
(x+y)*

Ha x és y azonos elgjeliiek, akkor a szorzatuk pozitiv és igy A < 0. Ha viszont x és
y ellentétes eldjeltiek, akkor szorzatuk negativ és A > 0.

3.6. Néhany fontosabb egyenlotlenség

Ha az algebrai kifejezéseket azonossagi transzformaciokkal a megfelel6 alakra hozzuk,
akkor kovetkeztethetiink a kifejezés el6jelére, vagyis megallapithatjuk, hogy a vizsgalt
kifejezés a benne szereplo valtozok tetszoleges értékeire milyen elGjelii. Példaul tudjuk,
hogy ha A tetszOleges algebrai kifejezés, akkor A% > 0 és —A? < 0 az A kifejezésben
szereplé valtozok barmely értékére, az egyenloség pedig csak A = 0 esetben &ll fenn.
Ebbdl addédik, hogy algebrai kifejezések négyzeteinek Osszege is mindig nemnegativ. FEzt
a fontos allitast a kovetkezo tételben fogalmazzuk meg.

3.11. Tétel. Legyenek A és B tetszileges algebrai kifejezések. Ekkor
A*+B*>0

az algebrai kifejezésekben szereplo valtozok barmely valos értékére, az eqyenloség pedig csak
A = B =0 esetén dll fenn.

3.45. Példa. A fenti gondolatmenet alapjdn 2> +6x+9 = (z+3)? > 0 minden = € R-re,
ahol az egyenl8ség = —3 érték esetén 4ll fenn, viszont —a? + 4z — 4 = —(z — 2)2 <0
minden z € R értékre, az egyenldség viszont x = 2 esetén igaz.

3.46. Példa. Néhdany masodfoku algebrai egész kifejezés elGjelét is megallapithatjuk a

2 2 2\ 2 2
3
fenti tétel alapjan, mint 2* — xy +9° = ? — ay + yz — yz +y? = <x — yZ) + % >0,
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minden z,y € R esetén, vagy pedig a hozza nagyon hasonlé és szintén gyakran hasznalt

2 2 2\ 2 342
kifejezés esetében, hogyx2+xy+y2:x2+xy+yz—yz—|—y2:(x—i—yz +%20,

minden z,y € R értékre. Az egyenloség mindkét esetben x = y = 0 esetben lesz igaz.

3.47. Példa. Végiil tekintsiink egy Osszetettebb kifejezést.

1
P4y 4+ -y —xr—yr = 5(2x2+2y2+222—2xy—2:)5z—2yz)
1
= 3 [(x2 — 22y + %) + (2* — 222+ 2%) + (v — 2yz + z2)}
1
— 5[(x—y)2+(x—z)2—i-(y—z)z}20

minden z,y,z € R értékre, az egyenlség pedig v = y = z esetén teljesiil. A fenti
egyenlétlenséget 22 + y? + 22 > xy + 22 + yz alakban is felirhatjuk.

3.12. Tétel. Minden x > 0 valds szamra érvényes, hogy

T+ —>2,

T

az eqyenloséq pedig x = 1 esetén all fenn.

Bizonyitds. Induljunk ki az ismert (x — 1)? > 0 egyenl6tlenségh6l, végezziink rajta ekvi-
valens atalakitasokat, majd mutassuk meg, hogy az allitdasunk igaz. Négyzetre emeléssel,
majd atrendezéssel kapjuk az

x2—2x+120, illetve 22+1> 2z

egyenlotlenséget. Mivel x > 0, igy eloszthatjuk a masodik egyenlétlenség mindkét oldalat
x-szel. Ekkor kapjuk, hogy

1
T+ — > 2.
x

Mivel az (x — 1)? > 0 egyenlétlenségben az egyenléség & = 1-re teljesiil, ezért a tekintett
egyenlotlenségben is x = 1-re teljesiil az egyenlOség, s a tétel allitasat igazoltuk. ©

3.48. Példa. Legyenek x1, xs,..., 9011 pozitiv valds szamok és tekintsiik az

1

2

1
To+— <2

Zs3

1

SE2010+$ < 2

2011

1

Toou +— <2
x1

egyenlotlenségrendszert. Az érdekel benniinket, hogy milyen x, xs,..., 2911 pozitiv valds
szamok teljesitik az fenti feltételek mindegyikét. Adjuk 6ssze az egyenl6tlenségeket. Ekkor

az
1 1 1 1
T+ — |+ |22+ — )+ 4| To10+ + | T2011 + < 4022
T T2 L2010 L2011
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egyenlotlenséget kapjuk, ahol a fenti tétel alapjan a bal oldalon a zardjelben levo Gsszegek
mindegyike nagyobb vagy egyenlé 2-nél, tehat mindkét feltétel egyidoben csak akkor tel-
jestl, ha

1 1 1 1
T+ —=2, To+—=2 -, ot =2, xu+ =2,
T T L2010 T2011
azaz ha ry = &g = -+ - = Tyg10 = Too11 = 1.

3.49. Példa. Mutassuk meg, hogy ha = 4+ y > 0, akkor

Tty 3<x3+y3
2 - 2 ’

Induljunk ki a bizonyitandé egyenlétlenségbdl, s végezziink ekvivalens atalakitasokat.

3+ 32%y + 3zy? + y? - 3+ 93
8 - 2 7
2?4+ 3%y + 3wy? + P < 4o’ + 4y,
3% — 322y — 3xy® + 3y° > 0,
2’z —y) =y} —y) >0,
(z —y)(@* —y?) >0,
(z+y)(x—y)*>0.

Mivel a feltétel szerint x +y > 0, s ugyanekkor (z — y)? > 0, igy a kapott 4llitds minden
olyan z,y € R értékre igaz, ahol x +y > 0, tehat a vele ekvivalens egyenlétlenség is igaz,
amelybdl kiindultunk.

Az egyenl6tlenségek bizonyitasa soran sokszor hasznéljuk a nevezetes kozepek kozotti
Osszefiiggéseket. Itt csak a legegyszertibbeket fogjuk megmutatni. Mivel a mértani
kozépben gyok is szerepel, ezért a raciondalis algebrai kifejezésekrdl attériink az algebrai
kifejezésekre.

3.9. Definicié. Legyenek x és y nemnegativ valds szamok (v > 0, y > 0). Ekkor az
T4y

szamot az adott szamok szamtani kozepének, a /xy szamot pedig az adott szamok
mértani kozepének nevezzik.

3.13. Tétel. Az x és y nemnegativ valds szamok (x > 0, y > 0) szdmtani és mértani

kozepe kozott fenndll a
Tty

Vay < 5

osszefiliggés, ahol az eqyenldség x = y esetén érvényes.

Bizonyitds. Induljunk ki a (y/x — /y)* > 0 egyenl8tlenségbél, amelyrdl tudjuk, hogy
minden pozitiv valés = és y szamra fennall. Végezziink ekvivalens transzformacidkat, s
kezdjiik a négyzetre emeléssel. Ekkor az

r—2/xy+y >0

majd atrendezéssel az x4y > 2.,/xy egyenlétlenséget kapjuk, 2-vel valé osztas utan pedig
a kivént egyenlétlenség adédik. Mivel a (/& —/y)* = 0 egyenléség \/z = |/y, azaz x = y
esetén all fenn, igy tehat igazoltuk az allitast. ©
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3.10. Definicié. Legyenek z, y és z nemnegativ valés szamok (x > 0, y > 0, 2 > 0).
r+y+=z
Ekkor az

adott szamok mértani kozepének nevezzik.

szamot az adott szamok szamtani kozepének, a ¥ xyz szamot pedig az

3.14. Tétel. Az z, y és z nemnegativ valds szimok (x > 0, y > 0, z > 0) szamtani és
meértani kozepe kozott fenndll a

r+y+=z

Jryz < 3

osszefuggés, ahol az eqyenloség x = y = z esetén érvényes.

Bizonyitds. Mivel x > 0, y > 0 és z > 0, {gy bevezethetjilkk az x = a3, y = b® és 2 =

helyettesitést, s a kapott egyenleteknek van egyértelmii megoldasa, a = /z, b = ¢y és
¢ = /z,ahol a > 0, b > 0 és ¢ > 0 szintén teljesiil. A 3.47. Példa alapjdn allithatjuk,
hogy a? + b® + ¢ > ab + ac + be. Szorozzuk be ezt az egyenlStlenséget a +b 4 ¢ > 0
kifejezéssel. Ekkor

(@®+0*+F)(a+b+c) > (ab+ac+be)(a+b+c)
adddik, ahonnan beszorzas utan kapjuk, hogy
A +a’b+alc+ab? + b3+ b c+ac’ +b 43 > a’b+ab® +abe+a*c+abe+be? +abe+ b2 e+be?,

rendezés utan pedig azt, hogy
a® + b + & > 3abe.

Visszahelyettesitve az a = /x, b = ¢y és ¢ = /2 kifejezéseket adédik, hogy
T+y+z>3Ve Yz,

ahonnan
r+y+=z

— 2V
illetve a tétel allitasa kovetkezik. Az egyenldség a = b = ¢, illetve /z = {/y = /2, vagyis

r =1y = z esetén érvényes. &

3.50. Példa. A szamtani és mértani kozepek kozott fenndllé Osszefliggés segitségével
igazoljuk, hogy minden z, y és z nemnegativ valos szamra igaz, hogy

(r+y+2)(Ve+Vy+vz) = 9ayz.

Az el6z6 tétel alapjan igaz, hogy

%2«3/@;2 és \/E_I_\ég_l—\/zZ\g/\/E\/@\/z.

r+y+z>3Yayz =3v/22y?2? s Va4 Jy+ V2> 3Yayz.

Osszeszorozva a fenti egyenlStlenségek megfelel oldalait adédik, hogy

(v +y+2) (Vo +y+ Vz) > 3V a2y - 3¢/ayz,

Innen

illetve

(z+y+2) (Vo +y+V2) > 9ayz.
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FELADATOK.
1. Igazoljuk, hogy a, b, ¢ pozitiv valés szamok esetén

ab(a + b) + be(b + ¢) + ac(a + ¢) > 6abe.

Megoldas. Alkalmazzunk ekvivalens atlakitasokat mindaddig, amig nyilvanvaléva
nem valik az egyenlotlenség érvényessége. E célbdl alakitsuk at a baloldali kifejezést.

a’b + ab® + b’c + be? + a’c + ac® > 6abc,

a(b? — 2bc + ¢*) + b(a® — 2ac + ¢*) + c(a® — 2ab + b*) + 6abe > 6abc,
a(b—c)* +bla—c)* + cla—b)* > 0.

2. Igazoljuk, hogy a, b, ¢ pozitiv valés szamok esetén

(a+0)(b+ c)(a+ c) > 8abe.

Megoldas. Alkalmazzuk haromszor a 3.13. Tételt. Ekkor
(a+b)(b+c)(a+c) > 2Vab- 2Vbe - 2v/ac = 8V a2b?c2 = abe.

3. Igazoljuk, hogy a, b, ¢ pozitiv valés szamok esetén
1 1 1

(a+b+c) (—+—+—) > 9.
a b ¢

Megoldas. Alkalmazzuk kétszer a 3.14. Tételt. Ekkor

1 1 1 . 111 fab
(@+bte)(—+-+-)>3Vabe -3¢/~ - - —9¢/2. 2. C—9¥l=0.
a b ¢ a b c a

4. Igazoljuk, hogy a, b, ¢ pozitiv valés szamok esetén
a?(1 4 %) 4+ b*(1 + ) + (1 + a®) > 6abe.
Megoldas. Alkalmazzuk el6szor a 3.13. Tételt, majd a 3.14. Tételt. Ekkor
1+ + P14+ )+ A1 4+d®) > a? 2V - 1+ 2V 14+ -2Va? - 1 =
= 2a%b + 2b%c + 2ac® = 2(a®b + b*c + ac®) > 2 - 3Va2b - b2c - ac? = 6abe.
5. Igazoljuk, hogy a pozitiv valés szam esetén

2a® + 11 > 9a.

Megoldas. Alkalmazzuk kétszer a 3.14. Tételt. Ekkor

20 +11 = (@®+1+ 1)+ (a*+8+1) >3Va3-1-1+3Va3-8-1=3a+3-2a = 9a,

mivel az egyenloség nem tud teljestilni.
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4. Linearis egyenletek, egyenlotlenségek
és egyenletrendszerek

4.1. Linearis egyenletek

4.1. Definicié. Minden olyan egyenletet, amely ekvivalens dtalakitasokkal
ar =b

alakra hozhato, ahola ésb adott valos szamok, x pedig az ismeretlen, x-ismeretlent linedris
algebrai egyenletnek nevezunk.

4.2. Definicidé. Legyenck a és b tetszoleges valos szamok. Az ax = b linedris egyenlet
megolddsa minden olyan xy valds szdm (ha létezik ilyen), amelyre teljesil az axy = b
eqyenloség, vagyis, ha az xo szam kielégiti az axr = b egyenletet.

Megoldani az egyenletet annyit jelent, mint megtaldlni az 6sszes megoldédsat, vagy megmu-
tatni, hogy az adott egyenletnek nincs megoldasa. Az egyenlet megolddsanak menete az
eqyenldség-reldacio tulajdonsagain alapszik. Ezeket a tulajdonsagokat a kovetkezo tételben
fogalmazzuk meg.

4.1. Tétel. Legyenck B, J, By, J, és K tetszileges algebrai kifejezések. Jelolje B az
egyenlet bal oldaldt, J pedig az egyenlet jobb oldaldt. Igazak a kovetkezo dllitasok:

1° Az egyenlet B bal oldala lecserélhetd eqy vele identikusan megegqyezd By kifejezéssel,
azaz

B=B = (B=J<+= B, =).

2° Az egyenlet J jobb oldala lecserélhetd eqy vele identikusan megeqyezé Jy kifejezéssel,
azaz

J=Ji= (B=J<= B=J).

3° Ha a K Fkifejezés értelmezett minden olyan valos szamra, ahol a B és J kifejezések is
értelmezettek, akkor az egyenlet mindkét oldaldhoz hozzdadhatjuk a K kifejezést, azaz

B=J<«<— B+K=J+K.

4° Ha a K kifejezés értelmezett minden olyan valds szimra, ahol a B és J kifejezések
is értelmezettek és K # 0, akkor az egyenlet mindkét oldaldat megszorozhatjuk a K kife-
jezéssel, azaz

B=J<+<=B-K=J- K.

4.3. Definicié. Két egyenlet egymdssal ekvivalens, ha megolddshalmazaik megegyeznek,
azaz

ElNE2<:>M1:M27
ha Ey és Ey jeloli a két egyenletet, My és My pedig a megfeleld megolddshalmazokat.
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4.1. Példa. Tekintsuk az

42 2 —4

Ey: 2=0, FE,: =0, Fs: 20=0 és Ly: =0
1@ A = +2 B T

egyenleteket, melyek megoldéashalmazai, ugyanebben a sorrendben,
M1 = {—2}, M2 = (Z), M3 = {—2} és M4 = {2}

Mivel a megoldashalmazok koziil csak M; = Mjs, igy Ey ~ Ej3, vagyis a megadott egyen-
letek koziil csupan az els6 és harmadik egyenlet ekvivalens egymaéssal.

4.4. Definicid. Ha eqy egyenletenek eqy és csakis eqy megolddsa van, akkor azt mondjuk
rd, hogy hatdrozott, ha végtelen sok megolddsa van, akkor hatdrozatlannak nevezzik, ha
pedig nincs eqy megolddsa sem, akkor ellentmondasos eqyenletnek mondjuk.

A definicéban szereplé fogalmaknak megfeleléen kimondhat6 a kovetkezd tétel.

4.2. Tétel. Legyenek a és b tetszoleges valds szamok. Az ax = b linedris egyenlet

1° egyértelmiien megoldhato, azaz hatdrozott, ha a # 0 és ekkor a megolddsa x = —,

Q| o

2° nem megoldhato, azaz elentmonddsos, ha a = 0 és b # 0, mert most a 0 -z = b
egyenletet lehetetlen teljesitens,

3° megoldhato és végtelen sok megolddsa van, azaz hatdrozatlan, ha a =0 ésb =0, hiszen
ekkor a 0 - x = 0 egyenletnek minden x € R szam megolddsa.

4.2. Példa. A 3(z +2)* + (22 — 1)* — 7(z + 3)(x — 3) = 28 egyenlet hatdrozott, mert
négyzetre emelés és beszorzds utan a 3z% + 120 + 12+ 42 — 4o + 1 — 722 +63 — 28 =0
ekvivalens egyenletet kapjuk, amelybdl rendezés utan a 8r 4+ 48 = 0 linedris egyenlet

kovetkezik, ahonnan z = 5= —6 az egyetlen megoldas, vagyis M = {—6}.
4.3. Példa. A 75’33_6 + 3x2+6 g

beszorzas utan a 14x — 124+ 9x + 18 = 30x — 7x + 6 egyenletet kapjuk, amelybol rendezés
utan a 23x — 23z = 6 — 6, illetve 0 - z = 0 egyenlet kovetkezik, amelynek minden valds
szam megoldasa, vagyis M = R.

egyenlet hatdarozatlan, mert 6-tal vald

4.4. Példa. Az (; — 3) -4 = 2z — 1 egyenlet ellentmonddasos, mert rendezés utan a
2z — 12 = 22 — 1 linedris egyenletet kapjuk, amelybdl 0 - x = 11 kovetkezik. Ennek az

egyenletnek nincs egy megolddsa sem, a megolddshalmaz az tireshalmaz, az M = ().
I. Linearis egyenletre visszavezethet6 nemlinearis algebrai egyenletek

Sok esetben a nemlinedris egyenletek megoldasa visszavezetheté linedris egyenletek meg-
oldasara. Példaul, ha az egyenlet bal oldala felirhat6 linearis tényezék szorzataként, az
egyenlet jobb oldalan pedig nulla all, akkor felhasznalva az

Ai(z) - Ag(z) - Ap(z) =0<= A1(x) =0 VvV  Ay(x)=0 V---V A(z)=0

ekvivalenciat, az eredeti nemlinearis egyenlet megoldasat visszavezetjiik tobb linearis
egyenlet megoldasara.
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4.5. Példa. Irjuk fel az 2> — 72 +12 = 0 egyenletet (z —3)(z—4) = 0 ekvivalens alakban,
ahonnan kovetkezik, hogy egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezoje nulla, vagyis
x—3=0vagy z —4 =0, illetve z = 3 vagy = = 4. A megoldashalmaz tehat M = {3,4}.

4.6. Példa. A 22°—2—10 = 0 masodfokii egyenletet megoldésa is visszavezethetd linedris
egyenletek megolddsdra, hiszen az eredeti egyenlet ekvivalens alakja (2z — 5)(z +2) = 0,

ahonnan 2z —5 = 0 vagy x+ 2 = 0 kell teljesiiljon, ebbdl pedig az egyik megoldés x1 = 3

5
a masik pedig o = —2. A megoldashalmaz most M = {—2, 5}

4.7. Példa. Tekintsiik most az 2* — 42* — r + 4 = 0 harmadfoki egyenletet, amelynek
bal oldala felbonthaté szorzat alakjaba a kovetkezo modon, majd megoldhaté az el6z6
gondolatmenet segitségével.

2P —da’ —r+4=0 <= 2*(r—-4)—(z—-4)=0
— (z-4)=*-1)=0

— (r—-4)(x—-1)(z+1)=0

— zv-4=0 V z-1=0 V z+1=0
r=4 V x2=1 V x=-L

!

A megoldéshalmaz tehat M = {—1,1,4}.

II. Linearis egyenletre visszavezetheto egyenletek ismeretlennel a nevezében

Ha az egyenletben szerepl¢ kifejezések racionalis algebrai kifejezések, akkor el6fordulhat,
hogy a nevezOben is szerepel az x ismeretlen. Ilyen esetben meg kell szabadulnunk min-
den torttol, ezért az egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk a nevezdben szereplo egész
algebrai kifejezések legkisebb kozos tobbszorosével. Mivel nullaval nem szorozhatjuk az
egyenleteket, ezért a beszorzasokkal egyidében kikotéseket is kell tenntink, amelyeket a
megoldashalmaz felirasanal is figyelembe kell venniink.

4.8. Példa. Oldjuk meg az
dO—x 7 r—1 1

4x2—8x+8x_2x2—4x+8x—16

egyenletet. Bontsuk fel szorzatra a nevezdket. Ekkor felirhatjuk, hogy

d—x +l_ x—1 . 1
dr(z—2) 8z 2x(zr—2) 8(x-—2)

Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat a nevezokben szereplo kifejezések legkisebb
k6zos tobbszorosével, azaz 8x(x — 2)-vel azzal a kikotéssel, hogy = # 0 és x # 2. Ekkor a

26—z)+T7(x—2)=4(x—1) 4=z

egyenletet kapjuk, ahonnan beszorzas utan a 10 —2x+47x —14 = 4x —4+x, rendezés utan
pedig a 0-x = 0 egyenlet adédik. Ennek az egyenletnek a megolddsa minden valds szam,
de figyelembe véve a kikotéseket azt kapjuk, hogy a megoldashalmaz M = R\ {0, 2}.
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4.9. Példa. Hatarozzuk most meg az

Y417 y—2 5

-1 y+1 11—y

egyenlet megoldashalmazat. frjuk fel az egyenlet nevezoit szorzatalakban. Ekkor

Y2+ 17 y—2 5
= +
y-Dy+1) y+1 y-1

majd szorozzuk be mindkét oldalt (y — 1)(y + 1)-gyel, azzal, hogy kikotjik, y # +1.
Beszorzés utdn kapjuk az y* + 17 = (y — 2)(y — 1) + 5(y + 1) egyenletet, amely rendezés
utdn az y* + 17 = y* — 3y + 2 + 5y + 5, iletve 2y = 10 linedris egyenletre vezetédik
vissza. Ennek megoldasa y = 5, amely értéket a kikotésekkel nem zartunk ki a lehetséges
megoldasok koziil, igy a megolddshalmaz M = {5}.

I11. Abszolut értéket tartalmazé linearis egyenletek

Az abszolut értéket tartalmazé linearis egyenleteket fel kell irni abszolit értékek nélkiil,
felhasznalva a € R esetén az
la] = { a, a>0
—a, a<0

definiciot és figyelembe véve a felbontas utan a megfeleld intervallumokat.

4.10. Példa. Az |z — 4| + x = 10 egyenletet, az abszolit érték elhagyasa utén, két
kiilonb6z6 tartomanyban kétféleképpen irhaté fel. Mivel

(—00,4) | (4,00)
x—4 — +

igy a két eset a kovetkezo:
1° x < 4 esetén x — 4 < 0, az ekvivalens egyenlet pedig

—r+44+2x=10, azaz 0 -z =06,

ami azt jelenti, hogy az egyenlet ellentmonddsos, vagyis M; = ().
2° > 4 esetén x — 4 > 0, az ekvivalens egyenlet pedig

r—442x=10, azaz 2r =14, vagyis x =17,

ami 7 > 4 miatt azt jelenti, hogy az egyenlet hatarozott és My = {7}.
Mivel az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = M; U My = {7}, ezért a 7 egyetlen
megoldédsa az egyenletnek.

4.11. Példa. Oldjuk most meg a |x + 4| + |x — 1| = 5 egyenletet. Mivel

(_007 _4) (_47 1) (17 OO)
r+4 — + +
r—1 - - ¥
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igy most harom esetet kell figyelembe venni.
1°x < —4 esetén v +4 < 0 és ¢ — 1 < 0, az ekvivalens egyenlet pedig

—r—4—x+1=5, azaz —2r =8, vagyls x = —4,

am ez a megoldds nincs benne a szemlélt intervallumban, igy M; = ().
20 4 <zr<lesetén x+4>0és x—1<0, az ekvivalens egyenlet pedig

r+4—x+1=5, azaz 0-z =0,

ami azt jelenti, hogy az egyenlet hatarozatlan, vagyis végtelen sok megoldasa van, ami
ebben az esetben azt jelenti, hogy My = [—4,1).
3°x>1esetén x +4>0ésx—1 >0, az ekvivalens egyenlet pedig

r+44+2x—1=05, azaz 2zxr =2, vagyis x =1,

és mivel ez a megoldds benne van a szemlélt intervallumban, igy Mz = {1}.
Mivel az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = M; U My U M; = [—4, 1], ezért az eredeti
egyenletnek most végtelen sok megoldasa van.

4.12. Példa. Végiil tekintsiik a Va2 — 8x + 16 — |2z + 3| = 2 egyenletet és hatarozzuk
meg a megolddshalmazdt. Mivel 22 — 8z + 16 = (v — 4)? és \/(z — 4)2 = |x — 4|, ezért a
szemlélt egyenlet felirthaté |z — 4| — |22 + 3| = 2 alakban. Irjuk fel a tablazoatot:

=[]

2 + 3 - + +
r—4 — — +

fgy most harom esetet kell figyelembe venni.
3
1°z < —5 esetén 2x +3 < 0 és x — 4 < 0, az ekvivalens egyenlet pedig
—x+4+2x+3=2, azaz x+7=2, vagyis x = —b,

és mivel ez a megoldas benne van a szemlélt intervallumban, igy M; = {—5}.

3
2° —3 <x <4desetén 2x +3 > 0 és x —4 <0, az ekvivalens egyenlet pedig

1
—r+4—-2x—3=2, azaz —3r =1, vagyis x=——,

1
a kapott megoldas benne van a szemlélt intervallumban, igy My = —3

3°x>4esetén 20+ 3 >0 és x —4 > 0, az ekvivalens egyenlet pedig
r—4—-2x—-3=2, azaz —x =9, vagyis x = -9,

és most ez a megoldés nincs benne a szemlélt intervallumban, {gy Mz = ().
1
Mivel az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = M; U My U M3 = {—5, _5}’ ezért az

eredeti egyenletnek most két megoldasa van.
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IV. Paraméteres linearis egyenletek

Ha egy linedris egyenletben az z (y, z, t vagy mads) ismeretlenen kiviil olyan egytitthaté
is szerepel, amely véltoztathatja az értékeit, akkor ezt a véltozét most paraméternek
nevezziik, és ki kell vizsgalni, hogy értékeitol fliggben mikor lesz az egyenlet hatérozott,
hatarozatlan, vagy esetleg ellentmondédsos. A megoldasok paraméterek szerinti kivizsga-
lasat diszkusszionak is nevezziik.

4.13. Példa. Vizsgaljuk ki az a(ax+1) = 2(2x—1) linedris egyenlet megoldasait a benne
szereplo valés a paraméter értékeitol fiiggden. El6szor rendezziik az egyenletet.

alax+1) =22z —1) <= d’z—42=—a—2 =

— (a—-2)(a+2)z=—-(a+2) = x:%, ha a # £2.

Diszkusszio: ]
1° Ha a € R\ {—2, 2}, akkor az egyenlet hatarozott és egyetlen megolddsa = = T

2° Ha a = —2, akkor ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 0 - x i 0,
vagyis az egyenlet hatarozatlan, igy végtelen sok megoldasa van.

3° Ha a = 2, akkor ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 0 -z = —4,
vagyis az egyenlet ellentmonddsos, hiszen nincs megoldasa.

4.14. Példa. Oldjuk meg az (a* — 5a + 6)z = a — 3 egyenletet, ahol tetszéleges val6s
paraméter. Mivel az egyenlet most felirhaté (a — 2)(a — 3)x = a — 3 alakban, igy
a—3 1

:(a—2)(a—3):a—2 ha a#2 és a#3.

Diszkusszio: )
1° Ha a € R\ {2, 3}, akkor az egyenlet hatarozott és egyetlen megoldédsa = = —
a —_—
2° Ha a = 2, akkor ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 0 -2z = —1,

vagyis az egyenlet ellentmonddasos, mert nincs megoldésa.
3° Ha a = 3, akkor ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 0-x = 0,
vagyis az egyenlet hatarozatlan, igy végtelen sok megoldasa van.

1
4.15. Példa. Vizsgaljuk most ki a chr_ 2 + i egyenlet megoldasait a benne sz-
c c+x

¢
erepl6 valds ¢ paraméter értékeitdl fiiggden. Eloszor rendezziik az egyenletet, azaz fejezziik
ki z-et.

< =
ct+uw cx cle+x)

= clc+r)’ =cr(c+P+1) = E=fr-cfr =

c+z 1 c c+x cH+ax+c2
cr c

— Ale—1r =2 = x:%, ha c¢#0 és c#1.
Diszkusszio: c
1° Ha c € R\ {0, 1}, akkor az egyenlet hatarozott és egyetlen megoldasa © = ——

c—1
2° Ha ¢ = 0, akkor ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 0 -z = 0, az
egyenlet hatarozatlan, igy végtelen sok megoldasa van.
3° Ha c = 1, akkor ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy 0-x =1, az

egyenlet most ellentmondasos, mert nincs megoldasa.
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FELADATOK
1. Hatérozzuk meg, hogy melyek ekvivalensek a kovetkezo egyenletek koziil:
Tz —3

E, @ 22x(3x—2)-3 (1— (2—2)2x+3) — T) =13,
2x + 19 17 3

ey e g
3r—3 20+ 2 5T — 5

E — — .
P 902 29 322162 +3 1202 — 24x + 12

Megoldas. A feladat megoldasahoz sziikségiink van az egyenletek megoldashalma-
zainak meghatarozasara, ezért oldjuk meg az egyenleteket.

-3
B 21’(31’—2)—3(1—(2—I)(2I—|—3)—IT):13
3r—9
6% — 4z — 343 (4o +6 — 20” — 3¢) + =—— =13
6x2—4x—3+12x+18—6x2—9x+3x2_9:13
3xr—9
x2 —r=-2 /.2
3r—9—2r=—4
T = 0.
Az FE; egyenlet megoldashalmaza tehat M; = {5}.
2x 4+ 19 17 3
E. — — =0 +1
S I
2¢ + 19 17 3
= =0 /-5(x—1)(z+1
Se—)a+D) (@-Da+D) z-1 /5@ =1z +1)
204+19 -85+ 152z +15=0
172 =51
T =3.
Az FE5 egyenlet megoldashalmaza tehat My = {3}.
o 3x—3 2242 B 2T — 5
P 2?22 3a24+6x+3 1222 — 24z + 12
3(x—1) _ 2(x+1) _ 5(:)5—1)7 v
2z—1)(z+1) 3@+1)2 12(z— 1)
3 2 )

et 3D oy /Re-be+l)

18(x—1)—8(x—1) =5(x+1)
10z — 10 =b5x+5

5r = 15

T =3.

Az Ej egyenlet megoldashalmaza tehat Mz = {3}.
Mivel a kapott megoldashalmazok kozil My = Ms, igy Fy ~ Es.
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1 2(x — 1
. Oldjuk meg a 3(:c2+ ) — (I5 3) — 31; = 5 — 2x egyenletet.

Megoldas. 10-zel valo beszorzas és rendezés utan a kovetkezé ekvivalens egyen-
leteket kapjuk:

3(x+1) 2@-3) 3l
_ _ —5-9 1
2 5 o~ /10

15(x+1) —4(x — 3) — 31z = 50 — 20x
152 4+ 15 — 42+ 12 — 31z = 50 — 20z
—20x + 20z = 50 — 27

0-x=23.

Mivel a kapott egyenletnek nincs megoldasa, igy az egyenlet ellentmondésos, megoldashalmaza
pedig M = (.

. Vizsgaljuk ki, hogy megoldhato-e a kovetkezd egyenlet:

T 7
17 35c+1 145z 3767

2 6 24 12 3

Megoldas. Szorozzuk az adott egyenlet mindkét oldalat 24-gyel, majd rendezziik.
Ekkor a kovetkez6 ekvivalens egyenletekhez jutunk:

x 7
1+1+3.5x+1_1+5x_§+6$
2 6 24 12

12 (14 2) +4(3.50+1) = (1+52) - 2

124+3x+ 140 +4—-1—-5x—7—12x =8
0-2=0.

/24

—I—6x) =

A kapott egyenletnek, és igy az eredetinek is, minden valés szam megoldésa, vagyis
a megoldashalmaz M = R, ezért az egyenlet megoldhaté, de hatarozatlan.
3r—1 2245 4
. Van- 1da — =1 letnek?
an-e megolddsa a ——— x—|—3+:c2+2:c—3 egyenletne
Megoldas. Bontsuk fel a nevezét szorzat alakjaba, majd szorozzuk meg az egyenlet
mindkét oldalat a legkisebb kozos tobbszorossel és rendezziik. Ekkor a kovetkezo

ekvivalens atalkitasok addodnak:

W =
NSRRI

3r—1 2045 4

_ _ 1 o -3
v—1 143 Eyam_g b vrl & @7
3r—1 2045 4

=1 /-(x—1)(z+3)

=1 243 @-D@<3)
Brx—1)(z+3)—2z+5)(x—1)+4=(x—1)(z+3)
32 +8r—3—22° —3x4+5+4=2>+22 -3
3r=-9

T = —3,

ezt viszont nem fogadhatjuk el megoldasnak, hiszen kikotottiik, hogy © # —3. Ezért
az eredeti egyenletnek nincs megoldésa, a megolddshalmaz tehat M = ().
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5. Hény megolddsa van az |2z — 3| — Va2 4+ 2z + 1 = 5z — 10 egyenletnek?

Megoldas. Mivel Va2 + 22+ 1 = +/(z + 1)2 = |z + 1|, ezért az egyenlet felirhatd
|22 — 3| — |z + 1] = bz — 10 alakban és

20 — 3 — — +
r+1 — + +

miatt harom esetet kell figyelembe venni.

1° x < —1 esetén 2x — 3 < 0 és x + 1 < 0, az ekvivalens egyenlet pedig
—2r+3+x+1=5r—10, azaz 6x =14, vagyis x = g,

és a kapott megoldds nincs benne a szemlélt intervallumban, igy M; = ().

20 -1 << g esetén 2x —3 < 0 és x4+ 1 > 0, az ekvivalens egyenlet pedig

3

—2r+3—x—1=5xr—10, azaz 8x =12, vagyis :)325,

3
most a megoldas benne van a szemlélt intervallumban, igy My = {5}

3
3° x> 3 esetén 2x — 3 > 0 és x + 1 > 0, az ekvivalens egyenlet pedig

2c —3—x—1=5x—10, azaz 4xr =06, vagyis :)325,

és mivel ez a megoldds nincs benne a szemlélt intervallumban, {igy M3 = ().

3
Az eredeti egyenlet megoldashalmaza most M = M; U My U M3 = {5}, ezért az

eredeti egyenletnek egyetlen egy megoldasa van.

. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet:

x—29+x—27+x—25+ +x_3—x_1997+x_1995+ +x—1971
1971 1973 1975 1997 3 5 29

Megoldas. Vegyiik észre, hogy minden tort szamlalojaban és nevezdjében a szamok
osszege 2000, ezért az egyenletet felirhatjuk a kovetkezo ekvivalens alakban:

z— 2000+ 1971 2 — 2000+ 1973  z — 2000 + 1975 o — 2000 + 1997
1971 + 1973 + 1975 Tt 1997 -
_ x—2000+3 &—2000+5 x—2000+7 z — 2000 + 29
_ 3 4 - + - LR e
illetve
£—=2000 , | x=2000 ,  x=2000 o x—2000
1971 1973 1975 1997
z — 2000 z — 2000 z — 2000 z — 2000
=" +1 1 +14 b — 41

3 T T 29
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modon. Mivel az egyenlet bal és jobb oldaldan egyenlé szamu tag van, azaz 14-14,
ezért az egyesek kiesnek. Ha minden tényezot atvisziink a bal oldalra és kiemeljiik
az x — 2000 kozos tényezot, akkor az

1 1 1 1 1 1
—2000) [ — + — 4+ ... ... — 1 =0
(@ ) (1971 - 1973 Tt 1997 3 5 29)
egyenletet kapjuk. Mivel egy szorzat akkor nulla, ha legalabb az egyik tényez6
nulla és a mésodik zardjelben csupa kicsi szambol vonunk ki ugyanannyi nagyobb
szamot, ezért ott egy negativ allandét kapunk, igy az x — 2000 = 0 egyenlethez
jutunk, amelynek megolddsa x = 2000. Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat
M = {2000}.
7. Hatérozzuk meg a valds a és b paraméterek értékeit ugy, hogy az
a—(a+bzx=(b—a)r—(3+0bx)
egyenlet hatarozatlan legyen.
Megoldas. Végezziik el a beszorzasokat és rendezziik az egyenletet. Ekkor az
a—ar—br=br —axr—3—>bx, illetve br=a+3
egyenlethez jutunk. A kapott egyenlet akkor hatarozatlan, ha b = 0 és a = —3,
mert ebben az esetben 0 - z = 0 alaku, s a megoldashalmaza M = R.
8. Vizsgaljuk ki a kovetkezd egyenlet megoldhatdsagat az a és b valés paraméterek

értékeitol fiiggden:
ax b bz

b br—1 a ar—1

1 1
Megoldas. a #0,b# 0, # — ésx # 5 feltételek mellett szorozzuk be az egyenlet
a

mindkét oldalat a nevezében szereplo kifejezések legkisebb kozos tobbszorosével,
azaz ab(ax — 1)(bx — 1) — gyel. Ekkor a rendezés soran a kovetkezd ekvivalens
egyenleteket kapjuk:

a*(ax — 1)(bx — 1) — a*bx(ax — 1) = b*(az — 1)(bx — 1) — ab®z(bx — 1)
a’bx® — a®r — a*br + a® — a’ba? + a’br = ab’2* — ab’x — bPx + V? — ab’2? + ab’z
—a*r +a* = —b’x + b?

(b* —a®)x = b* — @

(b—a)b*+ab+a®)r=(b—a)b+a) /:(b—a) b#a

b
(b* +ab+a*)r=b+a, iletve x= #ﬁ)—i—bf
Diszkusszio:
1° Ha a # 0, b # 0, a # b, akkor az egyenlet hatarozott és egyetlen megoldéasa
a+b

T R tabt+ 0 '
2° Ha a = 0 vagy b = 0, akkor az eredeti egyenlet nem értelmezett.

3° Ha a = b, akkor a 0 -z = 0 egyenletet kapjuk, vagyis az egyenlet hatarozatlan és
megoldashalmaza M = R.
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9.

10.

Egy kétjegyli szam egyeseinek helyén all6 szamjegy 3-mal nagyobb, mint a tizesek
helyén all6 szamjegy. Ha ezt a kétjegyll szamot elosztjuk szamjegyeinek Osszegével,
akkor az osztas hanyadosa 3, maradéka pedig 4 lesz. Hatarozzuk meg ezt a szamot.

Megoldas. Legyen Ty a keresett kétjegyli szam, ahol x jeloli a tizeseket és y az
egyeseket. Ekkor a kétjegyli szam szamértéke Ty = 10x + y. A feltételek szerint
most y = x + 3 és igy 7y = 10z + 2 + 3 = 11z + 3. A maradékos osztas tétele
alapjan az osztandoé egyenlo az osztd és hanyados szorzataval, amelyhez hozzaadjuk
a maradékot, ezért a mésik feltételbdl felirhatd, hogy 11x +3 = (z +x + 3) - 3 + 4,
azaz 1lx +3 = (2z + 3) - 3+ 4. A kapott egyenlet rendezés utan ekvivalens a
11z + 3 = 6z + 13, illetve 5z = 10 egyenlettel, ahonnan x = 2 és y = 5. A keresett
kétjegyti szam tehdt a 25, amelyre valéban teljestil mindkét feltétel, hiszen
25 25 4

— 3+ <.
2+7 7 +7

Egy medence két csapbdl toltheto. Csak az elsé csapbdl a medence 4 éra 30 perc
alatt, csak a masodik csapbdl pedig 6 éra 45 perc alatt toltheto fel. Kezdetben csak
az elso csapot nyitottak meg, és pontosan addig toltotték beldle a medencét, amen-
nyi id6 alatt a két csapbdl egyszerre toltve a medence feltoltédott volna. Ezutéan
megnyitottak a masodik csapot is, és addig toltotték tovabb két csapbdl a medencét,
amig az tele nem lett. Mennyi ideig volt nyitva a masodik csap?

Megoldas. Az ilyen jellegii feladatoknédl mindig abban kell gondolkodni, hogy egy
idoegység alatt a medence hanyad része fog megtelni vizzel. Tudjuk, hogy az els6
csapbol a medence 4 éra 30 perc, azaz 270 perc alatt toltheto fel, tehat a 1 perc
alatt a medence térfogatanak —— része telik meg vizzel. Ugyanakkor az masodik

csapbdl a medence 6 éra 45 perc, azaz 405 perc alatt toltheto fel, tehat a 1 perc

alatt a medence térfogatanak 105 része telik meg vizzel.

Legyen x azoknak a perceknek a szama, amennyi id6 alatt a két csapbdl egyszerre
toltve a medence feltoltédne. Ekkor

11 3+2 1
oy ) =1, illetve z-°1=1 =1
x<270 405) TV Ty T M T T

ahonnan x = 162. Ez azt jelenti, hogy ha a két csapbdl egyszerre eresztjiik a vizet,
akkor a medence 162 perc alatt telik meg vizzel.

jelolje y azoknak a perceknek a szamat, amennyi ideig a masodik csap nyitva volt.
Ekkor a feladat feltételeibol felirhaté a

1 1 1
162 . —— == =) =1
02 570 TV (270 * 405)
egyenlet, amelynek ekvivalens alakja a rendezés utan

! 1-—- 162 ahonnan y = 324 = 645

Y" 162~ 7 270" 5 5

Eszerint a masodik csapot pontosan 64.8 percig, azaz 1 ora 4 perc 48 masodpercig
kell nyitva tartani ahhoz, hogy a medence megteljen vizzel.
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4.2. Linearis egyenlotlenségek és egyenlotlenségrendszerek

4.5. Definicié. x-ismeretlent linedris eqyenlétlenségnek nevezink minden olyan egyen-
lotlenséget, amely ekvivalens dtalakitdsokkal

ar <b, axr<b, ax>b, illetve ar>0b

alakra hozhato, ahol a és b adott valos szamok, x pedig az ismeretlen.

4.6. Definicid. Legyenek a és b tetszdleges valds szamok. Az ax < b (ax < b, ax > b,
illetve ax > b) linedris egyenlétlenség megolddasa minden olyan xo valds szam (ha létezik
ilyen), amelyre az axg < b (axg < b, axg > b, illetve ary > b) egyenldtlenség teljesiil.

Megoldani az egyenlotlenséget annyit jelent, mint megtaldlni az 0sszes megoldasat, vagy
megmutatni, hogy az adott egyenlétlenségnek nincs megoldasa.

4.16. Példa. A 2x — 2 > 0 egyenl6tlenségnek megoldasa minden x > 1 valés szam, ezért
a megolddshalmaza M = (1,4+00), mig az z < z — 5 egyenl6tlenségnek nincs megoldésa,
ezért ebben az esetben a megolddshalmaz M = ().

Az egyenlotlenségek megoldédsa soran ekvivalens atalakitasokat alkalmazunk, melyeket a
kovetkez6 tételben fogalmazunk meg és amelyek a kisebb-reldcid (vagy valamelyik masik
megfelel§ relacid) tulajdonsagaira épiilek.

4.3. Tétel. Legyenek B, J, By, Ji és K tetszileges algebrai kifejezések. Jelolje B
az egyenlotlenség bal oldaldt, J pedig az egyenldtlenség jobb oldalat. Igazak a kovetkezo
allitasok:

1° Az egyenlétlienség B bal oldala lecserélhetd eqy wvele identikusan megegyezé By kife-
jezéssel, azaz

B=B = (B<J<= B; <J).

2° Az egyenldtlenség J jobb oldala lecserélhetd eqy vele identikusan megegyezé Jy kife-
jezéssel, azaz
J=Ji = (B<J< B<.J)).

3° Ha a K Fkifejezés értelmezett minden olyan valds szamra, ahol a B és J kifejezések
is értelmezettek, akkor az egyenldtlenség mindkét oldaldhoz hozzdaadhatjuk o K kifejezést,
azaz

B<J<+< B+K<J+K.

4° Ha a K kifejezés értelmezett minden olyan valds szamra, ahol a B és J kifejezések
s értelmezettek és K > 0, akkor az egyenldtlenség mindkét oldaldt megszorozhatjuk a K
kifejezéssel, azaz

B<J<<B-K<J-K.

5° Ha a K Fkifejezés értelmezett minden olyan valés szamra, ahol a B és J kifejezések
s értelmezettek és K < 0, akkor az egyenldtlenség mindkét oldaldt megszorozhatjuk a K
kifejezéssel, mikozben a” <7 jel” >7 jelre vdltozik, azaz

B<J«—B-K>J- K.

4.7. Definicio. Két eqyenliotlenség akkor és csakis akkor ekvivalens eqymdssal, ha meg-
oldashalmazaik megegyeznek.
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3r—1 2x—2
4.17. Példa. Ha a 2= 1 IS > 2 egyenlOtlenség megoldashalmazat kell meg-

hatarozni, akkor els6 l1épésben szorozzuk meg az adott egyenldtlenséget 20-szal. Ekkor
a 53z — 1) — 4(2z — 2) > 40 egyenlStlenséget kapjuk, amely rendezés utdn vezetddik

vissza a 1bx — 5 — 8z + 8 > 40 ekvivalens egyenl6tlenségre. Ebbol 7z > 37 kovetkezik,

37 37
amelybdl megkapjuk, hogy = > = azaz a megoldashalmaz M = (7, +oo), amely a

valés szamtengelyen a kovetkezé modon abrazolhato:

0 ¥

4.18. Példa. Az |z + 3| — |z + 1| < 2 linedris egyenl6tlenség megolddsakor az x + 3 és
x+ 1 kifejezések eldjeleit figyelembe véve, felirjuk az egyenlétlenséget abszlit érték nélkiil.
Mivel

(—OO,—3) (_3a_1) (_]-?OO)
r+3 — + +
r+1 — — +

igy most harom esetet kell figyelembe venni.
1°x < —3 esetén v +3 < 0 és v + 1 < 0, az ekvivalens egyenltlenségek pedig

—r—34+r+1<2, azaz 0 -x <4,

amely minden valos z-re igaz allitas, ezért a szemlélt intervallum minden pontja megoldésa
az egyenl6tlenségnek, igy a megolddshalmaz M; = (—oo, —3).
2° —3<r < —lesetén x +3>0¢és x+ 1 <0, az ekvivalens egyenlétlenségek pedig

r+3+r+1<2, azaz 2r < —2, vagyis =< —1.

A kapott halmaz és a szemlélt intervallum metszetét tekintjiik, ezért a megoldashalmaz
most My = [—3,—1).
3°x > —lesetén x +3 > 0és x4+ 1> 0, az ekvivalens egyenl6tlenségek pedig

r+3—r—1<2, azaz 0 -z <0,

amely egyenl6tlenség egyetlen valds szamra sem teljesiil, tehat My = ().
Az eredeti egyenlétlenség megolddshalmaza most M = M; U My U M3 = (—o0, —1).

4.19. Példa. Oldjuk most meg az a(z — 1) > = — 2 linedris egyenlétlenséget az a valds
paraméter értékeitol fiiggden. Ha rendezziik az adott egyenlétlenséget, akkor az

ar —a >z —2, iletve (a—1)z>a—2

egyenlotlenséget kapjuk, amelybdl ki kell fejezni az x ismeretlent, ehhez viszont tudnunk
kell, hogy az a — 1 tényez6 mikor pozitiv és mikor negativ, mert ezekben az esetekben
mas-mas megoldashalmazt kapunk.

Diszkusszio:

-2 —2
1° Haa > 1,akkora—1 > 0és x > a—l, a megoldashalmaz pedig M = <a—1, —I—oo).
a_

2°Haa<1,akk0ra—1<0és:c<a

-2 -2
, a megoldashalmaz pedig M = | —oo, ¢
a—1 a—1

3°Haa=1,akkora—1=0¢és a0 x> —1 egyenl6tlenséget kapjuk, amelynek minden
x valés szam megoldasa, megoldashalmaza tehat M = R.
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4.8. Definicié. Ha tobb egyvdltozos linedris eqyenlitlenségnek kell eqyszerre teljestilnie,
akkor egyvdltozos linedris eqyenldtienségek konjunkciojdrol beszélunk, amelyet eqyvdltozos
linedris egyenldtlienségrendszernek nevezink.

Ha az
ax < by, agxr <by, ... apxr<b,

egyvaltozos linearis egyenlttlenségrendszerben szerepl6 egyenlétlenségek megoldashalma-
zai, ugyanebben a sorrendben, az M, M,, ..., M, halmazok, akkor a linearis egyenlot-
lenségrendszer megoldashalmaza M = My N My N --- N M,.

4.20. Példa. Tekintsiik az

z—1 2x+3+:v+5<2 T ] x+5+x+1<3 4 —x
2 3 2 6’ 8 4 YT

egyvaltozos linearis egyenlotlenségrendszert, amelynek megoldasahoz oldjuk meg kiilon-
kiilon az egyenlotlenségeket. Ha M; és M,y jeloli, ugyanebben a sorrendben, az elsé és
masodik egyenlotlenség megoldashalmazait, akkor az adott egyenlGtlenségrendszer meg-
oldashalmaza M = M; N Ms.
Szorozzuk meg az elsé egyenlttlenséget 6-tal, majd rendezziik. Ekkor a 3z < 6 egyenl6t-
lenséget kapjuk, ahonnan x < 2, a megoldashalmaz pedig M; = (—o0, 2).
Szorozzuk most meg a masodik egyenlotlenséget 8-cal, majd rendezzik, igy a 27z > 21
7 7

egyenlGtlenséghez jutunk, ahonnan x > 9’ a megoldashalmaz pedig M, = (5, oo).

7
Az adott linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmaza tehat M = M;N M,y = (— 2) )

97
<¢ O
6\ _; 2 ;X

9

Linedris egyenlétlenségek megoldésara vezetodnek vissza azoknak a magasabbfoku egyen-
16tlenségeknek a megoldésai is, amelyek felirhaték szorzat vagy hanyados 0-hoz viszonyi-
tott alakjaban.

4.21. Példa. Tekintsiik az 2?> + r < 6 mdsodfokt egyenl6tlenséget, amely felirhaté
2?2 + 2 — 6 < 0 mddon, ahol az egyenlétlenség bal oldaldn szereplé mésodfoki kifejezés
felbonthaté két linearis tényezd szorzatara, és igy az adott egyenlOtlenség felirhato az
eredetivel ekvivalens (x —2)(z +3) < 0 alakban. Mivel egy szorzat akkor negativ, amikor
a tényezoi kiilonbozo eldjeltiek, igy valdjaban az x — 2 és x + 3 linedris kifejezések eljelét
kell megvizsgalnunk. Tegyiik ezt a vizsgalatot tablazat segitségével:

(—OO, _3) (_372> (2700)
x—2 — + +
T+ 3 — — +
(x —2)(z+3) + - +

A tablazatbol kiolvashatd, hogy a keresett szorzat a (—3, 2) nyitott intervallumban negativ,
vagyis az adott egyenldtlenség megoldashalmaza M = (—3,2).



4. LINEARIS EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

166 ES EGYENLETRENDSZEREK
. NP (o . Ry r+1 x
4.22. Példa. Az el6z6 modszer alkalmazasaval oldhatd meg példaul az ) > T
x

egyenlotlenség is. A két tortet a bal oldalon csoportositva és kézos nevezore hozva az
r+1 x 1

r+2 z+1 (x+1)(z+2)
tort szamlaloja egy pozitiv szam, tehat a bal oldali hanyados akkor nagyobb nullanél,
ha a nevezdje is pozitiv. Ezért a tovdbbiakban az (x + 1)(x + 2) > 0 egyenlStlenség
megoldashalmazat keressiik, melyet a kovetkezo tablazatbdl olvashatunk ki:

> 0, illetve

> (0 egyenlotlenséget kapjuk, amelyben a

(—OO,—2) (_2a_1) (_]-?OO)
T +2 — + +
r+1 — — +
(x4 1)(x+2) + - +

Az adott egyenlétlenség megolddshalmaza tehdat M = (—oo, —2) U (—1, +00).

FELADATOK
1. Mutassuk meg, hogy az
(—2)(z+3)+ (x+4)?>2z(x+4)+x
egyenlotlenségnek minden x valds szam megoldasa.
Megoldas. Rendezziik az adott egyenlétlenséget. Ekkor
22 +3r—2r—6+2°+8c+ 16> 2x2+8x+x, vagyis 0-z > —10

kovetkezik. A kapott ekvivalens egyenlotlenséget minden x valds szam teljesiti, az
egyenlotlenség megoldashalmaza pedig M = R.

2. Oldjuk meg az |2? — 22 — 3| < 3z — 3 egyenl6tlenséget.

Megoldas. Elso 1épésben irjuk fel linearis tényzok szorzatara az abszolit értékben
levé masodfokt polinomot. Némi rendezés utan azt kapjuk, hogy

20 -3=0-20+1-4=(r—-1) -4=(r—-1-2)(x—1+2) = (z—3)(z+1).

frjuk most fel az
(x =3)(z+ 1) <3z -3

egyenlotlenséget abszolit érték nélkiil. Mivel

(_007_1) <_173) (37 OO)
r+1 — +
r—3 — — +
G-+ D| + — | =

ezért harom esetet kell figyelembe venni.

1°2x < —lesetén x +1 <0 és z — 3 < 0, az ekvivalens egyenlétlenségek pedig

(—x+3)(~r—1)<32—-3, 2°-5x<0, azaz x(r—5)<0.
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Az x(x—5) < 0 egyenlétlenség megoldashalmaza a kovetkezd tabldzatbdl kiolvashaté:
(—00,0) | (0,5) | (5,00) Az adott egyenlétlenséget x € (0,5)
x — + + teljesitené, de ezek a valds szamok nem
xr—>5 — — + esnek bele a szemlélt intervallumba,
z(x —5) + — + tehat a megolddshalmaz most M; = (.
2° —1<x<3esetén x+1>0és x— 3 <0, az ekvivalens egyenlotlenségek pedig
(—r+3)(x+1)<3zx—-3, 2°+2—-6>0, vagyis (z—2)(x+3)>0.
Az (z — 2)(z + 3) < 0 egyenlStlenség megoldashalmaza a kévetkezd téblazatbol
kiolvashato:
(_007 _3) (_372) (2700)
T+ 3 — + +
T —2 — — +
(x —2)(x+3) + - +
Az adott egyenl6tlenséget x € (—oo, —3) U (2, 00) teljesitené, de a megolddshalmaz
csak az My = (2,3) intervallum, mert ((—oo, —3) U (2,00)) N [—1,3) = (2, 3).
3°x>3esetén x +1>0¢és v — 3 > 0, az ekvivalens egyenlotlenségek pedig
(x—3)(x+1)<3zx—3, 2>-5xr<0, azaz z(x—5) <0,
amely egyenl6tlenség minden = € (0,5) valds szamra teljesiil, ezért figyelembe véve
a szemlélt intervalumot azt kapjuk, hogy a megolddshalmaz most Mz = [3,5).
O
Z:X
; 3 5
Az eredeti egyenl6tlenség megoldashalmaza tehdat M = M; U My U M3 = (2,5).
3. Mi az ||z| — 2| <1 egyenl6tlenség megoldashalmaza?

Megoldas. Az els6 1épésben szabaduljunk meg a kiilsé abszolut értéktol. Mivel
tetszbleges a valds szémra az |a| < 1 egyenldtlenség a —1 < a < 1 egyenlSt-
lenségrendszerrel ekvivalens, ezért az adott egyenltlenség a —1 < |z| —2 < 1
egyenl6tlenségrendszerrel lesz ekvivalens, amelynek egyszeriibb alakja 1 < |z| < 3.
A kapott egyenlétlenségrendszer az x| > 1 és |z| < 3 egyenl6tlenségek konjunkcidja,
vagyis az eredeti egyenlttlenség megoldashalmaza a kapott egyenlétlenségek megol-
déshalmazainak metszete. Az |z| > 1 megolddshalmaza M; = (—oo, —1] U [1, +00),
az |r| < 3 megoldashalmaza pedig My = [—3,3]. Ekkor az eredeti egyenlétlenség
megoldashalmaza M = M; N M, = [-3,—1] U [1, 3].

-

-3 -1 1 3
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4. Oldjuk meg az

4% 4+ 1
Megoldas. Az adott egyenlotlenség ekvivalens a
< i <
422 + 1
egyenlotlenségrendszerrel, amely felirhato a
4;% >—1 és 4;711 <1
egyenlotlenségek konjunkcidéjaként. Az eredeti egyenlotlenség megoldashalmaza a

kapott egyenl6tlenségek megoldashalmazainak metszete lesz. Végezziik el a kapott
egyenlotlenségek ekvivalens dtalakitasait. Az els6 egyenlétlenség esetében
4z 4 4a* + 4 + 1 (22 +1)?

—_— > -] = 1>0 — ————— >0 <—
42 + 1 4x2—|—1jL 422 + 1 422 + 1

‘ < 1 egyenlotlenséget a valds szamok halmazan.

—1

> 0,

1 1
amely egyenlétlenség minden x € R\ {—5} esetén igaz, tehat M; = R\ {—5}

A masodik egyenlotlenség esetében

S U S R SR e el S S el
422 + 1 422 4+ 1 422 + 1 422 4+ 1

<0,

1 1
amely egyenl6tlenség minden = € R\ {5} esetén igaz, tehat My = R\ {5}

11
Ekkor az eredeti egyenl6tlenség megoldashalmaza M = M; N My = R\ {——, —}.

272
. Van-e megoldasa az 2_ ‘ > 1 egyenlGtlenségnek?
¢+ 9
Megoldas. Az adott egyenlétlenség ekvivalens a
—6x , —6x
249 R 2249 -1

egyenlotlenségek konjunkciéjaval. Az eredeti egyenlétlenség megoldashalmaza a
kapott egyenlétlenségek megoldashalmazainak metszete lesz. Végezziik el a kapott
egyenlStlenségek ekvivalens dtalakitdsait. Mivel 22 +9 > 0, mindkét egyenlStlenség
beszorozhaté ezzel a kifejezéssel. Ekkor az elso egyenlétlenség esetében

—6x
249
ami azt jelenti, hogy az egyenlotlenség egyetlen z valds értékre sem teljestiil, tehat
megoldashalmaza M; = (). A mésodik egyenlétlenség esetében

—6x

249

ami azt jelenti, hogy az egyenl6tlenség ebben az esetben sem teljesiil egyetlen x
valés értékre sem, tehdt megolddshalmaza M, = ().

Ekkor az eredeti egyenlStlenség megolddshalmaza M = M; N M, = (), tehdt az
eredeti egyenlotlenségnek nincs megoldasa.

2

<—1 = br<—-2"-9 <= 2°-62+9<0 < (z—-3)*<0,

>1 <= —6r>2"+9 & 2°+62+9<0 < (z+3)*<0,
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6. Mi a megoldésa az 2> + x > 5z — 15 egyenldtlenségnek?

Megoldas. Végezziink ekvivalens atalakitasokat. FEkkor
22 —4x4+15>0, 22 —4r+4+11>0, vagyis (z—2)?+11>0.
A kapott egyenl6tlenség minden x € R esetén igaz, tehat a megoldashalmaz M = R.

7. Oldjuk meg az 2° — 522 + 102 — 12 < 0 harmadfoki egyenlStlenséget.

Megoldas. Bontsuk tényezokre a bal oldali kifejezést. Keressiitk a harmadfoku
polinom nulldit a 12 osztdinak halmazaban, amely a {£1, £2, 43, £4, +6, £12} hal-
maz. Prébalkozassal a Horner-elrendezés segitségével megkapjuk, hogy a 3 nulldja
az adott polinomnak, tehat

3|1 -5]10]-12|
[1]-2f4] 0

, azaz 1® —52? + 102 — 12 = (z — 3)(2? — 2z + 4),

Vegyiik észre, hogy az 22 — 2x +4 = (v — 1) + 3 kifejezés minden z valds értékre
pozitiv. Ekkor az eredetivel ekvivalens egyenlStlenség alakja (x —3)((x —1)2+3) <
0, amely akkor igaz, ha * — 3 < 0, azaz ©* < 3. Ezért az adott egyenlGtlenség
megolddshalmaza M = (—o0, 3).

8. Hatarozzuk meg az + —— < 1 egyenl6tlenség megoldashalmazat.

2—x 24z
Megoldas. Vigyiink minden tagot a bal oldalra és hozzuk k6zos nevezore a torteket.
Ekkor a kovetkez6 ekvivalens atlakitasokat kapjuk:

1 5 1 5

<1l <—
2—x+2+x 2—x+2+x

—1<0 «—

2+:)3+10—5:):—4+:)32<O — x2—4x+8 S0 e
(2—2)2+x) (2—x)(2+x)

x2—4x+4—|—4<0 (x—22+4

(2—2)2+2) (2—x)(2+x)
Mivel az utolsé egyenlétlenség szamlaléja minden x valds szam esetén pozitiv, ezért
a hdnyados csak akkor negativ, ha a nevez6 negativ, vagyis (2—z)(2+x) < 0 esetén.

A bal oldali szorzat el6jele z alabbi tablazatbdl leolvashato:

< 0.

(—OO, _2) (_2a2) (2>OO)
2+ — + +
2—x + + —
2—2)2+7) - T -

A (2 —12)(2+ x) < 0 egyenlStlenség és ezzel egyiitt az eredeti egyenl6tlenség
megoldashalmaza tehat
M = (—o00, —2) U (2, 00).
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9. Vizsgaljuk ki a 2mx+5 < 4x+3m egyenlitlenség megoldasait az m valos paraméter
értékeitol fiiggden.
Megoldas. Rendezziik az egyenltlenséget és fejezziik ki az x ismeretlent. Ekkor
ekvivalens atalakitasokkal a kovetkezo egyenlotlenségeket kapjuk:
2mr +5 <4drx+3m < 2mzr —4xr <3m -5 < (2m —4)xr <3m —5.
Diszkusszio: .
1° Ham > 2, akkor 2m —4 > 0 és z < 1 a megoldashalmaz pedig
m J—
3m —5
M=- .
( > om — 4)
2° Ha m < 2, akkor 2m —4 < 0 és x > 5 — 1 a megoldashalmaz pedig
m J—
3m —5
M = .
<2m v +°O>
3° Ham = 2, akkor 2m —4 =0 és a 0 - x < 1 egyenldtlenséget kapjuk, amelynek
minden x valds szam megoldasa, tehat megoldashalmaza M = R.
10. Oldjuk meg az mnx — mx < mn + n egyenlétlenséget az m és n pozitiv valds

paraméterek értékeitdl fiiggoen.

Megoldas. A feladat feltételeibol tudjuk, hogy m > 0 és n > 0. Rendezziik az
egyenlotlenséget és fejezziik ki az x ismeretlent. Ekkor ekvivalens dtalakitasokkal a
kovetkezo egyenlotlenségeket kapjuk:

1
mnr —mxr <mn+n <= mn—1z<nm+1) < (n—1)z< M
m
Diszkusszio: )
1°Han >1,akkorn—1>0és x < M, a megoldashalmaz pedig
m(n —1)
M= (oo, MmN
m(n —1)
1
2° Han < 1,akkorn—1<0ésx > M, a megoldashalmaz pedig
m(n —1)
n(m+1)
M=|———= .
(=g +)

1 1
3°Han=1,akkorn—1=0¢ésa0-x < mt ,azaz 0-x < 1+ — egyenl6tlenséget

m m
kapjuk, amelynek minden z valés szam megoldasa, tehat megoldashalmaza M = R.
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4.3. Linearis egyenletrendszerek

4.9. Definicié. Az elsdfoki (linedris) kétismeretlenes egyenlet dltaldnos alakja:
axr + by = d,
ahol a, b és d ismert, x és y pedig ismeretlen mennyiségek.

Az egyenlet b # 0 esetén y-ra megoldva:

_d—az
L

Ebben x helyére kiillonboz6 értékeket helyettesitve, y-ra mas és mas értékeket kapunk.

Az igy kapott (m, értékparok mind kielégitik az egyenletet, tehat végtelen sok

megoldas van, vagyis az egyenlet hatdarozatlan. a # 0 esetén az egyenletet x-re megoldva
adodik:
d— by
T = ,
a

a
mind kielégitik az egyenletet, tehat az hatarozatlan. Nézziik most az a

Ekkor a d = 0 értékre a

d—b
és hasonlé indokléssal, mint az el6z6 esetben kapjuk azt, hogy a ( y; y) értékparok
=b

= 0 esetet.

0-2+0-y=0

egyenletet kapjuk, amelynek megolddsa a valds szdmsik barmelyik (x;y) pontja, tehét az
egyenlet hatdrozatlan; d # 0 esetén a

0-24+0-y=d
egyenlet addédik, amelynek nincs megoldasa, tehat ekkor az egyenlet ellentmonddsos.

4.10. Definicié. Az elséfoki (linedris) kétismeretlenes eqyenletrendszer dltaldnos alakja:

anx +apy = b

T + any = by,

ahol ayy, a1z, Gs1, Ao, by €s by tetszolegesen adott valos szamok az egyitthatok, x és y
pedig az ismeretlenek.

Az egyenletrendszer megolddsdnak nevezziik mindazokat az (x;y) valds szampdrokat, ame-
lyek egyidejiileg kielégitik mindkét egyenletet.

Megoldani a kétismeretlenes linearis egyenletrendszert annyit jelent, mint megtaldlni min-
dazokat a rendezett parokat, amelyek megoldasai az egyenletrendszernek, vagy megmu-
tatni, hogy nem létezik megoldasa. A fenti egyenletrendszer csak akkor oldhaté meg
egyértelmiien, vagyis akkor hatdrozott, ha a két egyenlet egymastol fliggetlen és nincs
ellentmondasban egymassal. Ha az altalanos alakban felirt egyenletrendszer egyik egyen-
letét valamilyen szammal végigszorozva, a masik egyenletet kapjuk, akkor a két egyenlet
nem fliggetlen, mig ha valamilyen szammal végigszorozva, a masik egyenlet bal oldalat
megkapjuk ugyan, egyidejlileg azonban a jobb oldalak nem egyeznek meg, akkor a két
egyenlet ellentmondédsos. Az elsé esetben a két egyenlet 1ényegében nem kiilonb6zo, a
masik esetben pedig az egyenletrendszer nem oldhaté meg.
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4.11. Definicié. Két kétismeretlenes eqyenletrendszer eqymdssal ekvivalens, ha megoldds-
halmazaik megegyeznek, azaz ha mindkét eqyenletrendszert ugyanazok a szampdrok elégitik
ki vagy ha mindkét eqyenletrendszer ellentmonddsos.

Az els6foku kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasara harom eljarast ismertink:
1° a helyettesito modszert

2° az ellentett egytitthatok modszerét és

3° a determinansok modszerét.

1° A helyettesito mddszernél valamelyik egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent, s
azt a masik egyenletbe ugyanannak az ismeretlennek a helyére behelyettesitjiik, majd az
igy kapott egyismeretlenes egyenletet megoldjuk. Az egyik ismeretlen igy meghatarozott
értékét barmely egyenletbe helyettesitjiik, és kiszamitjuk a masik ismeretlen értékét is.

4.23. Példa. Oldjuk meg helyettesité modszerrel a kovetkezo egyenletrendszert:
dr—4y = —6
3r+2y = 12

Az els6 egyenletbdl 3z = 4y — 6 és ezt a masodik egyenletben 3z helyére helyettesitve
kapjuk, hogy

4y — 6+ 2y =12, azaz 6y =18, ahonnan y = 3.
Visszahelyettesitve ezt az elsé egyenletbe megkapjuk, hogy
3r=4-3—6, vagyis 3r =6, ahonnan x=2.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa a (2; 3) rendezett szampér, ezért ez egy hatarozott
rendszer, amelynek megoldashalmaza M = {(2;3)}.

2° Az ellentett egyiitthatok modszerével a kétismeretlenes egyenletrendszert 1gy oldjuk
meg, hogy az egyenleteket egy-egy alkalmasan valasztott szammal megszorozzuk azért,
hogy a kikiiszobolendo ismeretlen egyiitthatdja a két egyenletben ellentett szam legyen.
Ezutan a két egyenlet megfeleld oldalait Osszeadjuk, igy egyismeretlenes egyenletet ka-
punk, amelynek megoldésat az egyik egyenletbe visszahelyettesitve, a masik ismeretlen
értékét is meghatarozhatjuk, vagy a masik ismeretlennel is elvégezziik az eljarast.

4.24. Példa. Hatarozzuk meg ellentett egyiitthatok mddszerével az egyenletrendszert:
dJr—2y = 6
6r —4y = —12.

Szorozzuk be az els6 egyenlet mindkét oldalat —2-vel. Ekkor az egyenletrendszer ekvi-
valens alakja a kovetkezd egyenletrendszer:

—6xr +4y = —12
6r —4y = —12.

Osszeadva a két egyenlet megfelel oldalait kapjuk, hogy 0-2+0-y = —24, amely egyenlet-
nek nincs megoldasa, vagyis az egyenletrendszer ellentmondasos, megoldashalmaza pedig

M =9.
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3° A determindnsok modszere.
A mdsodrendi determindns négy elembol all, az aqq, aiz, as; és asy elemekbdl, deter-
minansnak pedig az

a1 a1z
a12 22

tablazatos elrendezést nevezziik, amelynek van egy az elemek és az elrendezés alapjan
meghatarozott értéke. A determinans D értékét megkapjuk, ha a f6atlén levé elemek
szorzatabol kivonjuk a mellékatlén levo elemek szorzatat, azaz

D — 11 Aiz |
= = (11022 — G12G2].-
Q12 A22
Az
anx +apy = b
an T + axpy = b
egyenletrendszer esetén legyen
@11 A12 by arz P ap; b
D = D, = és D, =
Q21 A22 by ase az  bo

A D determindnst most az egyenletrendszer detreminansanak nevezziik. Ha D # 0, akkor
az egyenletrendszer hatdrozott és megoldasa az (x;y) rendezett par, ahol

D, D,
r=— = —.
D’ YT D
Az egyenletrendszerek megoldasanak ezt a mddszerét Cramer-szabalynak is nevezik.

4.25. Példa. Oldjuk meg determinansok maddszerével az egyenletrendszert:

r+2y =1
—3r+4y = 17.

Mivel az egyenletrendszer determindnsa

1 2

D:)—34

):4—(—6):10#0,

ezért a rendszer hatarozott és igy a determinansok modszere alkalmazhato. Tovabba

1 2 ) 11| B
Dx_’n 4‘_4—34_—30 és Dy_‘_g 17’_17+3_20,
ezért
_D._ =30 _ . D, 20 _
YD 10 YT D 10

Az adott egyenletrendszer megoldésa tehat a (—3; 2) rendezett par, igy az egyenletrendszer
hatarozott, megoldashalmaza pedig M = {(—3;2)}.
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A kovetkezOkben olyan egyenletrendszerekkel foglalkozunk, amelyekben kett6tol tobb
lehet az ismeretlenek szama és az egyenletek szdma is. Definidljunk egy ilyen altalanosabb
egyenletrendszert.

4.12. Definicié. Az

a1 + A12T9 + a1373 + ...+ ALy = bl
211 -+ 299 + 9373 —+ ...+ a9n Ty — bg

(4.1)

U121 + A2y + Am3T3 + ... + Gy Ty = by,

linedris (elséfoki) egyenletek konjunkcidjdt, aholx; € R (j = 1,2, ...,n) az ismeretleneket,
a;; € R az ismeretlenek egyiitthatdit jelentik (i = 1,2,...,n;5 = 1,2,...,n), a b;-k pedig
valds szamok (i = 1,2,...;m), linedris (mds szoval elséfoki) egyenletrendszernek nevezziik.
Ha a b; szamok mindegyike nulla, akkor a linedris egyenletrendszer homogén, ellenkezd
esetben inhomogén.

Az egyenletrendszer megoldasa minden olyan (&1;&s;...;&,) rendezett szdm n-es, ame-
lynek értékeit a megfelelo ismeretlenek helyébe helyettesitve, vagyis x1 = &, 9 = &o,...,
T, = &, esetén, az egyenletrendszer minden egyenletére teljesiil az egyenléség.

Ha az egyenletrendszernek van megoldasa, akkor azt mondjuk ra, hogy megoldhato, ha
nincs megoldasa, akkor ellentmondasos egyenletrendszerrdl van szo.

4.13. Definicié. Két n-ismeretlenes eqyenletrendszer eqymassal ekvivalens, ha megoldds-
halmazaik megegyeznek, azaz ha mindkét egyenletrendszert ugyanazok a rendezett szdm
n-esek elégitik ki, vagy ha mindkét eqyenletrendszer ellentmonddsos.

Megoldani egy m egyenletbol all6 n-ismeretlenes egyenletrendszert annyit jelent, mint
meghatarozni az Osszes (&1;&9;...;&,) alaki megoldasat. Ehhez olyan eljarasokat kell
alkalmazni, amelyek sordan az adott egyenletrendszert vele ekvivalens, de egyszeriibb
egyenletekbdl 4116 rendszerrel helyettesitjik. Az eljarast addig kell folytatni, amig olyan
egyszerii egyenletekhez nem jutunk, amelyekbdl az ismeretlenek értéke kozvetlentil le-
olvashat6. Definidljuk most azokat az elemi atalakitasokat (vagy transzformécidkat),
amelyeket az egyenletrendszerek megoldasi eljarasaiban majd alkalmazunk.

4.14. Definicié. A linedris egyenletrendszerek elemi dtalakitdsai (vagy transzformdcidi)
a kovetkezok:

19 az egyenletek sorrendjének felcserélése,

22 valamely egyenlet nullatol kiulonbozé szammal valo szorzdsa,

3 valamely egyenlet szorzdsa eqy nulldtol kulonbozo szammal és az igy kapott egyenlet eqy
masik egyenlethez valo hozzdaddsa.

4.4. Tétel. Ha eqy linedris egyenletrendszeren elemi dtalakitisokat végeziink, akkor az
eredetivel ekvivalens egyenletrendszert kapunk.

A t6bb egyenletbdl all6 tobbismeretlenes egyenletrendszer megoldasara leginkdbb a Gauss-
féle elimindciés (kikiiszobolési) moddszert alkalmazzuk, amely a fentiekben értelmezett
elemi atalakitdsok megfelel6 sorrendii alkalmazasat jelenti. Az eliminalas kifejezés azt
jelenti, hogy bizonyos egyenletekbol bizonyos ismeretleneket kikiiszoboliink. A modszer
lényege abbdl all, hogy elemi atalakitasok egymas utani elvégzésével az eredeti ”téglalap”
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alaku egyenletrendszert olyan vele ekvivalens ”"haromszog” alaki rendszerre hozzuk, amely-
nek els6 egyenlete n-ismeretlenes, masodik egyenlete n — 1-ismeretlenes, harmadik egyen-
lete n — 2-ismeretlenes, és igy tovabb. Az utolsé egyenletbol valamelyik ismeretlen értéke
kiolvashaté lesz, és ezt az értéket az utolsd elotti egyenletbe helyettesitve még egy is-
meretlen értéket kiszamithatunk. Az eljarast addig folytatjuk,, amig a rendelkezéstinkre
allé egyenletekbdl az 0sszes ismeretlent ki nem szamoltuk.

Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer egytitthatoi kozott van nullatol kiillonbozo, és legyen
ez éppen aj; (ami az egyenletek felcserélésével és az ismeretlenek dtszamozédsdval mindig
elérhetd). Az elsé egyenletet osszuk végig aji-gyel, majd adjuk hozzd az elsé egyen-
let —aog;-szeresét a masodik egyenlethez, majd az els6 egyenlet —ag;-szeresét a harmadik
egyenlethez és igy tovabb, végiil az els6 egyenlet —a,,1-szeresét az m-edik egyenlethez. Az
eredeti egyenletrendszer minden megoldasa az igy kapott egyenletrendszernek is megoldéasa
és forditva. Az 1j egyenletrendszer els6 egyenlete megegyezik az eredeti rendszer els
egyenletével, a tobbi egyenletbdl viszont kikiszoboltik x,-et.

1121 + A12T2 + A13T3 + ... + AT, = bl
/ / / /

/ / / o /

Q30T9 + Q3373 + ... + a3, T, = U5

/ / / o /
Ay0To + Qpsts + ...+ ay,, T, = b,

Tegyiik fel, hogy az igy kapott egyenletrendszerben az 4j ab, # 0. (Ha ab, = 0, de
mondjuk al, # 0, akkor a masodik és 6todik egyenletet felcseréljiik, és igy haladunk
tovabb. Ha ez sem megy, azaz minden ¢ > 2 esetén a; = 0, akkor a harmadik, vagy az
azt kovetd ismeretlenre tériink at.) Ekkor az eléz6 eljardst megismételhetjiik: a masodik
egyenletet osszuk végig al,-vel, majd adjuk hozza a masodik egyenlet —aj,-szeresét a
harmadik egyenlethez és igy tovabb, végiil a mésodik egyenlet —a/ ,-szeresét az m-edik
egyenlethez. A most kapott egyenletrendszer els6 egyenlete megegyezik az eredeti rendszer
els6 egyenletével, a masodik egyenlet megegyezik a masodik lépésben kapott rendszer
masodik egyenletével, a tobbi egyenletbol viszont kikiiszoboltik xo-t.

a1, + a9y + 1373 + ...+ anpr, = bl
/ ! / - /
" " - 1
" " - 1
Q33 + ... +ap,, T, = b,

Vegyiik észre, hogy a fenti 1épések nyomonkovetéséhez elég csak az egytitthatok és a
jobb oldali konstansok valtozasat figyelni, az xy, zo, ..., x,, + és = "jeleket” folosleges
mindig tGjra leirni. Ezért az egyenletrendszert egyszertibben leirhatjuk tablazatos irasmod
segitségével.
Most harom linearis egyenletrendszeren mutatjuk be a Gauss-féle eliminaciés médszert.
4.26. Példa. Az

T1+ X9 —x3+ T4 = 8

25(714‘ Lo — T3 — Xyq4 — 3

T+ 200 + a3 — 204 =

1 — 1’2—1'3+3ZL'4 = 12.
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egyenletrendszer esetén a;; = 1 # 0, ezért az egyenletek dtrendezésére nincs sziikség.
Vonjuk ki az els6 egyenlet kétszeresét a masodik egyenletbdl, majd az elso egyenletet a
harmadikbdl és a negyedikbdl. Ekkor a kovetkezo ekvivalens egyenletrendszert kapjuk:

T1+ 29— x3+ 14 = 8
—Xo+ x3—3x4 = —13
To +2x3 —3xy = —8
—21x9 + 2z, = 4.

Most a masodik egyenletet adjuk a harmadikhoz, majd a masodik kétszeresét vonjuk ki
a negyedikbol. Ekkor addodik:

T1+ 29— 23+ 14 = 8
—Xo+ x3—3x4 = —13
3rs —6xy, = —21
—2x34+8x4y = 30.

A harmadik egyenletet egyszertisitsitk 3-mal, a negyediket pedig 2-vel, ekkor:

T1+ 29— x3+ 14 = 8
—To+ 3 —3x4 = —13
T3 —2x4 = —T
—x3+4x, = 15.

A harmadik egyenletet hozzaadva a negyedikhez adédik:

T1+ 29— 3+ 14 = 8
—Xo+ x3—3x4 = —13
r3—2x4y = —7
2x, = 8.

Az utolsé egyenletbd kiszamolhato egyetlen megoldésa, x4 = 4 s most visszafelé haladva,
rendre visszehelyettesitiink az egyenletekbe:

ry = 4,

r3 = —1+2x,=—-T7+8=1,

To = 134+x23—3x,=13+1—-12 =2,

r1 = 8—Tot+ax3—ax3=8—24+1—4=23.

Az egyenletrendszer megoldasa tehat xy = 3, xo = 2, 3 = 1 és x4 = 4, vagyis az egyetlen
megolddsa a (3;2;1;4) rendezett négyes, ami azt jelenti, hogy a rendszer hatarozott,
megoldéshalmaza pedig

M ={(3:2;1;4)}.

Az ismeretlenek sokszori leirdsanak nehézségétdl szabadulhatunk meg a tablazatos irasmaéd-
dal. Ezt a médszert tigy mutatjuk be, hogy az el6z6 példa megoldasat tablazatos irasméddal
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most megismételjik.

1 1 -1 118 1 1 -1 1] 8

2 1 -1 —1]3 0 -1 1 -3|-13

1 2 1 =2(0 |7 lo 1 2 -3/-8 |7

1 -1 -1 3|12 0 -2 0 2| 4

1 1 -1 1] 8 1 1 -1 1] 8

0 -1 1 -3|-13 0 -1 1 -3|-13
“ 1o o 3 —6|/-21]"71o0o 0 1 —2|-7

0 0 -2 81 30 00 0 2] 8

Az utolsé sorbdl kovetkezik a 2x4 = 8 egyenlet és az eljaras hasonlé modon folytatddik,
mint ahogyan az el6bb bemutattuk.

4.27. Példa. Masodik példaként oldjuk meg az

X1 — 81’2 + 91’3 = =32
21’1 — To + 3113'3 = -1
T+ 22152 — T3 = 12

egyenletrendszert, most mér rogton téablazatos frasmoddal. Mivel ay; # 0, a Gauss-féle
algoritmus azonnal elkezdheto:

1 -8 9 |32 1 -8 9 | =32 1 -8 9 | =32
2 -1 3| —1 ~1 0 15 —15| 63 ~1 0 15 —15| 63
1 2 -1 12 0 10 —10| 44 0 O 0 2

A redukalt egyenletrendszer:

1 — 8!13'2 + 9!13'3 = =32
1529 — 1523 = 63
0 = 2

Az utolsé egyenlet ellentmondast tartalmaz, ezért az egyenletrendszer nem oldhaté meg,
megoldashalmaza tehdt M = ().

4.28. Példa. Harmadik példaként oldjuk meg a kovetkezé egyenletrendszert:

Tog—T3— Ty = —1

1 — 4 19 + 223 = —1
201 — 3x9 —x3 —Dxy = —7
31 — 7 a9 +23 — by = —8.

Az egyenletrendszer megoldasa tablazatos frasmoddal:

0 1 —1 —1]-1 1 -4 2 010 1 =4 2 010
1 -4 2 0 |-1 0 1 —1 —1]-1 0 1 -1 —1]-1
2 -3 -1 =5|-7 1710 5 =5 =5/=5 |7 lo o o oo |
3 -7 1 —-5|-8 0 5 -5 —5|-5 00 0 010
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ezért az eredeti egyenletrendszer egyszerisitett ekvivalens alakja:

T —41’2—|—21’3 = -1
—1.

Lo — T3 — X4

A négy ismeretlen kiszamitasahoz csak két egyenletiink van, ami azt jelenti, hogy két
ismeretlent szabadon valasztunk. Ha ezek példaul x3 = « és x4, = (3, akkor a masodik
egyenletbol

To =+ 6 — 1,

és ezt az elso egyenletbe helyettesitve adodik
r1=4(a+pB—-1)—2a—1=2a+45—5.
Az egyenletrendszer megolddshalmaza tehat
M={2a+46-5,a+ 5 —1,a,8)| a, 5 € R},

vagyis végtelen sok szamnégyes elégiti ki az eredeti egyenletrendszert. Egy ilyen szamnégyes
példdul o = 2 és = 1 valasztédsa esetén (3;2;2;1) vagy a = 1 és § = 0 vélasztasa esetén
(—3;0;1;0). Példankban x3 és x4 helyett masik két ismeretlen tetszéleges megvalasztasa
mellett is donthettiink volna.

A fenti példakbdl vilagosan latszik az altalanos eljaras. A 7feliilrol lefelé” torténd lépe-
getésnél végil egy olyan tablazathoz jutunk, amelyben az elsé sort kivéve minden sor
nulldkkal kezdddik, az els6 valahdny sorban az els6 nemnulla elem mindig 1-es, (az
ugynevezett vezéregyes), ezek csupa kiilon oszlopban, lépcsézetesen jobbra helyezked-
nek el, a vezéregyesek alatt pedig minden elem 0. Lehetnek ezen kiviil olyan sorok is,
amelyekben minden elem csupa nulla. Ezt [épcsos alaknak hivjuk.

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhatd, ha a redukalt 1épcsés alakban nem
fordul el6 olyan sor, amelyben az egytitthatoknak megfelel6 rész csupa nulla, a jobb
oldali rész pedig nem nulla, a tovabbiakban ezt ellentmonddsos sornak hivjuk. Az el-
lentmondasos sor 1éte mar a 1épcsos alakndl is kideriil, amelyet ekkor persze felesleges
tovabb redukalni.

A megoldas akkor és csak akkor egyértelmi, ha nincs ellentmondasos sor és minden osz-
lopban all vezéregyes, azaz a vezéregyesek szama megegyezik az ismeretlenek szaméval.
Fontos megemliteni, hogy ennek semmi koze sincs az olyan csupa nulla sorok 1étéhez vagy
nemlétéhez, amelyeknek a jobb oldali része is nulla. Nevezziik az ilyen sorokat folosleges
soroknak. Egy folosleges sor csak azt jelenti, hogy az annak megfelel6 egyenlet kévetkezik
a tobbibdl, tehat nem tartalmaz 1j informacidt, 1j megkotést, és igy ezek az informaciok
elhagyhatok.

Ha az egyenletrendszer megoldasa egyértelmii, azaz az egyenletrendszer hatdrozott, akkor
a redukélt lépcsos alak azonnal megadja a megoldast. Ha a megoldas nem egyértelmii,
azaz az egyenletrendszer hatdrozatlan, akkor a vezéregyest nem tartalmazé oszlopoknak
megfelel6 ismeretlenek tetszolegesen valaszthatdk, azaz ezek szabad paraméterek, a tobbi
ismeretlen pedig ezekkel egyértelmtien kifejezhetd. A megoldasok szama igy végtelen sok
lesz, hiszen a szabad paraméterek tetszolegesen vélaszthatjak értékeiket a valds szamok
halmazabdl. A szabad paraméterek szama megadja a hatarozatlan linearis egyenletrend-
szer szabadsagfokat.
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FELADATOK

1. Ekvivalensek-e a kovetkez6 egyenletrendszerek:

20 +y=24 és r+4+2y=24
3r—2y =38 2z + 3y = 40.

Megoldas. Hatarozzuk meg az adott egyenletrendszerek megoldashalmazait, majd
hasonlitsuk 0ssze a kapott halmazokat.

Oldjuk meg az els6 egyenletrendszert a helyettesit6 modszerrel. A 2x +y = 24
egyenletbol fejezziik ki a mésodik ismeretlent, ez y = 24 — 2x, majd helyettesitsiik
be a kapott kifejezést a masodik egyenletbe. Ekkor a 3x — 2(24 — 2x) = 8 egy-
ismeretlenes egyenletet kapjuk, amely rendezés utan a 7z = 56 ekvivalens alakot
veszi fel, ahonnan x = 8. Visszahelyettesitve a kapott értéket az elsé egyenletbe
addodik y = 24 — 2 -8 = 8, vagyis a rendszer hatdrozott, egyetlen megoldésa a (8, 8)
rendezett par, megoldashalmaza pedig M; = {(8,8)}.

Oldjuk meg a masodik egyenletrendszert az ellentett egyiitthatok modszerével. Szo-
rozzuk be az els6 egyenletet (—2)-vel, majd adjuk Ossze a két egyenletet. Beszorzas
utan az eredetivel ekvivalens

—2r — 4y = —48
2z + 3y = 40.
egyenletrendszert kapjuk, osszeadva a két egyenletet pedig a —y = —8 egyismeret-

lenes egyenletet, ahonnan az y = 8 érték adédik. A kapott értéket helyettesitsiik be
példaul a méasodik egyenletbe. Ekkor a 2x + 3 - 8 = 40 egyismeretlenes egyenletet
kapjuk, ahonnan 2z = 16, illetve x = 8, miszerint az egyenletrendszer egyetlen
megolddsa a (8;8) rendezett par, megoldashalmaza pedig M, = {(8;8)}.

Mivel M, = Ms, igy a két egyenletrendszer egymassal ekvivalens.

2. Vizsgdljuk ki a kovetkezo egyenletrendszer megoldhatdsagat:

3z+y—1) = z—2y+1
dr+3y—2) = 4—2x—3y.

Megoldas.Rendezziik eloszor az egyenletrendszert a szokasos alakra, amely ebben

az esetben
20+ 05y =4
6z + 15y = 12.
A rendszer determindnsa most
2 5
D—' 6 15 '—2-15—5-6—30—30—0.

Ez azt jelenti, hogy a rendszer nem hatarozott, tehat a determinanssal nem old-
haté meg. Nézziik meg, hogy mi torténik, ha eliminaljuk valamelyik ismeretlent.
Szorozzuk be az els6 egyenletet —3-mal. Ekkor a

—6x — 15y = —12
62 + 15y = 12
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egyenletrendszert kapjuk, s az elsé egyenletet hozzaadva a masodikhoz addédik a
0-z+40-y =0 egyenlet, amelynek végtelen sok megoldasa van. A megolddshalmaz
felirasahoz valasszuk példaul a 2z + 5y = 4 egyenletben tetszoleges paraméternek
az r ismeretlent. Legyen most x = p, ahol p tetszolegesen valaszthato valds szam.

4—2 4—2
p, a megoldasok pedig a (p; 3 p) alaku

Ekkor 2p + 5y = 4, ahonnan y =
rendezett parok, ahol p € R. Néhany ilyen megoldas

(O;%), (1;%), (—3;2),...

az egyenletrendszer megoldashalmaza pedig

v={(n*52) rer}.

. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

4 1 _3 2 1 _3
r+2y 3r+6y r+2y 9z +18y

Megoldas. Vegylik észre, hogy ez nem linedris egyenletrendszer, de felirhaté

2' 2 —_— 1 = 3
r+2y 3x+ 06y
2 1 1

T+2y 3 3x+6y

=q és

alakban, amelyben a = b helyettesitést alkalmazva mar a

x+ 2y 3z + 6y
2a—b=3
b
— - =3
“73

linearis egyenletrendszert kapjuk. Szorozzuk be a masodik egyenletet —3-mal. Ekkor
kapjuk a

2a—b=3
—3a+b=-9
ekvivalens rendszert, ahol a két egyenlet osszeadasavl adodik, hogy —a = —6, ahon-

nan a = 6. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk, hogy 2 -6 — b = 3,
ahonnan b = 9. Térjiink most vissza a helyettesitésekre és szamoljuk ki az eredeti
x és y ismeretlenek értékeit. Mivel most

2
:6 A pu—
T+ 2y > 3z + 6y

Y

ebbol kapjuk, hogy
1 1
+2y=—- és 3x+6y=—.
T3 Y70
Az egyenletrendszer elsé egyenletét —3-mal szorozva és hozzddva a masodik egyen-
lethez adddik a 0 -2 4+0-y = —3 egyenlet, amelynek nincs megoldasa, tehat az

eredeti egyenletrendszer ellentmonddasos, a megoldéshalmaz pedig M = ().
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. Vizsgaljuk ki és oldjuk meg az

ar +4y =
9z +ay =

egyenletrendszert az a valds paraméter értékeitdl fiiggden.

Megoldas. Alkalmazzuk a Cramer-szabalyt. A rendszer determindnsa

a 4

_ — 4 _ — (q —
D= 9 a‘—a 36 = (a—6)(a+6).

Diszkusszio:
1° Ha a # 6 és a # —6, akkor D # 0 és az egyenletrendszer hatarozott. Ekkor

2 4

Dx:‘s a):2a—12:2(a—6) és D, =

a 2
9 3 ‘—3@—18—3(&—6),

az egyenletrendszer megoldédsai pedig

D, 2(a —6) 2 , D, 3(a —6) 3
"TD T w@-6)@+6) a+t6 YT D (@a-6)(at6) at6

Adott a € R\ {—6,6} esetén az egyenletrendszer egyetlen megoldasa a

2 3 2 3
<a——|—6; a——|—6> rendezett par, mig megoldashalmaza M = { (a—%—G; a—+6) } .

2° Ha a = —6, akkor a

—6r +4y =
9z — 6y =

egyenletrendszert kapjuk. Osszuk el 2-vel az elsé egyenletet és 3-mal a masodikat.
Az ekvivalens rendszer most

—3r+2y =1
3r—2y = 1,
osszeadva a két egyenletet pedig a 0 -2 4 0 -y = 2 egyenlet adddik, amelynek nincs
megolddsa. A rendszer tehdt ellentmondésos, a megolddshalmaz pedig M = ().
3° Ha a = 6, akkor a

6z +4y =
9z + 6y =

egyenletrendszert kapjuk. Osszuk el —2-vel az els6 egyenletet és 3-mal a masodikat.
Az ekvivalens rendszer most

—3r—2y = -1
3r+2y = 1,
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osszeadva a két egyenletet pedig a 0-x40-y = 0 egyenlet addédik, amelynek végtelen
sok megoldasa van. A megoldashalmaz felirasdhoz valasszuk példaul a 3x + 2y = 1
egyenletben tetszoleges paraméternek az x ismeretlent. Legyen most x = p, ahol
1—-3p

2 )
alaku rendezett parok, ahol p € R. A rendszer

p tetszolegesen valaszthaté valés szam. Ekkor 3p 4+ 2y = 1, ahonnan y =

a megoldasok pedig a (p;

tehat hatarozatlan, megoldashalmaza pedig

v={(n'5") per}.

. Vizsgaljuk ki és oldjuk meg az

3r+(1+ky = 2k—1
2e+(1—k)yy = —(2k+1)

egyenletrendszert a k valos paraméter értékeitol fiiggden.

Megoldas. Alkalmazzuk ismét a Cramer-szabalyt. A rendszer determinansa

3 1+k

D:'2 1—k

':3(1—k)—2(1+k):1—5k.

Diszklisszio’:1
1° Ha k # 5 akkor D # 0 és az egyenletrendszer hatéarozott. Ekkor

2k—1 1+k ) 13 2k-1 ]
Dx_‘—2k—1 l_k‘—6k és Dy—‘2 _2]{:_1‘——10]{—1,
az egyenletrendszer megoldédsai pedig
D, 6k ) D, 10k+1
TD T1-e T VT D T Ek—1

1
Az egyenletrendszer egyetlen megolddsa adott k € R\ {g} esetén a
( 6k 10k +1

1% 5k — 1 ) rendezett par, a megoldashalmaz pedig

6k 10k +1
M_{<1—5k7 5k—1>}'

1
2° Ha k = 5 akkor a

3r+-y = —

2 -y = —=
x+5y
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: 5 ., 9
egyenletrendszert kapjuk. Szorozzuk be ~3 -dal az elsO egyenletet és §—de1 a
masodikat. Az ekvivalens rendszer most
—br—2y = 1
7
Sr+2y = —=
T+ 2y 5’
osszeadva a két egyenletet pediga 0-2+4+0-y = —3 egyenlet adodik, amelynek nincs
megolddsa. A rendszer tehdt ellentmondésos, a megolddshalmaz pedig M = ().
6. Oldjuk meg a kovetkezo haromismeretlenes linearis homogén egyenletrendszert:
r+2y+3z2 = 0
20+ 3y+42 = 0
r+y+z = 0.
Megoldas. Alkalmazzuk a Gauss-féle elimindciés modszert a tablazatos irasmoddal.
Eliminaljuk az x véltozét. Ezért szorozzuk az elsé egyenletet (—2)-vel és adjuk
hozzé a masodikhoz, majd szorozzuk az els6 egyenletet (—1)-gyel és adjuk hozza a
harmadikhoz. Ekkor
1 2 3]0 1 2 310 12 310
2 3 4|0 |~ 0 -1 =2{0 ]~ 0 =1 =210
11 110 0 -1 =20 0O 0 010
Az utolsé lépésben szoroztuk a mésodik egyenletet (—1)-gyel és hozzdadtuk a har-
madikhoz. A tablazatos felirasban van egy felesleges sor, tehat az egyenletrendszer
hatarozatlan. A redukalt egyenletrendszer:
r+2y+32=0 . B , r+2y=—-3p
Yt 2z =0, illetve z=p esetén Y= —2p.
ahonnan a z = p és y = —2p alapjan x = p adddik, vagyis a megoldashalmaz
M = {(p,—2p,p), p € R}.
1
Néhéany konkrét megoldés példaul a p =0, p=1ésp = —3 paraméterértékekre a
1 1
(0;0;0), (1;—=2;1), (—5; 1; —5) rendezett harmasok.
7. Oldjuk meg a kovetkezo haromismeretlenes linedris egyenletrendszert:

r—y+z = 4

2c +3z = 5
dr+8y+ 10z = =2
—2y+3z = T.

Megoldas. Alkalmazzuk most is a Gauss-féle eliminacidos maédszert a tablazatos
irasmoddal. Eliminédljuk az = valtozdt. Ezért szorozzuk az els6 egyenletet (—2)-vel
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és adjuk hozza a masodikhoz, majd szorozzuk az elsé egyenletet (—4)-gyel és adjuk
hozza a harmadikhoz. Ekkor

1 -1 1] 4 1 —1 1| 4 1 —1 1| 4
2 0 3|5 0 2 1] -3 0 2 1|-3
4 8 102171012 6/-18| 7o o o]o
0 -2 3|7 0 -2 3| 7 0 0 4] 4

A masodik 1épésben szoroztuk a mésodik egyenletet (—6)-tal és hozzdadtuk a har-
madikhoz, majd a mésodik egyenletet hozzaadtuk a negyedikhez. A tabldzatos
felirasban van egy felesleges sor, de még igy is harom egyenletiink maradt. A re-
dukalt egyenletrendszer:

r—y+z = 4
2y+z = =3
4z = 4,

ahonnan addédik, hogy z = 1, ezt az értéket a masodik egyenletbe helyettesitve
kovetkezik, hogy 2y + 1 = —3, illetve y = —2, mindkét kapott értéket pedig az elsé
egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy © — (=2) + 1 = 4, azaz © = 1. A rendszer
tehat hatdrozott, egyetlen megolddsa az (1; —2; 1) rendezett harmas.

. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert:

r+4y+3z2 = 0
3r+Ty+52 =
20+ 3y + 22z = 4.

Megoldas. Alkalmazzuk ismét a Gauss-féle eliminaciés maédszert a tablazatos
irasmoddal. Elimindljuk az x valtozot. Ezért szorozzuk az els6 egyenletet (—3)-
mal és adjuk hozza a masodikhoz, majd szorozzuk az els6 egyenletet (—2)-vel és
adjuk hozza a harmadikhoz. Ekkor

14 3|0 1 4 310 1 4 310
3754 ~|0 -5 44 |~|0 =5 —414
2 3 2|4 0 =5 —4 |4 0 0 010

A miésodik 1épésben szoroztuk a masodik egyenletet (—1)-gyel és hozzaadtuk a har-
madikhoz. A téblazatos felirasban van egy felesleges sor, igy most csak két egyen-
letiink maradt. A redukalt egyenletrendszer:

4y = —3
r+4y+32=0 . - , T4y P
By —dz—4 illetve z=p esetén Y= _4 +54p’
4+4 16
ahonnan y = — + P és x = —i—p’ azaz a rendszernek végtelen sok megoldasa

van, tehat hatdrozatlan, megoldashalmaza pedig

1 444
M:{( 65“’;_ _;p)pER}.
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10.

. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

T+2y+z =

dr+y—z = 0

r+y+z = 2
dr+Ty+22 = -2

Megoldas. Alkalmazzuk a Gauss-féle elimindciés modszert a tablazatos irasmoddal.
Elimindljuk az z valtozdt. Ezért szorozzuk az elsé egyenletet (—3)-mal és adjuk
hozzé a masodikhoz, szorozzuk az els6é egyenletet (—1)-gyel és adjuk hozza a har-
madikhoz, majd szorozzuk az els6 egyenletet (—4)-gyel és adjuk hozzé a negyedik
egyenlethez. Ekkor

12 11 1 2 111
31 —1]0 0 -5 —4|-3
11 112 |7lo -1 o0]1 |~
47 2|2 0 -1 —2|-6
12 111 12 1] 1
01 0]-1 01 0|1
"1 00 4|87 100 2|4
00 —2|-7 00 0|-3

A maésodik 1épésben szoroztuk a harmadik egyenletet (—1)-gyel és felcseréltiik a
masodikkal, majd szoroztuk a mésodik egyenletet 5-tel és hozzdadtuk a harmadikhoz,
majd a masodik egyenletet hozzdadtuk a negyedikhez. A harmadik lépésben a har-
madik egyenletet elosztottuk (—2)-vel, majd hozzddtuk a negyedik egyenlethez, s
ezzel ellentmondasos sort kaptunk. A redukalt egyenletrendszer:

r+2y+2z =1

y = -1
2z = 4
0-z = =3,

ahol a negyedik egyenletnek nincs megoldasa, tehat az egyenletrendszer ellent-
monddsos, megolddshalmaza M = ().

Vizsgaljuk ki és oldjuk meg az

ar+y+z = 1
r+ay+z = 1
r+y+taz = 1

egyenletrendszert az a valés paraméter értékeitol fiiggoen.

Megoldas. Alkalmazzuk a Gauss-féle elimindciés modszert a tablazatos irasmoddal.
Cseréljiik fel el6szor az elsé és harmadik egyenletet, majd szorozzuk az elsé egyen-
letet (—1)-gyel és adjuk hozza a méasodikhoz, szorozzuk az elsé egyenletet (—a)-val
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és adjuk hozzé a harmadikhoz. Ekkor

a 1 171 1 1 all
1l a 1|1 |~ 1 a 1|1 |~
1 1 a]l a 1 1|1
1 1 a 1 1 1 a 1
~| 0 a—-1 1—-a 0 ~ | 0 a—-1 1—a 0 ,
0 1—a 1—ad*|1—a 0 0 (a+2)(l—a)|l—a

ahol az utolso 1épésben a masodik egyenletet hozzaadtuk a harmadik egyenlethez.

1
Az utolso egyenletbol azt kapjuk, hogy z = P ha a # 1 és a # —2. Ekkor a
a

1 1
masodik egyenletbol y = 5 8% els6bdl pedig © = P kovetkezik. Mivel két
a a

paraméterértéket kizartunk, ezért sziikség van az egyenletrendszer megoldasainak
kivizsgaldsara.

Diszkisszio:

1° Ha a € R\ {—2,1}, akkor a rendszer hatdrozott és megoldashalmaza

M- 1 ; 1 ; 1 .
a+2 a+2 a+2

2° Ha a = —2, akkor az egyenletrendszer tablazatos irasmoddal igy irhato fel:
1 1 =211 1 1 =211
0 -3 3|0 )]~10 =3 3]0
0 3 -—-3|3 0 0 0|3

ahol a masodik egyenletet hozzdadtuk a harmadikhoz, s ezzel egy ellentmondésos
sort kaptunk, amelybdl megallapithatjuk, hogy az egyenletrendszer most ellent-
mond&sos.

3° Ha a = 1, akkor az egyenletrendszer tablazatos frasmoddal

11
00
00

O O Q

1
0
0

moédon irhato fel, amelybdl leolvashatjuk, hogy van két felesleges sor, tehat valdjaban
a rendszer csak az x +y+ z = 0 egyenletbdl all. Mivel kett6vel tobb ismeretlen van,
mint egyenlet, ezért a rendszer hatdrozatlan és 2 a szabadsagfoka. Ez azt jelenti,
hogy két ismeretlennek tetszolegesen valaszthatjuk az értékeit. Legyen most x = «
és y = 3, ahol a és [ tetszolegesen valaszthato valds szamok. Ekkor z =1—a — 3,
a rendszernek végtelen sok megoldas van, megoldashalmaza pedig

M ={(a;B;1 —a—p),a,8 € R}.
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4.4. Kétvaltozos linearis egyenlotlenségrendszerek

Legyen adott az x, y ismeretlenes n linearis egyenlétlenségbdl allé

a1 x + appy < b
a1 T + azy < by (4.2)
An1® + an2y < by,

egyenlttlenségrendszer, ahol az a;; egylitthatok is és a b; allanddk is valés szdmok, min-
den i = 1,2 és j = 1,2,...,n esetén. A fenti rendszer megolddsa alatt azt a (xq;yo)
rendezett valos szampart értjik, amely x = xg, y = yo esetén a rendszer mindegyik
egyenlotlenségének eleget tesz. Ezek a megoldasok egy halmazt alkotnak, amelyet az
egyenlotlenségrendszer megoldashalmazanak neveziink.

Azt a linedaris egyenl6tlenségrendszert, amelynek van legalabb egy megoldasa, megold-
hatonak nevezziik. Amennyiben a linearis egyenl6tlenségrendszernek nincs egyetlen meg-
oldasa sem, azt mondjuk ra, hogy ellentmonddsos.

Két linedris egyenlotlenségrendszert akkor és csak akkor neveziink ekvivalensnek, ha az
elso rendszer mindegyik megoldasa megoldasa a mésiknak is, és forditva, a masik rendszer
mindegyik megolddsa megoldasa az els6 rendszernek is. Barmely két ellentmondasos
linearis egyenldtlenségrendszer egymassal ekvivalens.

Mindegyik kétismeretlenes linedris egyenlotlenségrendszer leirhaté a (4.2) alakban. Ha a
rendszer tartalmaz a;;z + ay > b; alaka egyenldtlenséget, akkor ezt —1-gyel szorozva a
(4.2) rendszerben adott alakra hozhatjuk.

Legyen adott az x és y ismeretlenes a;x+aoy < b egyenldtlenség. Ha az x, y valtozokat egy
sikbeli pont koordinatainak tekintjiik, akkor az egyenl6tlenség megoldashalmaza grafiku-
san abrazolhaté a sikban. A valds szamsik azon pontjainak halmazat, melyek kielégitik
az a1 + asy < b vagy ayx + asy > b egyenldtlenséget, félsiknak nevezzik, azon pontok
halmazat pedig, melyek kielégitik az a1z 4 axy < by vagy a1x + asy > b egyenlttlenséget,
nyitott félsiknak nevezzilkk. Az ajx+asy = b egyenest az emlitett félsikok hatdregyenesének
mondjuk.

4.15. Definicié. Az S ponthalmazt akkor és csak akkor mondjuk konvernek, ha bdarmely
két pontjaval meghatdrozott szakasz pontjai is az S halmazhoz tartoznak.

4.5. Tétel. Konvexr halmazok metszete is konvex halmaz.
4.6. Tétel. Minden félsik konvexr halmazt alkot.
4.1. Kovetkezmény. A félsikok metszete konvex halmazt alkot.

4.16. Definicié. Azon pontok P halmazat melyek kielégitik a (4.2) linedris kétisme-
retlenes egyenliotlenségrendszert, konvex poligonhalmaznak mondjuk, azt a pontot pedig,
amely eleme a P halmaznak és a (4.2) egyenldtlenségrendszerre vonatkozo félsikok hatdrai
metszetének, a P halmaz lehetséges optimadlis pontjanak nevezzik.

4.17. Definicio. A konvex P poligonhalmazra akkor mondjuk, hogy korldtos, ha vannak
olyan Ky, Ky pozitiv valds szamok, hogy minden (x;y) € P pontra érvényes:

2] < K3, Jyl < Ko

Ellenkezo esetben a konvex P poligonhalmazra azt mondjuk, hogy nem korldtos.
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4.18. Definicié. A valds szdmpdrok R? halmazdt a valds szdmok R halmazdba képezd f
fligguényt, amelyre f(x,y) = Chz + Cay, C1,Cy € R, linedris fiigguénynek nevezziik.

4.29. Példa. Abrézoljuk grafikusan az
r+2y<6, rz—y=>0 xx<4, y=>0

linedris egyenldtlenségrendszer megolddshalmazat! Korldtos-e a megolddshalmaz? Irjuk
fel a megoldashalmazhoz tartozé lehetséges optimalis pontok halmazat!

Az els6 egyenlétlenséggel meghatarozott félsik tartal-
mazza az € : © + 2y = 6 egyenest és az alatta el-
helyezkedd pontokat. A masodik egyenlétlenséggel g f
meghatarozott félsik tartalmazza az f : =z = y
egyenest és az alatta elhelyezked6 pontokat. A har-
madik egyenldtlenséggel meghatérozott félsikhoz a

g . © = 4 egyenes pontjai és a téle balra esé pon- 2 B
tok tartoznak. Végil az utolsé egyenlotlenséggel 1 A
meghatarozott félsik az y = 0 egyenest és a felette /‘Ol ‘il 6\ X

elhelyezkedd pontokat tartalmazza.

Jelolje B az e és g egyenesek metszéspontjat, amelynek koordinatai (4,1), C' az e és
f egyenesek metszéspontjat, melynek koordinatdi (2,2), A a g és y = 0 egyenesek
metszéspontjat, melynek koordinatdi (4,0), O pedig az origét, amely az f és y = 0
egyenesek metszéspontja. Az OABC négyszog pontjai és a bels6é tartomanyédba tartozd
pontok elemei az emlitett félsikok mindegyikének és ezért az adott egyenlétlenségrendszer
megoldashalmazat alkotjak. A megoldashalmaz korlatos, hiszen az O ABC' négyszog min-
den (z,y) pontjara igaz, hogy |z| < 4 és |y| < 2. A megolddshalmaz lehetséges optimalis
pontjait az O ABC négyszog hataregyeneseinek metszéspontjai, azaz az {O, A, B, C'} hal-
maz elemei alkotjak.

4.30. Példa. Abrézoljuk grafikusan az
r+y<2 xz—y=>0, x>0

linedris egyenldtlenségrendszer megolddshalmazat! Korldtos-e a megolddshalmaz? Irjuk
fel a megoldashalmazhoz tartozo lehetséges optimalis pontok halmazat!

Az els6 egyenlétlenséggel meghatarozott félsik tartal- y
mazza az e : x + y = 2 egyenest és az alatta el-
helyezkedd pontokat. A masodik egyenlétlenséggel

meghatarozott félsik tartalmazza az f : y = x egye-

nest és az alatta elhelyezked6 pontokat. Végiil a 1t

harmadik egyenlétlenséggel meghatarozott félsik az O

xr = 0 egyenest és a tole jobbra elhelyezked6 pon- 1 2 = X
tokat tartalmazza.

Jelolje A az e és f egyenesek metszéspontjat, amely- f

nek koordinatai (1;1), O pedig az origdt, amely az f
és az © = 0 egyenesek metszéspontja.

A fenti egyenlotlenséggel meghatarozott konvex poligonhalmaz tehat nem korlatos, lehetséges
optimalis pontjai pedig (1;1) és (0;0).
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FELADATOK

1. Abrazoljuk grafikusan az

linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmazat. frjuk fel a megoldéshalmazhoz
tartozo lehetséges optimalis pontok halmazat.

Megoldas. Abrazoljuk a koordindtastkon az e : z+y =1, f: y—xz = 1,
g: y—x=—1és h: x=—1 egyeneseket, valamint metszéspontjaikat, ahol

{A}y=fnh, {B}=enf, {C}=enh, {D}=eng é {E}=gnh.

A megfelel6  egyenletrendszerek  megoldasaval
adédnak a pontok megfelelo koordinatdi, azaz
A(—-1;0), B(0;1), C(—1;2), D(1;0) és E(—1;-2). \
Ezekbdl a metszéspontokbdl azok a pontok lesznek

a lehetséges optimalis pontok, amelyek kielégitik

a egyenlotlenségrendszer minden egyenlétlenségét.
Ellen6rzéssel megkapjuk, hogy a lehetséges optimalis A
pontok A, B és C, mivel a D és E pontok nem
elégitik ki a masodik egyenlétlenséget.

-
Az abrardl leolvashatjuk, hogy a megolddshalmazt /
most az ABC haromszog pontjai hatarozzdk meg, a / -2
lehetséges optimalis pontok pedig az A, B és a C.

2. Abrézoljuk grafikusan az
r+y<l1l, y—z<l. z—y<l z>-1

linearis egyenlétlenségrendszer megoldashalmazat. Hatarozzuk meg a megoldashal-
mazhoz tartozé lehetséges optimélis pontok halmazat.

Megoldas. Abrézoljuk a koordinatasikon az e : v +y =1, f: y—a = 1,
g: y—x=—1¢és h: x=—1 egyeneseket, valamint metszéspontjaikat, ahol

{A}=gnh, {B}=eng, {C}l=enf, {D}=fnh é {E}=enh.

A megfelel6  egyenletrendszerek  megoldasaval
adodnak a pontok megfelel6 koordinatdi, azaz
A(—1;-2), B(1;0), C(0;1), D(—1;0) és E(—1;2).
Ellen6rzéssel megkapjuk, hogy a lehetséges optimalis
pontok A, B C' és D, mivel az E pont nem elégiti
ki a masodik egyenlGtlenséget. Az dbran lathatjuk,
hogy a megolddshalmazt az ABC' D konvex négyszog
pontjai alkotjak, a lehetséges optimalis pontok
pedig a megoldast abréazolé ABCD konvex négyszog
csucspontjai.
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3. Abrézoljuk grafikusan az y
r+y<l1l, z—y<l1l, z>-1 \Q

2
linearis  egyenlOtlenségrendszer — megolddshalmazat! \
Szamitsuk ki a megoldashalmazhoz tartozo lehetséges
optimalis pontok halmazat. 9 N
Megoldas. Legyeneke: z+y =1, f: v —y =1, X
g: v = —1 az adott egyenesek, metszéspontjaik pedig ¢

{A} = fng, {B} =en fés {C} = en g, melyek ko- /
2

ordinatdi A(—1;—2), B(1;0) és C(—1;2). Ellendrzéssel
megkapjuk, hogy a lehetséges optimalis pontok A, B és

C. A lehetséges optimalis pontok valéjaban a megoldést /A
abrazol6 ABC' haromszog csucspontjai.

4. Abrézoljuk grafikusan az
r+y>0, z—y>0, =<0

linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmazat.
Megoldas. Jeloljee: x+y=0¢és f: x—y = 0 az adott
hataregyeneseket, a harmadik hatéregyenes pedig az x-
tengely. Az e és f egyenesek altal meghatarozott félsikok
metszete az y-tengelytdl jobbra van és ennek metszete
az x < 0 félsikkal csupan az origd, azaz az A(0,0) pont.
A megoldashalmaz tehat ebben az esetben egyetlen pont
és ugyanaz az egy pont a lehetséges optimalis pont is.

5. Abrézoljuk grafikusan az
r+y>1, z—y>1, z=<-1

linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmazat.
Megoldas. Legyenek

2,
e:x+y=1, f:rax—y=1 é g¢g: v=-1 \

az adott egyenlOtlenségeknek megfelelo  félsikok 9 \/
hataregyenesei. Az els6 egyenlGtlenség megoldashal- 1 X X
maza az e egyenestdl jobbra felfelé es6 pontok, a /\
masodiké az [ egyenestol jobbra lefelé es6 pontok, -
a harmadiké pedig a g egyenestol balra es6 pontok. /
Mivel az e és f hataregyenesekkel meghatarozott _ol
félsikok metszete az x > 1 félsikban van, ez azt jelenti,
hogy az egyenl6tlenségrendszernek nincs megoldasa,
hiszen nincs egy olyan pont sem, amely mindharom
egyenlotlenséget kielégitené. A megoldashalmaz tehat
az lres halmaz.
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. Abrézoljuk grafikusan az

linearis egyenldtlenségrendszer megolddshalmazat. Korldtos-e a megoldashalmaz?
Irjuk fel a megoldashalmazhoz tartozo lehetséges optimalis pontok halmazat.

Megoldas. Legyenek e: z+y=1,f: v —y=1¢6s y
g : v = —1, valamint az x-tengely és az y-tengely az
egyenlotlenségeknek megfelelo félstkok hataregyenesei. \ 2
Az x > —1 és az © > 0 egyenlGtlenségeknek megfelel6

félsikok metszete az y-tengelytél jobbra levé pon-

tok halmaza, tehat a g egyenes nem jatszik szerepet t
a megoldashalmazban.  Legyenek a hataregyenesek
metszéspontjai {A} = eNy és {B} = en f Nz, ko- -1 1
ordindtaik pedig A(0;1) és B(1;0). A megolddshalmaz g €
az abran lathatd, s az is, hogy ebben az esetben nem

korlatos halmazrdl van szé. A lehetséges optimalis pon- /
tok A és B. i

Abrézoljuk grafikusan az
r+2y <16, >0, z<4, y=0, y<2, x2>15y

linearis egyenl6tlenségrendszer megoldashalmazat. Mi lesz ebben az esetben a meg-
oldashalmazhoz tartozo lehetséges optimalis pontok halmaza?

Megoldas. Az 0 < z < 4 és 0 < y < 2 egyenl6tlenségek meghatarozzak a
megoldashalmaz alakjat, mert egy téglalap belsé pontjait adjdk meg.

Az x4+ 2y < 16 egyenlotlenséget meghatarozo félsik metszete az el6bbi téglalappal
maga a téglalap, tehat nem valtoztat rajta.

Az x > 1.5y egyenl6tlenségnek megfeleld fél- y

sik a téglalapbdl lemetszi a h : x = 1.5y \\ h
hataregyenes alatti részt, s a megfelel6 met-

széspontokat kiszamolva kapjuk, hogy ez nem
mas, mint az ABC'D konvex négyszog, amely- f e
nek csucspontjai A(3;2), B(4;2), C(4;0) és A
D(0;0). Az egyenlétlenségrendszer megoldas-

halmazénak lehetséges optimélis pontjai: L X
A, B, C, D. 1 34 12

=N
@]
Q@

. Abrézoljuk grafikusan az v +vy > 3,20 —y > 0, 20 —y < 3, z +y < 3 linedris

egyenlotlenségrendszer megoldashalmazat. Korlatos-e a megoldashalmaz? Mi lesz
ebben az esetben a megoldashalmazhoz tartozé lehetséges optimélis pontok hal-
maza’
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10.

Megoldas. Az 2z —y > 0 és 20 — y < 3 feltétel
az f 1 y = 2w és g : y = 2x — 3 parhuzamos
egyenesek kozotti sikrész pontjait adjak meg, az
x4y >3ésx+y <3 feltételek egyiittesen pedig
ez esetben az e : y = 3 — x hataregyenes pont-
jain teljesiilnek. Mivel az e egyenes metszéspontja
az f egyenessel az A(1;2) pont, az e egyenes
metszéspontja a g egyenessel pedig a B(2;1) pont,
igy a megoldashalmazt az AB szakasz pontjai
alkotjak. Ez a megoldashalmaz korlatos, mert
|z| < 2és|y| < 2 teljesiil, lehetséges optimalis pon-
tjai pedig az A és B pontok. A megoldashalmaz
az AB szakasz.

. Abrézoljuk grafikusan az y—2 > 0, —z+y+1 > 0,

r—y+1>0, —x+4>0, x>0,y >0 linearis
egyenlotlenségrendszer megoldashalmazat. Mi lesz
ebben az esetben a megoldashalmazhoz tartozo
lehetséges optimalis pontok halmaza?

Megoldas. A megoldashalmaz hataregyenesei:
e: y=2,f: y=x—-1,9g: y=ax+1és
h: x=4. Az x > 0 és y > 0 feltételek feleslege-
sek, mert nem hatnak ki a megoldashalmazra. Az
abran lathato, hogy a megoldashalmaz az ABC D
trapéz, a lehetséges optimélis pontok pedig A(1;2),
B(3;2), C(4;3) és D(4;5).

y

N

he N "

=

Abrézoljuk grafikusan az 8z + by < 320, 4x + 5y < 200, x > 15, y > 10 linearis

egyenlotlenségrendszer megoldashalmazat. Mi lesz

ebben az esetben a megoldashal-

mazhoz tartozo lehetséges optimélis pontok halmaza?

Megoldas. A rendszer megoldashalmaza az abran

ahol Aag: z=15és h: y =10 hataregyenesek
metszéspontja, B az e : 8r+5y = 320 és h egyene-
sek, C'az e és f : 4dx+5y = 200 egyenesek, D pedig
az g és [ egyenesek metszéspontja. A megfelelo
kétismeretlenes egyenletrendszerek megoldasaval
a metszéspontok koordindtai kiszamolhatok. A
hataregyenesekkel alkotott tobbi metszéspont
nem elégiti ki az egyenlotlenségrendszer valame-
lyik egyenlotlenségét, ezért nem csicspontjai a
megoldashalmaznak és nem is lehetséges optimalis
pontok. Lehetséges optimalis pontok: A(15;10),
B(33,75;10), C(30;16) és D(15;28).

lathaté ABC' D konvex négyszog,

<

»

\
28}

16¢

10
TC

A B
013 3754, 50N
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4.5. Linearis programozas

A linearis programozas alapfeladatat a kovetkezoképpen fogalmazhatjuk meg.
Tekintsiik az
fz,y) = Cix + Coy

linedris fiiggvényt, ahol C és Cy valds szamok, és nevezziik el célfiggvénynek.
Hatarozzuk meg a célfiiggvény maximumat vagy minimumat, ha az ismeretlenek kielégitik

az
a1z + appy < by

a1 T + azy < by

Ap1T + (p2y S bn

linearis egyenlGtlenségrendszert. Mas szdval, keressilk meg a célfiiggvény maximumat
vagy minimumat az adott konvex poligonhalmazon.

4.7. Tétel. Legyen az f célfiigguény értelmezett a P korldtos konvex poligonhalmazon.
Ekkor az f fiiggvény a P halmaz lehetséges optimalis pontjaiban éri el maximumdt vagy
minimumdt.

4.8. Tétel. Legyen P egy nem korlatos konvex poligonhalmaz, amely rendelkezik legaldbb
eqy lehetséges optimalis ponttal. Ha az f célfigguény a maximum- vagy minimumérté-
két a P halmazon éri el, akkor ezt a mazximumot vagy minimumot a lehetséges optimdlis
pontjaiban éri el.

4.31. Példa. Hatérozzuk meg az f(x,y) = 2z + 2y linedris fiiggvény maximumat és
minimumat a
3r—2y>—6, 3x+y>3, x<3

egyenlotlenségrendszerrel értelmezett P konvex poligonhalmazon.

Az els6 egyenl6tlenséggel meghatarozott félsik tartalmazza az e : 3x — 2y = —6 egyenest
és az alatta elhelyezkedd pontokat. A masodik egyenlétlenséggel meghatdrozott félsik
tartalmazza az f : 3x +y = 3 egyenest és a felette elhelyezkedé pontokat. Végil a
harmadik egyenldtlenséggel meghatarozott félsik a g : x = 3 egyenest és a tdle balra
elhelyezkedd pontokat tartalmazza.

Jelolje A az e és g egyenesek metszéspontjat, ennek koordinatai y
15
(3, 5 ) B az e és f egyenesek metszéspontjat, melynek ko- vao
' A

ordinatai (0,3), C' pedig az f és g egyenesek metszéspontjat,
amelynek koordinatai (3, —6). A fenti egyenl6tlenséggel megha-
tarozott korlatos konvex poligonhalmaz lehetséges optimalis

15
pontjai tehat (3; ?>, (0;3) és (3;—6).

Tekintsiik most a 2x + 2y = k egyeneseket, ahol a k paraméter [2_17 2 X
kiilonboz6 értékeire parhuzamos egyenesek seregét kapjuk. Az

f fiiggvény maximumanak és minimuméanak meghatarozasa
az ABC haromszog esetében most a kovetkezokbol —all:
meghatarozzuk k lehetséges legnagyobb és legkisebb értékét ugy, _6 C
hogy a 2z + 2y = k egyenes messe az ABC' haromszoget.
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Azokbdl az egyenesekbol kiindulva, amelyekre a k értékei eléggé nagyok, az egyenesek
15
seregének ABC' haromszoggel vald els6 metszéspontja az A <3; ?) pont. Ebben a pont-

15
ban a fiiggvénynek maximuma van: fq. | 3, 5 )= 21. Hasonlban, ha azokbdl az egye-

nesekbdl indulunk ki, amelyekre a k értékei kicsik, akkor az egyenesek seregének az ABC
haromszoggel vald elsé metszete a C'(3, —6) pont és ebben a pontban az f fiiggvénynek
minimuma van: f;,(3, —6) = —6.

4.32. Példa. Kétféle szendvicset készitiink az osztaly klubdélutanjara. Az I. tipusu
szendvicshez 1 dkg vajat és 3 szelet gépsonkat, a II. tipushoz pedig 2 dkg vajat és 1 szelet
gépsonkat hasznalunk fel szendvicsenként. Osszesen 40 dkg vaj és 70 szelet gépsonka &l
rendelkezésiikre. A kenyér korlatlanul all rendelkezéstinkre. Hany szendvicset készitsiink
az egyes tipusokbdl, hogy a rendelkezésre all6 alapanyagokbdl a lehet6 legtobb szendvics
késziiljon el?

Jelolje x az 1. tipustu szendvicsek, y pedig a II. tipusu szendvicsek szamat. A feladatra
ekkor a kovetkezd linearis programozasi modellt tudjuk felallitani:

r >0, y >0 (aszendvicsek szdma nem lehet negativ)
x4+ 2y <40 (vajas feltétel)
3z +y <70 (sonkds feltétel)

ahol f(z,y) = = +y a cdlfiiggvény, amelynek a maximumét keressiik. Abrazoljuk a
koordindtarendszerben az e : x4+ 2y = 40 és f : 3z + y = 70 egyeneseket. Az e egyenes
az z-tengelyt a P(40;0) pontban, az f egyenest a C'(20;10) pontban, az y-tengelyt pedig

1
a D(0;20) pontban metszi. Az f egyenes az x-tengelyt az B (23§;O> pontban, az y-

tengelyt pedig az QQ(0; 70) pontban metszi. A tengelyek metszete természetesen az A(0;0)
pontban van.

Az egyenlGtlenségrendszer megoldasa az ABCD négyszog, ennek csucspontjai pedig a

1 1
lehetséges optimélis pontok. Mivel most f(A) = 0+0 = 0, f(B) = 235 +0 = 235,
f(C)=20+10=30és f(D) =0+ 20 = 20, ezért megallapithatjuk, hogy a célfiggvény

maximumat a C' pontban éri el, vagyis az I. tipusu szendvicsbdl 20 darabot, II. tipusu
szendvicsbol pedig 10 darabot kell elkésziteni.
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FELADATOK

1. Hatarozzuk meg az fi(z,y) = 2x — by, fo(z,y) = —x + 3y,
fa(z,y) =z +yés fi(r,y) = —x + y célfiiggvények maximu- \Q 2
mat és minimumat az r +y <1, r—y <1, = > —1 \
egyenlotlenségrendszerrel értelmezett P konvex poligonhal-

mazon. 9
Megoldas. Mar meghataroztuk az elébbiekben, hogy a P T X X
megoldashalmaz most az ABC haromszog, ahol A(—1;—2), ¢
B(1;0) és C(—1;2), a lehetséges optimélis pontok pedig az A, -
B és C' pontok. Szamoljuk ki most a célfiiggvények értékeit /
-2

ezekben a pontokban, hogy megallapithassuk mely pontokban /A
érik el a maximumot vagy a minimumot.

FilA)=2.(=1)=5-(=2) =8, fi(B)=2-1-5-0=2, f1(C) =2-(=1)—5-2 = —12,
tehdt fiman(A) = 8 & fimn(C) = —12.

fa(A) = =(=1)+3:(=2) = =5, fo(B) = -14+3-0=—1, fo(C) = —(-1)+3-2=7,
teht foman (C) = T 65 fomin(A) = —5.

F(A)=—1-2==3 f(B)=1+0=1, fs(C)=—-1+2=1,
tehdt famaz(B) = famaz(C) =165 famin(A) = —3.
filA)=—=(=1)=2=-1, fa(B)=-1+0=—1, fy(C)=—(-1)+2=3,

tehit famae(C) = 3 68 Famin(A) = famin(B) = —1.

2. Oldjuk meg a kovetkezo linedris programozasi feladatot az egész szamok Z hal-
mazaban: y—2 >0, —x+y+1>0, z—y+1>0, —2+42>0, x>0, y=>0,
ahol az f(z,y) = 4z — y célfiiggvény maximumat kell megkeresni.

Megoldas. A megoldashalmaz az ABCD trapéz, amelynek belso tartomanydban

és hatdregyenesein a kovetkezd egész koordinataju pontok vannak: A(1;2), B(3;2),
C(4;3), D(4;5), £(2;2), F(4;4), G(2:3), H(3;4) és K(3;3).

Ezek koziil azonban csak a lehetséges optimalis pontok-

ban veszi fel a célfiiggvény a maximumat vagy mini- ! /
mumat, tehat szamoljuk ki a célfiiggvény értékeit az A, 5 D
B, C és D pontokban, mert ezek a feladat lehetséges /
e .. 3
optimalis pontjai. e o /C
/A /B
f(A)=4-1-2=2, f(B)=4-3-2=10, /L/

Megallapithatjuk tehat, hogy a célfiiggvény a C(4,3)
pontban veszi fel a maximumat és f,,..(C) = 13.

X
f(C)=4-4—-3=13, és f(D)=4-4—-5=11. {1_ 12 3 4
e
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3. Kata és Julesi szendvicseket szeretne késziteni a hazibulira. A hiitészekrényben 120
dkg vaj, 100 dkg sonka 200 dkg sajt és 20 darab keményre fott tojas all a ren-
delkezéstikre. Két féle szendvicset szeretnének késziteni. Az els6 tipusu szendvics-
hez 3 dkg vaj, 3 dkg sonka 2 dkg sajt és egy negyed keményre fott tojas sziikséges
szendvicsenként, a masodik tipushoz pedig 2 dkg vaj, 1 dkg sonka 5 dkg sajt és
egy fél keményre fott tojas sziikséges szendvicsenként. Barmikor atugorhatnak a
szomszédos pékségbe, igy kenyér korlatlanul all rendelkezésiikre. Az a feladat, hogy
hogyan lehetne a lehetd legtobb szendvicset elkésziteni a rendelkezésre allo alapa-
nyagokbol.

Megoldas. Jelolje z az els6 tipusu szendvicsek, y pedig a masodik tipust szend-
vicsek szamat. A feladatra ekkor a kovetkezo linedris programozasi modellt tudjuk
felallitani:

x>0, y>0 (aszendvicsek szama nem lehet negativ)

3z + 2y <120 (vajas feltétel)

3z +y < 100 (sonkés feltétel)
2z + 5y < 200 (sajtos feltétel)
1 1

yid + SV <20 (tojédsos feltétel)

ahol f(z,y) = x +y a célfiiggvény, amelynek a maximumét keressiik. Abrézoljuk a
koordindtarendszerben az e : 3z 4+ 2y = 120, f : 3z +y = 100, g : 2x + by = 200
és h: =+ 2y = 80 egyeneseket. Az e egyenes az z-tengelyt az A(0;40) pontban, az

2 2 8
f egyenest a B (265; 20) pontban, a g egyenest a C' (18ﬁ; 32ﬁ) pontban, a h
egyenest a D (20;30) pontban, az y-tengelyt pedig a £(0;60) pontban metszi. Az

1 1 10
f egyenes az x-tengelyt az F (335;0) pontban, a g egyenest a G (231—3;30E)
pontban, a h egyenest a H (24;28) pontban, az y-tengelyt pedig a K (0; 100) pontban
metszi. A g egyenes az x-tengelyt az L (100;0) pontban, h egyenest és az y-tengelyt
pedig az A(0;40) pontban metszi. A h egyenes az z-tengelyt az M (80,0) pontban,
az y-tengelyt pedig az A(0;40) pontban metszi. A tengelyek metszete az O(0;0)

pont. A lehetséges optimadlis pontok halmaza: {O, A, B, D, F'}.

Mivel f(0) =040 =0,

et

30}

2 2
f(A) =0+40 =40, f(B) =263 +20 =46z,

, 1 1
J(D)=20+30 =50 és f(F)=335+0=335, |

ezért megallapithatjuk, hogy a célfiggvény maxi-
mumat a D pontban veszi fel, ami azt jelenti,
hogy 20 darab els6 tipusu szendvicset és 30 darab .
masodik tipust szendvicset kell késziteni. O




4.5.

Linedris programozas 197

. Egy épitoipari vallalat kétféle lakdépiilet kivitelezésére szakosodott: az egyik hagyo-

manyos technolégiaval - téglafalak és vasbeton fodémszerkezet épitésével, a masik
pedig az eloregyartas technologiajaval - eléregyartott vasbeton fal- és fodémelemek
beépitésével késziil. Korlatozé tényezot jelent a rendelkezésre all6 anyag mennyisége,
valamint az egyes épitkezési technologidk esetén felhasznalhaté normativ anyag-
mennyiség. A kiilonbo6zo épitkezési modszerek esetén felhasznalhaté anyag mennyi-
ségét a kovetkezd tablazatban talaljuk, ahol T jeloli a téglaépiilethez, M pedig a
montazsépiilethez sziikséges anyagmennyiséget, R pedig a rendelkezésre allé anyag-
mennyiség.

Anyagfajta | T M R

betonacél 1t 2t 400 t
cement 5t 8t 1800 t
fadru 6 m? | 2m? | 1100 m?

Hogyan lehet a rendelkezésre allé anyagmennyiséget gy felhasznalni, hogy abbdl a
leheto legtobb lakdépiiletet lehessen felépiteni?

Megoldas. Jeloljik a téglabol épitett épiiletek szamat x-szel, az eléregyartott
elemekbol gyartott épiiletek szamat pedig y-nal. A feladat linedris programozasi
modellje a kovetkezo:
r + 2y <400
5x + 8y < 1800
6x + 2y < 1100
20, y=0

a célfliggvény pedig f(x,y) =z +y.
A lehetséges optimalis pontok:
A(0;200), B(183,3;0) és ((140;130),

amelyeket a megfelel6 hataregyenesek altal alkotott kétismeretlenes egyenletrend-
szerek megoldasaval kapunk meg, mint a hataregyenesek metszeteit. Helyettesitsiik
be a lehetséges optimalis pontok koordindtait a célfiiggvénybe. Ekkor

F(A) = 04200 =200, f(B)=183.34+0=1833, f(C)=140+ 130 = 270.

A célfiggvény tehdt a C' pontban veszi fel legnagyobb értékét, fi,q.(140,130) = 270.
Ez azt jelenti, hogy 140 téglabdl épiilt lakohazat és 130 készelembdl épitett lakéhazat
tudnak a meglévo anyagmennyiségbol épiteni, vagyis Osszesen 270-et.

. Egy készruhagyar egyik részlegében férfi és noi ingeket varrnak. Egy ndéi ing meg-

varrasdhoz 8 déra sziikséges, a férfi ing megvarrdsahoz pedig 5 6ra. Egy noi inghez
felhasznalt anyagmennyiség ara 400 dinar, egy férfi inghez felhasznalt anyagmennyi-
ség ara pedig 500 dinar. Egy néi ing megvarrasa 175 dinar tiszta hasznot jelent
a gyarnak, egy férfi ing megvarrasa pedig 150 dinart. Az ingek utani heti kere-
set legalabb 15 ndi ing és 10 férfi ing megvarrasat jelenti. Ebben a gyarrészlegben
hetente 320 munkadrat tudnak ingek varrdsara forditani. Készitstink optimalis ter-
melési programot a gyarrészleg szamara, ha felhasznalt anyag nem kertilhet tobbe
20000 dinarnal.
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4. LINEARIS EGYENLETEK, ECYENLOTLENSEGEK
ES EGYENLETRENDSZEREK

Megoldas. Az optimalis termelési program azt jelenti, hogy a megadott feltételek
és korlatok mellett a lehet6 legnagyobb jovedelmet kell megvalésitani. A jovedelmet
a célfiiggvény fejezi ki. Ha x darab noi inget és y darab férfi inget varrnak hetente,
akkor a céfiiggvény f(z,y) = 175z + 150y. Foglaljuk tédblazatba a tobbi feltételt:

noi ing | férfi ing | anyagmennyiség
munkaora 8 5 320
anyag ara | 400 500 20000
kereset 175 150

A feladatban megfogalmazott feltételeket a kovetkezo egyenlotlenségrendszerrel tud-
juk modellezni:

8r + oy <320, 4dx+5y <200, x>15 y>10,

ahol az f(z,y) = 175z + 150y célfiiggvény maximumat keressiik.

> <

\
28

A B
3 3375, 50N

C

=

Mar korabban kiszamitottuk az egyenl6tlenségrendszer lehetséges optimélis pont-
jait. Ezek a pontok A(15;10), B(33,75;10), C(30;16) és D(15;28). Szamoljuk ki
ezekben a pontokban a célfiiggvény értékeit.

F(A) =175-15+150- 10 = 4125, f(B) = 175- 33,75+ 150 - 10 = 7406, 25,

F(C)=175-30+ 150 - 16 = 7650, f(D) = 175- 15 + 150 - 28 = 6825.

Mivel a célfiiggvény legnagyobb értéke a C' pontban veszi fel, ezért megallapithatjuk,
hogy a gyar akkor valésit meg legnagyobb jovedelmet, ha hetente 30 noi inget és 16
férfi inget varrnak meg. Ekkor a heti jovedelem 7650 dinar lesz.
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5. Hatvanyozas és gyokvonas

5.1. Természetes és egész kitevoju hatvanyok

Korabbrdél ismert mindannyiunk szaméra a valés a szam n természetes hatvanyanak
definicidja n darab a tényezo szorzataként, vagyis minden valds a szamra:

a-a=d*, a-a-a=d, ... a-a-a...a=a", necN.
——————
n—Szer

A valds a szam n természetes hatvanyanak egy precizebb definiciéja a kovetkezo:

5.1. Definicid. Legyen a € R. Ekkor minden n € N szam esetén:

A fenti definicié alapjan kénnyen bizonyithatdk a kovetkezd tételben kimondott hatva-
nyozasi szabalyok.

5.1. Tétel. Legyenek a és b valos, m és n pedig természetes szamok. FEkkor érvényesek a
kovetkezd tulajdonsdgok:

o ,m n __ , m+n,
1°a™-a"=a ;

2" am:a"—am_", ha m >n és a # 0;
( ) "y
52 (a:b)™ <> —am:bm,b;éO;
6° 1™ =1;0"=0; |am| = |a|™;
7 ha 0 < a<b, akkor a™ < b™;
8 haa>1ésm >n, akkor a™ > a";
9° ha 0 <a<1ésm>n, akkor a™ < a";
10° ha a < 0, akkor a™ > 0 akkor és csakis akkor, ha m pdros szdm.

Bizonyitds. Bemutatjuk az 1° és 7° tulajdonsagok bizonyitasat. A tobbi bizonyitds analog
modon torténik.
1° Az a™ - a™ = a™™" képletet konkrét m természetes szdm esetén n € N-re nézve

matematikai indukcioval bizonyitjuk.

1. n=1esetén a™ - a' = a™ - a = a™ kovetkezik az 5.1. Definicié definicié alapjan.

2. Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz n = k esetén, vagyis, hogy teljesiil, hogy a™-a* = a™*.
3. Bizonyitjuk az &llitdst n = k + 1-re, vagyis azt, hogy teljesiil az a™ - a*t1 = g™ FF+!
egyenl6ség is. Valéban, a™ ™+ = o™t . ¢! = (am . ak) cat =a™- (ak . al) =qa™ - o't

7 Ha 0 <a<b, akkor b —a > 0 és
bt —a" = (b—a) (b + 0" Pa+ -+ ba" P+ a™ ) >0,

mert a > 0,0 >0ésb—a > 0.
Ha viszont b™ — a™ > 0, akkor a™ < b™, amit bizonyitanunk kellett. ©
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A szamhalmazokrol elmondottak esetében hangstlyoztuk, hogy a halmazok bovitését
mindig ugy végezziik, hogy az el6z6 halmaz esetében kimondott tulajdonsagok és szabalyok
tovabbra is érvényben maradjanak. Az 5.1. Tétel tétel 2° tulajdonsigaban az m > n
feltételt elhagyva, m = n € N esetében

a™ i ad™ =a"" =ad" illetve a™:a™=-—=1, acR\{0},

az eredmény. Ebbdl a két eredménybdl kovetkeztetiink arra, hogy
a®=1, a#0 kell legyen.
Ha most szintén a 2° tulajdonsdghban m =0, n € N és a € R\ {0}, akkor egyfelél
1 "
a:a™m=a""=a"", masfeldl pedig a’:a"=1:a"=— = (—)
a” a

az eredmény. Ebbdl a két eredménybdl kovetkeztetiink arra, hogy

()
a " =—=|- .
a” a

Ez azt jelenti, hogy ha a természetes kitevok esetében kimondott tulajdonsagokat mego-
rizve ki akarjuk béviteni a a hatvanykitevok halmazat negativ egész szamokra és a nullara
is, akkor ezt a kovetkezo két definiciéval adhatjuk meg pontosan:

5.2. Definicié. Ha a € R\ {0}, akkor a® = 1.
1
5.3. Definicié. Ha a € R\ {0} ésn € N, akkor a™" = —.
an
Az 5.1. Tétel-ben foglalt tulajdonsidgok érvényesek a nulla és negativ egész kitevék
esetében is. Néhany esetben a bizonyitast is bemutatjuk.
Ha példaul m = 0 és n € N, akkor:

(am)n — (CLO)n —1"=1= CLO _ aO-n _ amn7

(a-b)"=(a-0)’=1=1-1=a"-0"=a™ b,

0 m

@ - () -1-1-5-5

Ha pedig m = —k, k € N, n € N és példaul n > k, akkor:

_ 1 a” N B
am an:ak-an—_k n—_k:ank_a k+n_am+n’
a a
1 1 1 1
CLm a”:ak:a”:— a”:_ = — — —k—n:am—n7
ak ak an ak an ak—i-n
n n
_\m 1 1 1
(am)n:(a k) == =5 == :akn:amn’
a (a*) akn
m —k 1 1 —k —k m m
(a-b)" =(a-b)"" = = = —=a "0 =am 0",
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5.1. Példa. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo negativ kitevéjli hatvanyokat az 5.1.
Definici6 és az 5.1. Tétel segitségével.

a) (5—3) . (5—1)—3 50 =53.53. 50 = 5330 —_ 50 _ 1.

b) a2m . a—n . an—2m . CLO — a2m—n+n—2m+0 — CLO — 1’ m,n c N7

Q) (b)) T = () T () T = (o) T (0 T =i b =1
a? B\ 3\ aSp 0 33 3t
d)< 9 ) (m) T @ w0 Y

5.2. Példa. Hozzuk egyszeriibb alakra a (—1)*" 4 (—1)"*! — (=1)?"*2 4 (—1)*"*+3
hatvanykifejezést, ha n € Z. Mivel tudjuk, hogy

i 1, ha k£ péros egész szam,;
(=1)F = p , .
—1, ha k paratlan egész szam,

ezért (—1)*" = 1, mivel 2n péros szam. Ekkor
(_1)2n + (_1)2n+1 _ (_1)2n+2 4 (_1)2n+3 _

= (1P (1 (1) = (2P (1) (1 (1) =

—141-(-1)—1-141-(-1)=1—-1—-1-1=-2.

A7\ (16T S
292 "\ 2y 8
kifejezést, ha x #£ 0 és y # 0.

4 = 473 _3' 16271\ 2 x_ﬁy 47329 16_2$2 v
B 2y—2 "\ 2y73 8 2-3y6 © 2-296 | 8y6

B 93,9 . 92,2 y 2y B
o\ 48y T 1625 86 8. ys Ty

<

5.3. Példa. Hozzuk a legegyszeriibb alakra az A =

2 2v/2
5.4. Példa. Hozzuk a legegyszeribb alakra a ( V2 + \/_> :

(1—22)1 " g2
kifejezést, ha x # 0 és x # +1.

((1 —\/52)—1 * 1{3 : <1i_j—2)_1 -

(va
- (va-var +mx2). r
(v2

Va(l —2?) +2f> L+o7

xr—2
-2

1+ 22

1
+x—2

1
1

= \/5(1 + %) -
— 9.

1+ 22
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5.5. Példa. Hozzuk a lehet6 legegyszeriibb alakra az

A bl +at \ 7! N at+b5 1\ 7! bt —ad!
 \ab~ ! +ba! 2 a=1l.p-1

kifejezést, haa # 0, b # 0 és a+ b # 0.

4 bl gt \ 7! N al+b5 1\ ! B b=t —a !
~ \ab '+ ba! 2 a=1l-bp-1

B ab_l—l—ba_ljL 2 _b‘l—a_l
b 4! a1l 4+ b1 a-1l.-p-1
a b 1 1 a’® + b? 2 a—>b
:ba+ _ba:ab+1_ab
LU0 SR BV S B B BT A
b a a b a b ab ab ab
B a2+b2+ 2ab —(a—b)—a2+2ab+b2—a+b
 a+4+b  a+b n a+b
b2
= (a+0) —a+b=a+b—a+b=2b.
a+b
a"+a " -1 a —a "

5.6. Példa. Hozzuk a legegyszeriibb alakra az — kifejezést,
am +a=2n amr +a"+ 2

ha a # 0 és a # —1 pozitiv valés szam, valamint n € Z.

.1 .1
a”—l—a‘"—l_ a” —a™" B a"’ﬁ_l_ a_ﬁ
am + a2 an +a=" + 2 o+ —— an+ain+2
a® —a"+1 a’" —1
_ a _ a”
a® +1 a® +2a" + 1
o —
_ a (a*™ —a" +1) (@"—1)(a"+1)
T (@ —ar+1) (e 1)?
B a” a” —1
T oa+l an+1
ad"—=a"+1 1
 a"+1 a4+ 1

5.2. A gyokvonas fogalma és miiveleti szabalyai
5.2.1. A gyok fogalma és jelentése

A matematikdban a problémak megoldasakor gyakran keriilink olyan helyzetbe, hogy
egy Osszefliggésbol, mint példaul a derékszogii haromszog a és b befogdira és ¢ atfogojara
vonatkozé a? + b? = ¢? osszefiiggéshbdl, ki kell fejezni valamelyik oldalt. Ezt az dtfogd
esetén a c = va? + b? gyokos kifejezéssel tehetjilk meg. A kovetkezdkben az a valds szam
,,n-edik” gyokének (n € IN) fogalmaval ismerkediink meg.
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Figyeljik meg az
" =a, neN, acR

egyenletet, és vizsgaljuk meg a megolddsok szdma szempontjabol. Példaul az x? = 9

egyenletnek két megolddsa van, z; = 3 és x5 = —3. Az 2° = —27 egyenletnek csak egy
megoldédsa van, az 1 = —3. Az 2° = 0 egyenletnek is csak egy megoldésa van, az z; = 0,
mig az x2* = —1 egyenletnek nincs egy megoldasa sem, mert 2°* > 0 minden = € R szém

esetén, s igy nem lehet —1-gyel egyenld.

A gyok fogalméanak definidldsa szempontjabdl nagyon fontos tisztazni a kovetkezoket:

12 Az 2" = a egyenletnek a > 0 valos szam és n = 2k € N, azaz paros természetes kitevo
esetén pontosan két kiillonbozo valés megoldasa van, a > 0 valds szam és n = 2k +1 € N,
vagyis paratlan természetes kitevo esetén pedig pontosan egy valdés megoldasa van.

29 Az 2" = a egyenletnek a = 0 esetén pontosan egy valés megoldédsa van és ez az x = 0.
3% Az 2" = a egyenletnek a < 0 valds szam és n = 2k € N, azaz paros természetes
kitevo esetén nincs valés megoldésa, a < 0 valds szam és n = 2k + 1 € N, vagyis paratlan
természetes kitevo esetén viszont pontosan egy valés megoldasa van.

5.7. Példa. Mutassuk meg, hogy az 2> = a egyenletnek pontosan egy valés megoldasa

van. Tegyiik fel, hogy van két kiilonbozé x és y valés megoldds. Ekkor 2 = a és y° = a,
s ezért 23 = o3, illetve 2 — y® = 0. Bontsuk fel a kapott egyenlet bal oldalat, mint kobok

kiilonbségét. Ekkor (z —y)(2? + 2y +y?) = 0, amely csak x —y = 0 vagy 2> +zy+y* =0
2

3 2 3
esetén lehetséges. Mivel 22 + zy + y? = <x2 + xy + yz) + Zyz = (:)3 + %) + Z?f > 0,

kivéve az © = y = 0 esetet, igy sziikségszerlien © — y = 0, ahonnan x = y (ebbe a
megoldasba az x = y = 0 is beletartozhat), vagyis az egyenletnek valéban egy megoldédsa
van.

Az 2" = a egyenlet megoldasainak jelolésére a ,,gyok” szimbolumot hasznaljuk. Mivel
minden szimbélummal egy meghatarozott értéket kell jelolntink, igy a gyok definiciéjaban
is tigyelniink kell erre, s ennek a kovetelménynek megfeleléen vezetjiik be az 1j fogalmat.

5.4. Definicié. Legyen n € N ésa € R. Az {/a (olvasd: ,n-edik gyok a”) szimbdlum a
kovetkezoket jeloli:

19 az 2" = a egyenlet eqyértelmii megolddsdt, ha n pdratlan szam;

2° az 2™ = a egyenlet pozitiv megolddsdt, ha n pdros szam;

3° V0 =0.
Megegyezés szerint a - jel helyett a /- szimbélumot hasznaljuk.
5.8. Példa. A definicié értelmében:

V27 =3, mert 3% =27, V—27= -3, mert (-3)%=-27,

V16 =2, mert 2'=16 ésa V16 a pozitiv megoldast jeloli,

1 1 1\° 1
5—3—2:—5, mert (—5) =35 ¥0=0, mert 02=0,

V25=5 és —+/25=—5 mert 52 =25.

Jegyezziik meg, hogy a definiciéra valé tekintettel, helytelen a V25 = +£5 irasa, mert a
V25 csak a pozitiv gyokot jeloli.
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5.9. Példa. Mutassuk meg, hogy tetszoleges = € R esetén
Va? = |x|.

El6szor megallapithatjuk, hogy (|z|)? = 2% és ugyantgy (—|z|)? = 2*. Mivel a definicié
szerint Va2 az 2 szam pozitiv gyokét jeloli, igy < 0 esetén nem lenne helyes a Va2 =
irdsa, viszont vV x? = |z| mindenféleképpen a pozitiv gyokot jelenti.

Altaldban is érvényes, hogy tetszoleges © € R esetén

2n/$2n: ‘$|, n € N.

[1 . [1\*
5.10. Példa. Szamitsuk ki mennyi a 21 + /=125 — (5) + V/32 gyokos kifejezés

szamértéke.

N R R 4+€’/37—\ﬁ+(5) VAL S L -
4 2 V4 16 2 2 T

5.11. Példa. Hozzuk a legegyszertibb alakra a kovetkezo kifejezéseket a megadott
feltételek mellett.

D) ok (=3 _ -3 \'_| -3 |_ 3
ot e Y @w) e -

b) y < 0, \/81zty? = \/(922y)* = }9$2y} = 92%|y| = —92%y.
c) y >0, \/6428y5 = \/ (8z4y?)* = ‘8x4y3‘ = 8x'y?|y| = —8atyty = —8xty’.

5.2.2. Miveletek a gyokokkel

Mivel a definici6 szerint {/a egy olyan szam, amelynek n-edik hatvénya a-val egyenld, igy
magabol a definiciébol kozvetlentil kovetkezik, hogy érvényes a kovetkezo tétel.

5.2. Tétel. Haoa € R, n € N és /a létezik, akkor
( v a)n = a.

5.3. Tétel. Haa € R ésn € N, akkor

e oa, ha n pdratlan,
“ = { la|,  han pdros.

Bizonyitds. Ha n paratlan szam, akkor az Va™ = a kozvetlentiil a definiciébol szarmazik.
Ha n paros szam, akkor a™ mindenképpen pozitiv szdm (n = 2k esetén a" = a** > 0), s
ennek pozitév gyoke vagy a vagy —a, s ez csakis az a szam el6jelétol fiigg, méghozza a

kovetkezoképpen:
W a, ha a > 0,
@ = { —a, haa<0,

vagyis irhatjuk, hogy Va" = |al. ©
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5.12. Példa. Szamoljuk ki a kovetkezo szamkifejezések értékét.
a) \/(—=5)2 = | —5| =5 vagy v/(—5)2 = V25 = 5.
b) V/(=3)° = {/((-3)2)" = (=3)* = 0.
3 6 3 3\ 2
0) (V=3)"= ((V=3)") = (-3) =9,

5.13. Példa. Az x valtozo mely értékeire igazak a kovetkezo egyenloségek?
a) Va2 = x akkor és csakis akkor, ha |z| = z, vagyis az egyenl6ség minden nemnegativ
valés szamra érvényes, a megoldas tehat x > 0.

b) V2?2 = —z akkor és csakis akkor, ha |z| = —z, vagyis az egyenl6ség minden nempozitiv
valés szamra érvényes, a megoldas tehat x < 0.
c¢) Va* = —a? akkor és csakis akkor, ha y/(22)? = —z? akkor és csakis akkor, ha 2? = —a2,

vagyis az egyenl6ség csak xz = 0 esetén érvényes.

5.4. Tétel. Hoa > 0,0 >0 ésn € N, akkor érvényes, hogy
Va-b= fa-Vb.

Bizonyitds. A bizonyitasban felhasznaljuk azt a tényt, hogy nemmnegativ valos a és b
szamok esetén
a™ =0b" akkor és csakis akkor, ha a =b. (5.1)

Egyrészt igaz, hogy

(va-¥6)" = (va)" (8) =a-,

(”a-b)n:a-b,
(Var3) = (va- v8)",

illetve az emlitett ekvivalencia alapjan Va-b = {/a- Vb. ©

masrészt pedig

ami azt jelenti, hogy

5.14. Példa. Szamitsuk ki mennyivel egyenl6 a \/ 1,44 -0,0016 - 900 szamkifejezés értéke.
Az el6z6 képlet alapjan

V/1,44-0,0016 - 900 = /1,44 - 1/0,0016 - /900 = 1,2- 0,04 - 30 = 1, 44.
5.5. Tétel. Haoa > 0,b >0 ésn € N, akkor érvényes, hogy

o _ Ya

b b

Bizonyitds. Mivel

= a’ és ugyanakkor (" %) 2

/N
$
S

N——

3

<> |

igy az 5.1 ekvivalencia alapjan kovetkezik, hogy

{75)" ( a)n _ a {/a
= /= , Iiletve /== .
(% b N W
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3 JE—
5.15. Példa. Szamitsuk ki mennyivel egyenl6 a “2+8_71 és W szamkifejezések

3 —_ —
\/2+l: 169 V169 13 0 V=56 ,[-56 oo,
81 81 V81 9 N 7

5.6. Tétel. Haoa > 0,b >0 ésn € N, akkor érvényes, hogy

1 (Va)" = Va2 Ya=War 3§ Wa= W

értéke.

Bizonyitds.
1o Mivel  [(va)"]" = (V)" = [(va)"]" =@ & (Var) =a”, igy az
[(Va)")" = (Vam)"  Gssnefiiggéshil kvetkesik, hogy  (¥/a)" = V/a™.
2 Mivel [¢a]" =a & (\/a_m>" — o /(am)" = g = a, gy az
[Va]"

( " am> Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy /a = "Va™.

=

3° Mivel [ %} = {(¥a)" = ¥a 6 ("a)" = Vam = {/a, gy az

[n {75} = ("/a)"  Osszefiiggéshél kovetkezik, hogy {/ ¥/a = "Va.

, , . . 3 4 6/ 4 1 e ’ PSP NP
5.16. Példa. Szamoljuk ki az A = 1/ 1/ V5 v/ V5 gyokos szamkifejezés értékét. Alkal-
mazzuk az el6z6 tétel szabdlyait. Ekkor

A= VA= = B W1
5.7. Tétel. Haoa>0,b>0 ésn € N, akkor érvényes, hogy
a- Vb= Va-b.
Bizonyitds. Az eddig bebizonyitott allitasok alapjan felirhaté, hogy
a- Vb= ar Vb= Var-b.
&

Megjegyezzik, hogy ha n paratlan szam, akkor a tétel allitasa érvényes minden a,b € R
szam esetén.
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5.17. Példa. Az el6z6 tétel alapjan példaul felirhato, hogy

V28 =V4-T=V22.7T=2/7, V=40=/-8-5={/(-2)* 5= —2V5,
illetve, hogy V1623 = v/23 . 223 = 22v/2.

5.8. Tétel. Ho A >0, B> 0 és A> > B, akkor érvényes a

m:\/Aﬂ/;@fBi\/A—QAZfB

képlet, melyet ,,Lagrange-azonossignak” szokds nevezni.

Bizonyitds. Vezessiik be az @ = \/ A+VB+ \/ A — /B jelélést. Megéllapithatjuk, hogy
x > 0. Ekkor

7= A+ VBE+A—VE+2/(A+VB)(A- VB),
illetve

A2
:r2:2A+2\/A2—B:2(A+\/A2—B):4-W,

innen pedig

JAZ — JAZ _
sz\/W, ezért \/A+\/§+\/A—\/§:2\/W.

Hasonlé modon kapjuk meg, hogy

VA VB A vE -y AT

Az utolsé két azonossag Osszeadasaval és kivonasaval adédnak a

2V A+ VB =2 \/A+”;42_B+\/A_ ‘;423),

illetve

A+VA—B [A-VA—B
2/ A—VB=2 \/ ; —\/ ; )

képletek, amelyeket 2-vel elosztva megkapjuk a kivant Lagrange-azonossagokat, melyek

szerint
A++VA2-B A—+VA2-B
\/A—I—\/B:\/ i 5 +\/ 5 és

m:\/A+¢;42fB_\/A—\/;427—B_
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5.18. Példa. Szamitsuk ki a Lagrange-azonossagok alkalmazasaval, hogy mivel egyenl6

\/6+¢T—\/6—¢ﬁ. Ekkor

/ — 6+ 36 —11 6 —+v36—11 645 6—5 /11 1
2 2 2 2 2 2

6+ v36 —11 6 —+v36—11 6+5 6—5 11 1
R i (e R A S il 3

s igy kivonva egymésbdl a két kifejezést kovetkezik, hogy
11 1 11 1 1 1
11— — V1l =4/ — —— /= —=24/==2-—==V2.
\/6+\/ \/6 % \/2+\[2 \/2+\[2 \[2 7% V2

5.2.3. Gyoktelenités

A gyokos kifejezésekkel vald szamitdsok megkonnyitése céljabol sok esetben toreksziink
arra, hogy egy tort szamlalojabdl vagy nevezojébol eltiintessiik vagy athelyezziik a gyokoket.
Az atalakitasok ilyen folyamatat nevezziik gyoktelenitésnek. A gyoktelenités vonatkozhat
a szamlaléra vagy a nevezore, vagy akar egy nem tort kifejezésre is.

A nevez6 gyoktelenitésének harom legegyszeriibb esetét a kovetkezd példakon keresztiil
mutatjuk meg:

1°—, a>0

, 1
23—\/57 a#O
1 1 Va2 Va2
Va  Ya Yz a
1
3¢ a>0, neN

Valamivel osszetettebb az eljaras akkor, ha a nevezoben irraciondalis szamok Osszege vagy
kiilonbsége szerepel. Ekkor arra toreksziink, hogy négyzetek kiilonbségére bovitsiik a
nevezot vagy a szamlalot. Ezt az esetet muatatja be a kovetkezd két példa.

4°——  a>0, b>0, a#hb.
Va—b

1 1 {7&"_1 B \'yan—l

11 Vatrvh Va+ Vb
Va-vb  a-vb Ja+vb o a—b
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b
5oﬁ+f, 030

\/_+\/_ \/_+\/_ Va—vb a—1>b
)

b>0.

Az eléz6 két példat az a® — b* = (a — b)(a + b) négyzetek kiilonbsége képletnek megfeleld

a—b=(Va—vVb)(Va+ V)

azonossag alapjan gyoktelenitettiik.
Hasonléan felirhaté az a® —b* = (a—b)(a®+ab+b*) kobok kiilonbsége képletnek megfelel

a—b=(Ya—Vb) (Va2 + Vab + Vb?)

azonossag. FEkkor mar tjabb négy tipusu gyokos kifejezést tudunk gyokteleniteni.

1
6 m, a # b.
1 1 Va? + Vab+ V1> Va? + Vab+ V1
Ja-Vb Ya-b VR +Vab+ Ve a—b '
o L
" T # —b.
1 1 Va2 = Vab+ V0?  Va® = Vab+ VB
Jat b Ja+ Vb Vat—Vab+ VP a+b '
, 1
Varvaive “7"
1 1 Ya—Vb  Ya— b
Vi +ab+ V2~ V@ +Vab+ VR Ya—b a—b
. 1
Va—varvm 7"
1 1 Vat Vb _ Ja+ Vb

Va2 —ab+ VB Va2 —Vab+ V@ Jat+ Ve a+b

Végiil fennéll a gyoktelenités lehetosége a kovetkezd altalanos esetben is:

1
10° a #b.
Ya—
1 B 1 Var—t+ Var=2b+ Var =302 + - - - + Vab=2 + b1
Va— b Va— Vb Var=3p2 + -+ Vab=2 + b1

a4 +{7ab"—2+{7b"—1
a—>b
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5.19. Példa. Végezziik el a kovetkezo irracionalis nevezdk vagy szamlalok gyoktelenitését.

6 3 6v3 1 1 /72 /49
V3 V3 = 2\/5; b) = \/_

6
ViV VB3 Vioviove T
VAa_ V22 V2 2 1
2

w

VT T W
1 1 VT+V3_AVTHVE) |
VDB Vi vievs 13 VTHYE
e)\/ﬁ 1 _VI3-1 VI3+1 _ 13-1 3
4 4 V1I3+1 4VI3+1) VI3+1

o 18 18 V102 + /104 + V42
VI0— /4 J10—-vV4 Y102+ J10-4+ V42

18(V/102 + /10 - 4 + v/42 t t t
B(V10? + V10 +\/7)=3(\'7W+\"/E+\"/E)-

10 —4
)f V6+V9 _VA-V6+V9 V2493 243 1

5 5 V2+3 5(2+V3) 2+ V3

21/30 21/30 (VB+V6) - VT  2V30(v5+ V6 —V7)

M VeV (VB t VT (VB —vF | 542vB046-7
VBB VD) 2 VAT VB V(B VB VD)
a 2+ /30 2—30 4-30 a

_ (2v30-30)(VE+ V6 —VT) _ (15— V30)(V5 + V6 — f)
—26 13

, 1 B 1 B 1 B
l)2+\/5+2x/§+x/ﬁ_(2+x/3)+x/§(2+\/5)_(2+\/5)(1+\/5)_

1 2-V5 1-v5  (2-V5)(1-v5) A
TRV 2-vE 1-vE~ G-m-z ~ - VII-VH:
3HV2ZHVE  34+V2+4V3 B-V2)+V3 _ B+V2+VB)B-v2+V3)

)3—f—f B-vV2-V3 (3-V2)+V3 9-6v2+2-3
CB+VBP-(V2?  10+6V3  543vV3 443vV2  (5+3V3)(4-3V2),
8 — 6v/2 24 —3v2) 4-3V2 4+3V2 —2 ’
1 1 1
VAT VB v
1 V2 1 V2-V1 V4 J2-1 \3/1
SR VR VBRIV V-V 22— r
1 1 V23— V3 V8-VO V23
) T T TR TR TE Y F i

V2= VB VR VB9+VeE
= Ve L T = (V3 —V2)(4+2V9+3V3).
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5.2.4. Racionalis kitevgji hatvanyok

A racionalis kitevoju vagy tortkitevoji hatvanyok esetében a hatvanykitevé halmazat az
egész szamokrdl bovitjiik a tortszamokra is. A tortkitevoji hatvanyok értelmezésénél
ugyanugy arra toreksziink, mint az egész kitevoji hatvanyok bevezetésénél, hogy a mar
eddig bebizonyitott miveleti szabalyok tovabbra is érvényben maradjanak.

Ez példéul azt jelenti, hogy az (a™)™ = a™™ szabdly miatt

2 3
(3%) —3352_3l _ 3 (g (2%) =938 =9l = 9,
1 3 1 1
vagy példéul (277) =273 =277 = — kell legyen.

m
El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy egy a valds szam tetszoleges — raciondlis hatvanya
n

m m
csak akkor értelmezett, ha a > 0. FEkkor an» szintén pozitiv szdm. Ha — nullatol

n
kiilonboz6 racionalis szam, akkor 3 T és o is racionalis szamok és a > 0 esetén
n n

igaz, hogy
m m m N2
anr = @Q?2n 2 — (a2n) > O’

s mivel a® # 0, igy an > 0. Tovabbs

a=anm= (a%)% > 0.

Most azt a szitkséges feltételt fogjuk megvizsgdlni, amelyet az a hatvdnynak ki kell
elégitenie ahhoz, hogy a hatvanyozasi szabdlyok —, m € Z, n € N raciondlis hatvany
n

esetén is megorzodjenek. Mivel egyrészt
m m n
(a?)n =an" =a", masrészt pedig (\Va_m) =a",
igy kimondhaté a kovetkez6 definicio:

5.5. Definicié. Hoa >0, m € Z ésn € N, akkor a» = {/a™.

5.20. Példa. Szamitsuk ki a kovetkez6 tortkitevojii hatvanyok értékeit.
1 1
a) 42 = (22)% =223 = 2' = 2 vagy 42 = V4 =2.

o () = () -6 -6 =5oe (B

W=
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5.21. Példa. Hax > 0 ésy > 0, akkor irjuk fel gyokok segitségével a kdvetkezd racionalis
kitevGjii hatvanyokat.

_2 3 31

a)3 3 =vV32=4/-.

) 9

c) (—1)% x%_{y—_l 3x2_ —1-v/a2 _—3\/33232
1 2 — o
373 - y7 V34 /y? 33—13%'7y2 V'y?

I\ _
5.22. Példa. Szamitsuk ki mennyivel egyenlo az A = <—) + 0, 2577 + <—)

szamkifejezés értéke.

A =

= 81+2+16
= 99.

5.23. Példa. Szamitsuk ki mennyivel egyenld az
zt — ot_%b_l(a3 + )2 + 1
kifejezés, ha x = aib 3. Helyettesitsiik x helyére a megadott hatvanykifejezést. Ekkor

4 2
2 —a N (@ )1 = (a%b_5> —a 2b Y (a® + b?) (a%b_§> +1

Végiil mutassuk meg, hogy a raciondlis kitevéjli hatvanyozas ilyen definicidéja mellett
érvényesek maradnak a hatvanyozas eddig ismert szabdlyai, vagyis a tortkitevoji hatva-
nyokkal ugyanolyan modon végezhetiink miiveleteket, mint az egész kitevojti hatvanyokkal.
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m
5.9. Tétel. Legyenek a > 0 és b > 0 valds, — ¢€s b pediq tetszoleges raciondlis szamok.
noq
Ekkor érvényesek a kovetkezo miveleti szabdlyok:
m m m m my 2 m
1° a?-a§:a7+§; 2 q% tqi =aqn a; 3° (aW)q:cﬂ%,
m m m m az % a/% m m
4° (a-b)» =an -bn; 5% (a:b)n = (E) :b—m:a? L/

Bizonyitds. Megmutatjuk az 1°, a 3° és a 4° tulajdonsagok bizonyitasat.

1° Legyen ,

an = am =x és a1 =Var =y.
Ekkor " = a™ és y? = d?, illetve 2" = a? és y"? = a"P. A kapott egyenl6ségek bal és
jobb oldalait 6sszeszorozva kapjuk, hogy

l,nq X ynq — amq . anp’

illetve hogy

mqg+np m
— P

(xy)"? = o™ innen pedig xy = Vamitw =q n =aq

Q3

Ugyanakkor

m p , m D 7_”+£
x.y:an~aq7 Slgy anr Q9 = QqQn q,

3¢ El6szor azt mutatjuk meg, hogy

my 27NG m . p "4
@] = 4]
ahonnan az 5.1 ekvivalencia miatt kovetkezik az allitas. Egyrészt

N e (G (e

masrészt pedig
ng

p1 M4 mp | g r 1
A [ = [ <

Mivel mindkét kifejezés a""P-vel egyenlo, igy egymassal is egyenldk, vagyis

png [ m. p]nd
q n q

(@®)7] " = a

valéban teljestil, tehat az

egyenloség is teljesiil, amit bizonyitani akartunk.
4° Ezt a tulajdonsagot a kovetkezo modon igazoljuk:

(a-b)n = /(ab)m = Vambm = Jam - Vb =an - b,
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FELADATOK

1. Szamitsuk ki mennyivel egyenld a kovetkezo szamkifejezés értéke:

1\

37%+5- (Z) i -2

= e ) -3 2—4> :
- ()

Megoldas. Végezziik el a miiveleteket.

5
1\°
_2 « | —
5245 (1)

2

+ ((__

3

2\’ -~
A = — +<<——) —3-2-4>
4 3
= (5)
1 46
_ gtord 3\ 3) 9 (9 3\
T, 5 (‘5) 16 @*(rﬁ)
16 16
_ 32 /33\7% 32 256
B §+<E) T 9 9121
38724256 1376
9121 363°

2. Szamitsuk ki tobbféle moédon, hogy mennyivel egyenld az

‘ | 1 3/
= \4/ 32 v/4+ /64 - i/; —3-y2-v2 szamkifejezés értéke.

I. Megoldas. Végezziik el a gyokok szétbontdsat.

4 3 4 31 3 4
\/32 - V4 \/4. ~—3.4/2.-v2
32-V4A+4/6 53 V2

A =
= V32 Va4 V64 12——3f\f
= V16-2- V224 V16-4- 12——3\f\f
= 2.2 1\2/_+2\f”——31€/_f

2. V25 +2. V25 -3.

2. V23.9249. 1,2/26-5—& V24,92

VT = Y
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II. Megoldas. Vigyiik be a tényezdket a gyok ala.

1
i = v for il s e v
' 1
_ ﬁ+\/6437§_3\/7m
S N R T G N O

Vi +
328
+
2. V21295 -3 4. V22 —3. V2o = V25

I11. Megoldas. Térjiink at tortkitevoji hatvanyokra.

=
Wl

)

o
(]
=~
=
N— v
_|_
N
D
=~
[\3| =
\_/

=
N TN
V)]
=)
~
ol
=
|
w
/N
ey

—3(2-2
2)é

3. Hozzuk egyszerlibb alakra az

2.77% 3T 427741 T+ 1
A= — — j; i — _|: szamkifejezést.
-1 T —1 T4+ TT 41
Megoldas. Végezziik el a kijelolt miiveleteket.
4o 2T 3 T4 T4 T+
- 7—:0 _ 1 7—3:2 o 1 7—2:B _'_ 7—32 _'_ 1
2.7°" 3.7 4+2.-7"+1 TP +1

T W e (T e L TR |
2. TH(T 2 LT F 4 1) — 3. T2 2.7 1 4 (T 4 1)(7T% — 1)
(7= — 1) (72 1 72 1+ 1)
2.7 L 2.7 L7 3.7 Q7T 477 ]
(77 = 1)(T"2+ 724+ 1)

2. 778 _9
2. (7% — 1)

=2
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a®—ag -6 a*-1

4. Hozzuk minél egyszertibb alakra a — 2 szamkifejezést.

—2x - —x
a =" —4 2—a
Megoldas. Bontsuk fel tényezokre az elso tort nevezojét, mint négyzetek kiillonbségét.
Ekkor
a*®—a" =6 a’"-1 a®—a"—6 a -1
2z - —.CE_2: =z - — —IE_2:
a*—4 2—a (@ =2)(a"=2) 2—a

A —a" =6+ (a7 —1)(a"+2)—2(a"* —4)
N (@ —2)(a " —2) B
a® -0 —6+a ¥ —-a"+2a"—2—-2a"% +38
a2 —4 -
a®+b"" b—*
a® + ¢* (bxcx + 1>—1 o arhrcr + a® + ¢*
nem fiigg az a, b, ¢ és x valtozdk értékétol.

0.

5. Mutassuk meg, hogy az A = kifejezés értéke

Megoldas.
a* + ¢ (bmcm + 1)—1 aThre® 1 q* 4 o
.1 1
a —_— —_—
_ Fo b
- CI axb:ccx + a:c ‘l‘ C:c
@t brcr 4+ 1
a*b* + 1
o ab et Fa" ¢ b (athUet + a® + )
b*c + 1
(@ +1)(bc" +1) =1 a"b"c” +a"b" + b +1 -1
- bm(axbmcm + a* +Cm) o bm(axbmcm + a® _|_Cm)

b (a®b"c” + a® + ")
= = 1.
bx(a:cbxcx + a® + C:c)

6. Hozzuk a legegyszeriibb alakra az

[a? 1 /
A=" a——Qx\/j—Ba %
aV z x a

irraciondlis kifejezést, ha x > 0 és a # 0.

Megoldas. Vigyilink be minden tényezot a gyokok ald. Ekkor a > 0 feltétel mellett
a kovetkezo kifejezést kapjuk:

2 2 2 2
A= 2L o /T 3/ — a—2yr - 3vE = —4Va
a? x x a?

Ha viszont a < 0, akkor a kévetkezOképpen alakul a kifejezés:

2 42 2 2
A= |28 o /T3 /S = —Vr -2z +3vT =0,
ac xr a
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Eszerint
A —4y/z, haa>0,
N 0, ha a < 0.
7. Bontsuk tényezbkre az (x — 1)/ — (y — 1)/y kifejezést, ha tudjuk, hogy = > 0 és
y=0.
Megoldas. Végezziik el a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:
(-DvVe—(y-Dvy = ave—Va—yJSy+y
= (VE Vi) - (Vi - VD)
= (Vo - \/E)(\/x_Jr VI + V) = (Vo = V)
= Vr—Vy)le+y+Jay—1).
— 1 1
8. Hozzuk a legegyszeriibb alakra az VE- Ve — Vet ltye kifejezést, ha x > 0.
Vi+vVr+1l Ve+1—x
Megoldas. Hozzuk kozos nevezore a torteket. Ekkor
Vi=Vr+l Vet+l+yvr (o -Vo+1)? - o+ 1+ )
VZ+Ve+l Vrt+l-yr (Vz+vVe+D)(Va+1-x)
—(r—=2yzx(z+1)+2x+1)—(z+1+2y/x(z+1)+2x) iz — 9
= = —al — 2.
r+1—-x
9. Szamitsuk ki mennyi a \/8 +24/10+ 2\/3+\/8 — 21/10 + 2v/5 szémkifejezés értéke.

Megoldas. Allapitsuk meg, hogy az adott szamkifejezés pozitiv. Egyenlitsiik ki ezt
a keresett szamot egy z véltozéval (x > 0), majd emeljitk négyzetre az igy kapott

egyenloséget.
\/8+2\/10+2\/5+\/8—2\/10+2\/3:m
8+2\/10+2\/3+8—2\/10+2\/5+2\/8+2\/10+2\/3-\/8—2\/10+2\/5= 72

16 + 2\/64 — 4(10 4 2v/5) = 2

16 + 21/24 — 8v/5 = 22

16+ 21/(2 — 2V5)2 =

16 + 2|2 — 2v/5| = 2
16 +2(2v5 — 2) = 2%, ahonnan 22 = 4(3 + V/5).

Mivel = > 0, igy ennek az egyenletnek a pozitiv gyoke :

z=21/3+5.
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A Lagrange-képlet alapjan:

[ = 3+v9-5 3—v9-5 5 1 V5+1
34—\/5:\/ 2 +\/ 2 :\/;4'\/;:7,

VE+1

sfgyrz=2- 7 =V2(V5+1).
10. Gyoktelenitsiik a kovetkezo tortek nevezoit:
2 V2+V3+v4E b) 1
V2 V3+Ve+ VB4 V24+Vi+V8+2
Megoldas. a)
V2+V3+V4 B V2+V3+V4
V24+V34+V6+VB+4 V24 V342424648
N V2+V3+4
V2 VB VAT VAV VB
B V2+V3+ V4
(V24 VB VA V2(V2+ VB VA
N V2+V3+44
(V2 VBEVA( V)
1 1-42
T OI+V2 12
1—/2
= FQzﬁ—L
b)
1 1

V2+ VA4 V8 +2 (V2 + V4) + VA2 + V4)
1

(V2+ V4) (1 + V4)
1L VV2-vE 11—V
VVZHVE VVEZ-VE 1HV2 1=V

_ VV2-V2 1-V2
 V2-2 1-2
V22 1-V2
V21—V -l
V22
Y
BT
V2
2— /8
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. t 6
<a + a%) : (:c + v ax2> -1 1
11. Szamitsuk ki mennyi az A = Ta— — % szamkifejezés
értéke, ha x # 0 és a # x.
Megoldas.
3 3 6
(a+ a’x :)3+\/aa72>—1 1
A = o
Va7 7
Va(¢fa + J/x) 6
| VEva—vn
o \3/5 — 3z 3/
1
Va? — 22 ’
B 3 1'2 1
" | vE W
1
6
(WA vaWaryE 1
Ve ve VA
(YAt iE- i
- =
Vi)' _a
(@)
(Va— VB + 2@ + 0/ vab—b\"
12. Szamitsuk ki mennyi az A = + szamki-
3(av/a + bV/'b) a—b
fejezés értéke, ha a # 0, b > 0 és a # +b.
Megoldas.
2011
A~ (Wa— VO’ +2Vad + Vb Vab—b
3(av/a+bvb) a—b

av/a — 3aV/b + 3by/a — bvVb + 2a/a + bvV/b Vb(yv/a — /D)

) 3(a a—af+bf) . b 2011
3(va+Vb)(a—vab+b) a+Vb

) Jala— ab+b) . i 2011
(\f+x/)(a—\/_+b) Va+ Vb

2011
a—+

3V V) TVt VB Vb

)
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13. Szamold ki mennyi A**"? haa#0,2+a>0,2—a>0és

A:( Vi—a r—a ): x?

_l_
Ve+a+vr—a Va2—-a2—-x+a

Megoldas. Végezziik el a kijelolt miiveleteket és rendezziik a kifejezést a kovetkezo

modon:
T —a T —a x?
A= <\/x+a+\/x—a+\/x2—a2—x+a). g_l
) e, VE—ae—a e
Vitatve—a flz—a)(r+a)—(r—a)(r—a)) a?
- Vr—a Vr—a ) a?
B <\/x+a+\/x—a Vita—vi—a) Va?—a
_ Ve—a(Vrta-vVo—a)+Ve—a(VetatVa—a) a
B (x+a)—(x—a) V(& —a)(z + a)
_ \/x—a(\/x+a—\/x—a—i-\/x—l—a—i-\/x—a)‘ a
(¢ +a) = (x—a) V(@ —a)(x+a)
_ 2Jxz+a a
N 2 T ta
= 1.

EbbSl adédik, hogy A2012 = 12012 — 1

14. Szémold ki mennyi VA, ha 2 > 0 és /T # V/5 — 1 esetén

—1 1 1
P GRS S G -(x§—4x_§—|—2>- 0, 2.
2 1—}—\/34—\/5 1—\/54-\/5

Megoldas. Végezziik el a kijelolt miiveleteket és rendezziik a kifejezést a kovetkezo
modon:

1 Vb +1 V5 —1 R _
A‘§'<1+\/3+\/E+1—¢5+\/§>'(:” A +2> V0,2

.(\/5“)(1—ﬁ+ﬁ)+(\/5—1)(1+ﬁ+ﬁ)_<\/5_i+2).i

(1+V2)? = (V5)? VT V5

V=54 Vhr A+ 1 =V Va VB A5V —1 - VE Vo a -4+ 2\
1+2yz+z-5 NNz

L 2V w424

25 T +2yx—4 VT '

Ekkor VA = *V1=1.

N = N
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15. Szamitsuk ki az

kifejezés értékét, ha a # 1.
Megoldas.

Ja — 1

Va® + a+1
a . a a’>—a—1
3 — —
(a—1)2 a—1 (a—1)2
3
Va2 + Ya+1

a?—a—a’+a+1
(a—1)? (a—1)2

f+\f+1_ /(a —1)3 _a-1_

Va-l — (Ya-)(WVa+a+1) a-1
(a—1)2

16. Egyszertsitsd a kovetkezo kifejezést:

a? — b2 a? + b2 a—b \"
- — + T i , a,b>0.
\/5—0—\/6— \/@ a%—b%— (ab)? (&2—|—62)
Va+ Vb va— Vb
Megoldas.
a? — b2 a2 + b a—b \""
A = - + | =
\/a+\/6_ \/H) a%_ 1 (ab)2 (CL2 —I—b2>
Va+ Vb Va—+b
(vVay' = (V) (V)" + (VB) e+
- a+b+Vab a+b—ab a—"b
Va+ Vb Va—Vb
WAV tb+ Vah)(a+ Vi)
a+b+vVab
L WarVRatb—Va(a-Vh) i+l
a+b—ab (Va+ Vo) (va—/b)
11 vatvh _ va+vb

= (a—b)—(a—b)+\/__\/g—\/,_\/g-\/a+\/g— p—
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2 —3r+2—(r—1)Va2—4 [z +2
2?2 +3r+2—(z+1)Va? -4

Hozzuk a legegyszeriibb alakra az f fiiggvény megadasi képletét.

17. Legyen f(z) =

€ (2,00).

Megoldas. Mivel 72 =37 +2 = (z —1)(z —2) és 2* + 3z +2 = (v + 1)(z + 2), fgy

2?=3r+2—(r-1)Vat—4 [r+42

22 +3r+2—(z+1)VaP -4 Vo -2

(r-1)(x—-2)—(z-Dva?—4 [Jo+2

(x+1D)(z+2)—(z+1)vVa2t—4 V-2

(@-1)|@-2)-VE-29E+2|

(x+1)[(x+2) \/(x—2)(x+2)] r—2
VT =2 [V =2V F] \/x+2
)

flx) =

v+ 1)Vr+2 Vo +2— V-2 x—2

(z —
i—1_<_\/x—2—\/x+2)

+1 Vir—2—+\zx+2
1 1—=x

= (-1 =

r+1

1+a

18. Legyen a,b € R, b # 0 és |a|] > |b|. Hatarozzuk meg az

. (a—\/aZ—b2 B a+\/a2—b2> ~4AVat — a?b?
T \a+VaZ—b0 a—+VaZ—12)"’ (5b)2

kifejezés legegyszeriibb alakjat.

Megoldas. Végezziik el a kijelolt miiveleteket.

4 - (a— va? —b? B a++va? —b2> C4AVat — a?b?
C \a+ Va2 a—vVaZ—0b)’ (5b)2
(a —va% —02)% — (a+ Va® — b2)? 2562

a? — (a? — b?) 4 a’(a? —b?)
_ (a*=2ava? =0 +a® —?) — (a* + 20V a® — B? + a® — %) 250
N b? 4]alva? — b2
I VA 250
b? 4|alv/a? — b?
o
lal
2
—ﬂ, ha a < 0,
—a
- 25a

———, haa>0

N 25, haa <0,
- —25, haa>0.
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19.

1
x—9 Vr+3 )2 e
P \/5—27) — Vx kifejezés.
a) Milyen z valds értékekre értelmezett az adott kifejezés?
b) Hozzuk egyszeriibb alakra a fenti kifejezést.
c) Milyen x valés értékek esetén nem fligg a kifejezés értéke x-t617

Adott az A = <

Megoldas. a) A kifejezés értelmezett, ha

x—9 Vo +3
: >0 3 é > 0.
r+3Vr+9 g3 —27 v#£3 b w2

Mivel
=9  Ve+3 o (Ve-3)(Vr+3) (Va-3)(@+3/r+9)
TH+3VT+9 VP —21 x4+ 3y5+9 VZ+3

= (Vz-3)">0
minden x € R esetén, az adott kifejezés értelmezési tartomanya a

D =1[0,3) U (3,00).

b) Mivel

-9 VZ+3\?
A = : —
<x+3ﬁ+9 @—27) ve

:\/ P-9 L VEE3 o

T4+ 3Vr+9 23— 27
_ \/(ﬁ—s><ﬁ+s> Wo-3)+3va+9) .

T+ 3z + 9 VZ+3

= J(Va-3) - Va

= Wo-3- Ve

_ {vﬁ—3—vﬁ,v@—320
T 1 3-vVZ—F VT-3<0
— -3, \/523

- {3—2\/5, VI <3

B -3, r>9
N 3—2yx, 0<x<3vagyxr <9

c) Az adott kifejezés x > 9 esetén nem fiigg x-t6l.
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20. Egyszertisitsiik a kovetkezo kifejezést = > 1, illetve 0 < < 1 esetén:

A= x4+1—xi~<xj_1—\/§>:(\/x_3—x>.

r1 —1

Megoldas. Végezziik el a kijelolt miiveleteket.

3 3
141 1 1—1
A = x?jL — 1z - x? —Vz :(\/ﬁ—x)
ri+1 r:i —1
(l’% —I—l) (33% — g —I—l) )
— 1 —xr1 X
rs+1
(l’% — 1) (l’% —I—xi —|—1>
X — —Vz | (zvz —x)
xri —

= Vel ot (ol —ad 1o VA (VE (VA - 1))

= V(Va-1)" (Vo= Ve +1-va) (Vi (Vi 1))

43:,_ . 4'1, 1
= W V) )
YF 1] (V7 +1)
Vi)
(WED WEED
- ey
| EGE-p st
4 \/E—l
B \/E(\)/_E—l’ x> 1,
r—1
| VEE-n et
(1
—, x>1,
- —\/j 0<z<l
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6. Komplex szamok

A komplex szamokat a torténelem folyaman nem a masod-, hanem a harmadfoki egyen-
letek megoldasa tette sziikségessé. Cardano, aki el6szor hozta nyivanossagra a harmad-
foku egyenlet megolddképletét, tehetetleniil allt azzal az esettel szemben, amelynél az
egyenlet valds gyoke két komplex szam Osszegeként jelentkezik. Ebben az esetben a
megoldoképlet felmondta a szolgalatot. Bombelli (15307-1572) volt az elsd, aki siker-
rel kiizdott meg ezzel a nehézséggel, hiszen az 1572-ben megjelent ” Algebra”, majd az
1550 koril irt ”Geometria” cimii munkajaban megalapozta a képzetes szamok elméletét.
Ez azonban még tavol volt a komplex szamok fogalménak megnyugtatd tisztazasatol.
Még 1702-ben is, nem kisebb matematikus mint Leibniz (1646-1716) igy irt: ” A képzetes
szamok - az isteni szellem e gyonyorii és csoddlatos hordozdéi - mar majdnem a 1ét és nemlét
megtestesitéi.” Gauss (1777-1855) volt az, aki a képzetes szamok koriili titokzatossdgot
megsziintette, rendszeresen targyalta a komplex szamok algebrdjat és aritmetikajat. Az
0 otlete volt az is, hogy a komplex szamokat a sik pontjaiként lehet dbrazolni és a komp-
lex szam elnevezés is t6le szarmazik. Tudjuk azt is, hogy Bolyai Farkas (1775-1856) és
fia Bolyai Jénos (1802-1860) is foglalkozott a komplex szamokkal. 1837-ben a lipcsei
Jablonovszki Tarsasag palyazatara Bolyai Janos beadta ”Responsio” cimii munkajat,
amelyben a komplex szdmok geometridban valé alkalmazdsanak lényegességét fejtette
ki. Mivel a ”Responsioban” az ” Appendixben” leirtakra hivatkozott, ezért mivét nem
értékelték, mert meg sem értették a bizottsag tagjai.

6.1. Komplex szamok algebrai alakja

Tudjuk, hogy az egész, a raciondlis, illetve irracionalis szamok halmazanak bevezetését
az a+x = b, ar = b, illetve 2% = a tipust egyenletek megoldhatésiga tette sziikségessé.
Vegyiik észre, hogy az 2° +1 = 0, y> + 2 = 0 vagy 22 + 4 = 0 egyenleteknek viszont
nincs megoldasa a valos szamok halmazaban, mivel minden valdés szam négyzete nem-
negativ szam, igy nem tudunk olyan valds szamot taldlni, amelynek a négyzete negativ
szam. Feltehetjiik a kérdést, hogy lehetne-e gy béviteni a valdos szamok halmazat, hogy
a kibovitett halmazban az emlitett egyenleteknek is legyen megoldasa. Hogy pétoljuk a
valos szamok halmazanak ezt a hidanyossiagat, vezessiink be egy olyan elképzelt szamot,
amelynek a négyzete —1. Jeloljilk ezt az 1j szdmot /—1-gyel. Ekkor az 2% = —1,
y? = —1-2 vagy 2> = —1 - 4 egyenletek megoldhatéva valnanak, megoldésaik pedig sor-
ban az @1y = £v/—1, Y10 = V2 - /=1, 2z1/» = £2y/—1, 1 tipust szdmok lennének,
ahol a gyokjel haszndlata nem mfiveletet jelsl. Mivel a valés szdmok korében a v/—1
nem létezik, ezért ezt a szamot gy vezetjiikk be, mint egy "elképzelt”, azaz képzetes vagy
imagindrius szamot, amelynek jelolésére az i betiit hasznaljuk. Azt mondjuk, hogy az ¢
szém, ahol i> = —1, az imagindrius vagy képzetes egység. Ennek megfeleléen az el6bbi
egyenletek megolddsai sorban az x,/, = =+, Y5 = +iv/2, 2 s2 = £2i, szdmok lesznek.
Ezeket a szamokat imagindrius vagy képzetes szamoknak nevezzik, az imagindrius vagy
képzetes szamok halmazdt pedig igy frhatjuk fel: {ai|a € R, = —1}.
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6.1. Példa. Két képzetes szam Osszege és kiilonbsége is képzetes szam, mert példaul
2t + bt = Ti és 21 — bt = —3i, szorzatuk és hanyadosuk viszont valés szam, hiszen a
2t 2
miiveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy 2i - 5i = 10:2 = —10 és i
i
6.1. Definicidé. Az x + iy szerkezeti kifejezést, amelyben x és y valds szamok, valamint

i? = —1, komplex szdmnak, pontosabban a komplex szdm algebrai alakjdnak nevezziik.

A komplex szamok {x +yi|z,y € R,i* = —1} halmazat C-vel jeloljiik, az x + yi komplex
szamokat pedig leginkabb z-vel vagy w-vel.

6.2. Definicié. Az x valds szamot a z = x + iy komplex szdm valds részének nevezzik és
Re z = & mddon jeloljik, mig az y valos szam a z = x + iy komplex szam képzetes része,
jelolése pedig Im z = y.

Mivel a 2z = x4+ 0 -7 = x valés szam, a z = 0 + yi = yi pedig képzetes szam, igy
megallapithatjuk, hogy a valdés szadmok R halmaza, valamint a képzetes szamok hal-
maza is részhalmaza a komplex szamok C halmazanak. A valds szamok olyan komplex
szamok, melyeknek a képzetes része nulla, a képzetes szamok pedig olyan komplex szamok,
melyeknek a valés része nulla.

6.3. Definicio. Két komplex szam z1 = x1 + iy €S 2o = X9 + 1y akkor és csak akkor
eqyenld, ha x1 = xo €s Yy = Yo, azaz ha mind valds, mind képzetes részeik kiulon-kilon
eqyenlok.

A komplex szamok kozotti egyenloség tehat két valos szamok kozotti egyenldséggel egyen-
érték.

6.2. Példa. A z; = 2 + yi komplex szam egyenlo a z; = x — 3i komplex szdmmal, ha
r=2éy=—-3.

6.4. Definicio. A Z = x — yi komplex szamot a z = x + yi komplex szdm konjugdlt
komplex pdrjanak vagy konjugdltjanak nevezziik.

A komplex szamok szemléletes megértéséhez gyakorlatilag nélkiilozhetetlen ezeknek a
szamoknak az abrazolasa az igynevezett komplex szamsikon vagy Gauss-féle szamsikon. A
Descartes-féle derékszogii koordinatarendszerben a z = x4+ yi komplex szamhoz hozzaren-
deljiik a P(x,y) pontot. A koordindtarendszer z-tengelyét valds tengelynek, y-tengelyét
pedig imaginarius vagy képzetes tengelynek nevezziik, hiszen a komplex szam valds részét
a valos tengelyen, imaginarius vagy képzetes részét pedig az imaginarius vagy képzetes
tengelyen abrazoljuk. A z komplex szam és Z konjugaltja a valds tengelyre szimmetrikusak.
6.5. Definicié. A z = x + yi komplex szam origotol, illetve a komplex szdmsik kozép-

pontjdtol valo tdvolsagdt a z = x + yi komplex szam abszolit értékének vagy modulusdnak
nevezziik, jelolése pedig r = |z|.

Im
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A z = z + yi komplex szdm modulusa nem mds, mint a P(z,y) pont helyvektoranak

hossza, ezért a
2| = Va2 +y?

képlettel kiszamithaté. A P(z,y) pont helyvektora és az z-tengely pozitiv irdnya kozotti
szoget ¢ szoget a z = x 4 yi komplex szam argumentumanak vagy arkuszanak nevezziik,
jelolése pedig ¢ = arg z.

6.3. Példa. A z = 4 + 3: komplex szam konjugalt komplex péarja a Z = 4 — 3¢ komplex

szam, modulusa pedig
|z| = V42 432 =25 =5.

6.2. Miiveletek komplex szamokkal

6.6. Definicio. A z; = x1 + Y11 €s 29 = Ty + Yot komplex szamok oOsszegén, illetve
ktilonbségén a

2+ 29 = (21 + y1%) + (22 + y2i) = (1 + 22) + (y1 + ¥2)7,

illetve
2 — 2 = (21 + 1) — (w2 + y2t) = (21 — 22) + (Y1 — o)1

komplex szamokat értjik, azaz az algebrai alakban adott komplex szamok dsszeaddsdt,
illetve kivondsdt a wvalos és képzetes részeknek kulon-kilon valo osszeaddsdval, illetve
kiwondsaval végezzik el.

Vegyiik észre, hogy a z = x + yi komplex szamnak és Z = x — yi konjugalt komplex
parjanak Osszege mindig valds szam.

z+Z=x+yi+x—yi=2r€cR.

6.7. Definicié. A z = x + yi komplex szdmot a ¢ valos szammal ugy szorozzuk, hogy
mind a valos, mind a képzetes részt megszorozzuk c-vel:

cz = c(x + yi) = cx + cyi.
6.8. Definicid. A zy = x1 + y1t €s 2o = 19 + Yot komplex szdmok szorzatan a
21+ 22 = (21 + y17)(T2 + yai) = (2172 — Y1ya) + (T1y2 + T2y )i

komplex szamot értjik, amelyet a x1 + y1i €s xo + yot szamok tagonkénti beszorzdsdval,
majd rendezésével kapunk, mikézben azt is figyelembe vessziik, hogy i* = —1.

Vegyiik észre, hogy a z = x + yi komplex szamnak és Z = x — yi konjugalt komplex
parjanak szorzata mindig valés szam.

z-Z=(z+yi)e—yi)=2° —zyi + ayi —y*i* = 2° +y* € R.
A fenti gondolatmenetbol azt megkaptuk, hogy tetszoleges z komplex szam esetén

z-Z =z~
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6.4. Példa. A z; =2 — 3i és 2o = —5 + 67 komplex szamok Osszege a
214+ 2=(2-30)+(-5+6i) =2—3i —5+6i = —3 + 31,
kiilonbsége a
21— 290=(2—-3i)— (=5+6i) =2—-31+5—6i="7— 94,
szorzata pedig a
2129 = (2= 30) (=5 +6i) = —10 + 120 + 15i — 18i* = —10 + 18 + 27i = 8 + 27i
komplex szam.

A komplex szamok komplex szdmmal vald osztdsa esetén, a nevezo gyoktelenitéséhez
hasonléan, a nevezd konjugalt komplex parja segitsagével a nevezot valdsra valtoztatjuk,
lehetové téve ezzel a hanyados valds részének és képzetes részének szétvalasztasat, illetve
algebrai alakban valo felirasat. Ezt az eljarast a kovetkezo példaban illusztraljuk.

6.5. Példa. frjuk fel a 21 = 2 — 3i és 2o = —bH + 6¢ komplex szamok 2 hanyadosat
%)
algebrai alakban. Bévitsiik a tortet a nevezoben szereplo komplex szam konjugalt komplex

pérjaval, azaz (—5 — 6i)-vel.

2 2—3 2—-3i —5—6i —10— 12 + 157 + 184>

2z  —54+6i —-5+6i —5—6i 25 — 3642

_ —10-12i+151— 18 —28+3i 28 3

25 + 36 61 61 61"

a2 hanyadosa algebrai alakban pedig
21

z  —5+6i  —5+6i 2+3i —10— 150+ 120 + 18

s 2-3i  2-3i 243 4 — 952

10151 +12i—18  —28—3i 28 3

449 13 13 13"

A komplex szamok hatvanyozasa algebrai alakban valéjaban a binom hatvanyozasanak
probléméjaval egyezik meg, azzal a megjegyzéssel, hogy ebben az esetben megjelennek
az i képzetes egység i’-nél magasabb hatvényai is. Tekintsiik ezért a képzetes egység

hatvéanyait.
1 . .5 . .9 o

1 =1, 17 =1, 17 =1,
i? =1, i = —1, 0 = —1,
i3 = —i, i" = —i, itt = —q,

it =1, i® =1 it =1,

Megallapithatjuk, hogy ¢ természetes kitev6ji hatvanyai csak a +1 és 4 szamok lehetnek,
mégpedig

i, 2 =—_1, B =_ ha keN.
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6.6. Példa. Szamoljuk ki a fenti megdllapitast alkalmazva az 32 + i%° + 12 komplex
szamkifejezés értékét. Ekkor

7;32 + 7;55 + 7;402 — 7;4-8 + 7;4'134-3 ‘l’ ,l'4~100+2 — 1 o 'l - 1 — —Z

6.7. Példa. Szamoljuk ki az 1 — 2¢ komplex szam masodik, harmadik és negyedik
hatvanyat. Ekkor a binomidlis képlet alapjan

(1-22=1-2-2+4i*=1—4i — 4= -3 — 44,
(1-20)*=1-3-2i+3-4i*-8*=1—6i — 12+ 8i = —11 + 24,
(1—-2))'=1-4-2i+6-4i* —4-8> +16i" =1 — 8 — 24 + 32i + 16 = —7 + 24i.
A komplex szamok gyokvondsaval kapcsolatban a kovetkezo definiciét mondjuk ki.

6.9. Definicié. Han € N és z € C, akkor a z komplex szam n-edik gyoke alatt azt a w
komplex szamot értjik, amelynek n-edik hatvdnya z szdm, azaz amelyre w™ = z érvényes.

6.8. Példa. Vegyiik észre, hogy
(1+i)2=1+2i+i*=2 és (—1—d)=1+2i+i*=2.

Ekkor v/2i = 1+ vagy v/2i = —1 —i. Ezt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a 2i komplex
szam négyzetgyokei az 1 4+ 1 és —1 — ¢ komplex szamok.

6.9. Példa. Mivel

3
3 1 3v3 3 1 3 1 1 3v3 9. 3V3 1
—£+—i _i_|_3._._z_3 i._i2+_z3 i+_i —\/_——Z—Z,
2 2 8 4 2 2 4 8 8 8 8 8
, _ , . . . 1, 1. ,
ezért az 1 komplex szdm harmadik gyokei a —i, 53 + 5t e~ + 5t komplex szamok.

6.10. Példa. Hatdrozzuk meg elemi modszerrel a 3 — 41 komplex szam négyzetgyokét.

Ekkor
V3—4i=V4—4i+i2=+/2—0)2=2—1,

illetve hogy

V3—4i=Vi2 —dit4=1/(i—2)2=i-2,

amelybdl az kovetkezik, hogy a 3 —4i komplex szam négyzetgyokei a 2 —i és i —2 komplex
szamok.

Megmutathaté, hogy a z € C\ {0} komplex szamnak pontosan n kiilonb6zé n-edik gyoke
van, és hogy a z = 0 komplex szam n-edik gyokei magaval a z = 0 komplex szdmmal
egyenloek. Nem foglalkozunk ennek az allitasnak a bizonyitasaval és ebben a fejezetben
nem foglalkozunk a komplex szamok n-edik gyokeinek eloallitasdval sem.
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FELADATOK

3+4i 1

ﬁ“"ﬁ’flo komplex szam valds és képzetes részét, konjugalt
— 41

komplex parjat és modulusat.

1. Hatarozzuk mega z =

Megoldas. Rendezziik az adott komplex szamot. Ekkor

344i 1, 3+4i 244 1,, 64+12+8—16 1 1 1

CTOT4L Y To—4ioy4i 2 1+ 16 5~ Ty

Rez=0, Imz=1, Z=—i é |2|=VvV02+12=1.

2. Hatdrozzuk meg az z = (1 + i)® komplex szam valés és képzetes részét, konjugalt
komplex parjat és modulusat.

Megoldas. Szamoljuk ki el6szor az 1 4+ ¢ komplex szam négyzetét. Ekkor
(1+i)=1+2+i*=1+2i—1=2i
Ezt az eredményt figyelembe véve szamoljunk tovabb.
s= (140 = ((1+)2) ' =2)'=2"i*=16-1 =16,
Rez=16, Imz=0, Z=16 és |z| =162+ 02=16.

3. Mutassuk meg, hogy |21 - 22| = |21] - |22] és |2%| = |2|? barmely z, 2; és z, komplex
szam esetén.

Megoldas. Legyenek z; = a + bi és 2o = ¢ + di adott komplex szamok. Ekkor

|21 - 22| = [(a+ bi)(c + di)| = |(ac — bd) + (ad + bc)i| =

= v/(ac — bd)% + (ad + bc)? = Va2 + V2d? + a2d? + b2 =
= V(@ +0)(+d) =Va2+12-VE+ 2= |z |z
Legyen most z = = 4 yi adott komplex szam. Ekkor

|22 = |(z +yi)’| = (2® — y*) + 2eyi] = V/(2? — y?)? + (22y)* =

= ot — 22292 + yt + da2y? = ot + 2222 + yt =
2
= (22 +y2)2 =2 +4 = (vx? +y2> = |2|2.

21

zZ9

= @, ha 22 % 0.
|22]

Megoldas. Legyenek z; = a + bi és z, = ¢ + di adott komplex szamok, ahol ¢ és d
nem lehet egyszerre 0, azaz ¢® + d* # 0. Ekkor

4. Bizonyitsuk be, hogy

a+bi
c+di

at+bi c—di

21
c+di c—di

ac + bd + (bc — ad)i
c +d?

zZ2
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ac + bd 2+ bc — ad 2_
S\ + a2 2+ d?
\/a202 + B2 + 122+ a?d? \/(a2 +02)(2 4 d?)

(¢ +d?)? (¢ + d?)?

__¢M+w?_¢&+w2_kﬂ
e+ JErd |z

ac—l—bd+bc—ad
E+d At d?

amit bizonyitanunk kellett.

5. Legyenek a, b és ¢ adott valés szdmok. Bizonyitsuk be, hogy ha az? 4+ bz + ¢ = 0
teljesiil a z = o + yi komplex szdmra, akkor az? + bz + ¢ = 0 is teljesiil.

Megoldas. Ha az? + bz + ¢ = 0, akkor
az® + bz + ¢ = a(x + yi)* + b(x + yi) + ¢ = az® — ay® + bz + c + (2azy + by)i

miatt
ar’> —ay* +br+c=0 és 2axy+by =0 (6.1)

kell, hogy teljesiiljon. Mivel Z = x — yi, ezért (10.1) miatt

az* + bz + c = a(z — yi)® + b(x — yi) + ¢ = ax® — ay® + bx + ¢ — (2awy + by)i =

6. Igazoljuk, hogy 21 + 20 = 21 + %3, Z1 - 22 = Z1 - Z3 és |Z1| = |21/, valamint
z z1
(—1) =2 ha 2 # 0.
Z9 29

Megoldas. Legyenek z; = a + bi és 25 = ¢ + di adott komplex szamok, ahol
c? + d* # 0. Ekkor

21+ 2 = (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i=
= (a4+c)—(b+d)i=(a—bi)+ (c—di) =% + Z3,

iz = (a+bi)(c+di) = (ac —bd) + (ad + be)i =
= (ac—bd) — (ad + be)i = (a — bi)(c — di) = Z1 - Z3,

|Z1| = |a + bi| = |a — bi| = Va? +b? = |a+ bi| = |z,

n) _ (atbi _ fatbi c—di\ _ ((ac+bd)+ (bc —ad)i)
)  \e+di) \e+di c—di) c2 + d? N
B (ac—l—bd bc—ad,) ac+bd bc—ad.

4 d? + 02+al2Z R 2 02+d2Z:
(ac+bd) + (ad=bc)i  a—bi c+di a—bi 7

2+ d? _c—dz"c—i-di_c—di_zg
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(1+4)3(V/3 +14)
(1—-14V3)?

Megoldas. Végezziik el a sziikséges atalakitasokat.
(1430 +3+ ) (V3+4)  (1+3i—3—1)(V/3+1)

komplex szam abszolit értékét.

7. Szamitsuk ki a z =

1 — 2iv/3 + 3i2 B 1—2iv/3—3
(=2+20)(V3+i) —2v3-2+(2v3-2)i V3+1—(1—+3)i
L = — —
—2—2i/3 —2(1 +iv/3) 14+14v3

L 1+V3-(1-V3)i 1-iV3

1+iv3 1—iV3
L VB3 -3i- (- i3 - V3430

1+3
Lo 1+VB-iVB-8i—i—VB+iv3+3
1+3

z = 4;4221—@ ahonnan

o =L~ i = VEF (I = V2

144\ 201 1 _ 5\ 2ou
8. Szamitsuk mennyivel egyenld z = (—) + (—) .

V2 V2

Megoldas. Elvégezziik a sziikséges szamitasokat és atalakitdsokat.

2\ 1005 ] N 2\ 1005 .

B 141 141 1—1 1—1

(1202 14 12042\ 1

R R
’1005.ﬂ+(—¢)1005-2

oA V2

I+4 1—1
O i4'251+1< + )
V2 V2

2,
z = z-—:zx/ﬁz—\/ﬁ.
V2

9. Hatdrozzuk meg azt a z = x + yi komplex szamot, amelyre teljesiil, hogy

23 =1 és Re( Z,):2
241

2—-%Z
Megoldas. Helyettesitsiik be a megadott feltételekbe a z = z + yi komplex szamot
és végezziik el a megfelelo atalakitasokat. Ekkor

z2—3 T —3+yi

(x—3)+yi

5_= 2~ (z —yi) 2—2) +yi A
= [(z=3)+yil=|2—2)+vyi| < V@e—-32+y?=V2—2)+1y? <
d

= P—62+9+yi=4—dat+2P+y = w=5 — T=5
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Mivel
5 .5 . 9. 9 5 5

5 :§+yZ:§+yz‘2_Z~:5—§z+ Zy+y:5+y §+ yl_

2+ 2+1 241 2—1 > b} 5
ezert

+ 2y
+y 9 . 5+y

R =2 < R =2 — =2 =5
e<2 z) 5 5 " 5 Y

5
A keresett komplex szam tehdt z = 5 + 5i.
. Hatarozzuk meg azt a z komplex szamot, amelyre teljesiil, hogy
|z —2|=]z2+2i] é |z—i|l=]|z+2|

Megoldas. Legyen z = = + yi. Ekkor a feltételek alapjan felirhaték a kovetkezo
ekvivalens atalakitasok.

|z —2|=|z4+2i| < |r+yi—2|=|z+yi+ 2
= |(z—2)+yi| = |z + (y + 2)i
= V(@ —-22+2 =V + (y+2)?
— P—dr+d+yt=2"+y  +4y+4
= y=—x.

z—i=]2+2 <= |z+yi—i|l=|r+yi+2
— |z + (y—1)i| = |(z+2) + yil
= Vit (-1 = V(@ +2) +y?
— 2+ -2y +1l=0+dzx+4+9°
< 4dx+2y = -3.

A kapott egyenlet y = —z miatt felirhato 4z — 20 = —3, illetve 2z = —3 alakban,
ahonnan a keresett szamok
3 3 ot 3 . 3.
= —= = - Z2=—=4+ —i.
x 5 Y=g iletve 5T 50
. Szamitsuk ki az ¢ komplex szam négyzetgyokeit.

Megoldas. Az i komplex szam négyzetgyokei azok a z = x + yi komplex szamok,
amelyek négyzetei i-vel egyenlok, vagyis amelyekre érvényes, hogy

(x+yi)? =14, illetve 2%+ 2xyi—y* =i.
A komplex szamok egyenléségének definiciéja alapjan adédik, hogy a2 — y? = 0 és
20y =1, azaz

) 1
(x—y)(z+y)=0 és y—%.
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12.

13.

Egy szorzat akkor 0, ha egyik tényezo 0 vagy a masik tényez6 0, ezért felirhatd a
kovetkezo ekvivalens egyenletrendszer:

r—y=0 vagy xz+y=0.

1
Figyelembe véve most az y = o0 feltételt azt kapjuk, hogy
x

1 1
——=0 — =0
x By vagy T+ 9 ,
ahonnan a 2z% = 1 vagy 222 = —1 egyenlet kovetkezik. Mivel a 222 = —1 egyenlet
egyetlen valés szdmra sem teljesiil, igy csak a 22? = 1 egyenletnek van megoldésa,

2 2 1
mégpedig x; = g és 1o = —g. Ezeket az értékeket behelyettesitve az y = —

2x
V2, V2

osszefliggésbe kapjuk, hogy y; = 5 €s Yo = ———.

Az i komplex szam négyzetgyokei tehat a kovetkezo komplex szamok:

V2 V2 V2 V2.

ATyt e RE T

1+iV3

Szamitsuk ki az komplex szam négyzetgyokeit.

i3

, 1
Megoldas. Irjuk fel az komplex szamot teljes négyzetként. Mivel

1+4v3 2423 3423+ (V3+i)® _ (=V3-14)
2 4 2 4 4

[1+ivV3  [(V3+4)?  V3+i
2 4 2

\/1+i\/§_\/(—\/§—i)2_—\/§—i
2 4 2
1+iv3

komplex szam négyzetgyokei

VB+io o VB
2 B 2

ezért

és

ami annyit jelent, hogy az

21 =

frjuk fel linedris tényezdék szorzataként az x? + 4, 9y? + 25, 3a® + 2, 2% + 22 + 5,
2% + xy + y? és a® — 8ab + 200? kifejezéseket.

Megoldas. Végezziik el a sziikséges atalakitasokat.
2 +4 (x — 2i)(z + 21),
9y* +25 = (3y — 5i)(3y + 5i),
3a°+2 = (aV3—iv2)(aV3+iV2),
2420 +5 (?+2r+ 1) +4=(z+ 1) +4=(z+1—2i)(z+ 1+ 2i),
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14.

15.

2

3y? 3
2 +ay+y’ = ($2+l’y+yz)+%= <x+y)+i=

y  yV3 y | yV3.
= <+§_T) <I+§+TZ>

a® —8ab+ 200 = a® —8ab+ 16b° + 4b® = (a — 4b)* + 4b* =
(a —4b — 2bi)(a — 4b + 2bi).

Oldjuk meg a z? — z + 1 = 0 masodfoki egyenletet a komplex szamok halmazdban.

Megoldas. Bontsuk linedris tényezok szorzatira az adott masodfoku trinomot a
kovetkezoképpen:

1 V3
— z—§—71

= z2—=-——1=0 vagy z2—=-+—1=0

< 21 = , Ro =

Az adott masodfoku egyenletet megoldashalmaza

M:{1+z’\/§ 1—z'\/§}.

2 72

Oldjuk meg a komplex szdmok halmazdban a 2%+ 2iz + 1 = 0 komplex egyiitthatos
masodfoku egyenletet.

Megoldas. Az eléz6 feladathoz hasonléan bontsuk linedris tényezék szorzatara az
egyenlet bal oldalat. Ekkor

(2 +2iz+i%) —i+1=0
(z+1i)*=2i*=0
(z+i—iV2)(z4+i+iV2) =0
Z4i—iV/2=0 vagy z+i+iV2=0
2 =(V2-1)i,z = (—V2-1)i

224+2iz41=0

111ty

A masodfoku egyenletet megoldashalmaza tehat ebben az esetben

M ={ (V2 -1 (—V2-1)i}.
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7. Masodfoki egyenletek, egyenlotlenségek
és egyenletrendszerek

Az alkalmazott matematikaban sokszor taldlkozunk olyan problémékkal, melyek mo-
dellezése és megoldasa soran egyenleteket, egyenlGtlenségeket vagy egyenletrendszereket
kell felirni, és ezek megoldasait keresni. problématdl fiiggden, ezek nem minden eset-
ben els6fokuak (linedrisak). Ebben a fejezetben a mésodfoku egyenletekkel, masodfoki
egyenlotlenségekkel és egyenletrendszerekkel valamint az ezekre visszavezetheto irraciona-
lis egyenletekkel és egyenlétlenségekkel foglalkozunk.

7.1. Masodfoku egyenletek
7.1.1. Alapfogalmak

7.1. Definicié. Az
ar’ +bxr+c=0

alaki egyenletet, ahol a,b,c € R, a # 0, x pedig az ismeretlen, x-ismeretlent mdsodfoki
egyenletnek nevezzik. a, b és ¢ a mdsodfoki egyenlet egyiitthator. A mdsodfoki egyenlet
megoldasanak vagy gyokének nevezink minden olyan valds vagy komplex szamot, amely
az x ismeretlenbe helyettesitve igaz eqyenloséget ad.

7.1. Példa. Az 22 —4 = 0 egyenlet teljesiil z = —2 és z = 2 esetén is. Az 22 —2x+1 =0
egyenlet csak r = 1 esetén teljesiil. Az 22+ 1 = 0 egyenlet az = i és © = —i komplex
szamokra teljestl.

Megoldani egy masodfokt egyenletet annyit jelent, mint meghatarozni minden valés vagy
komplex megoldédsat. Késobb latni fogjuk, hogy a masodfoku egyenletnek legfeljebb két
megoldésa lehet, és ezek szokasos jelolése zq és xs.

7.2. Definicié. A mdsodfoki egyenletet teljesnek nevezzik, ha a # 0 mellett b # 0 és
c # 0 is teljesil. Ha b =0 vagy ¢ = 0, akkor hidnyos masodfoki egyenletrdl beszélink.

A hidnyos mésodfokii egyenletek ezek szerint vagy ax? + br = 0 vagy ax® + ¢ = 0 vagy
ar? = 0 alaktak lehetnek és egyszeriibben megoldhatdk, mint a teljes masodfokt egyenlet,
mert ezekben az esetekben a bal oldali kifejezés konnyen tényezokre bonthato.

Vegyiik sorba a hidnyos alakokra vonatkozo eseteket.

1° Az ax? = 0, a # 0, masodfokti egyenlet esetében a bal oldalon all§ szorzat nulldval
egyenld, ami a # 0 miatt csak 22 = 0, illetve z - = 0 esetben teljesiil. Ezért az
egyenlet megoldasa x; =0 és x5 = 0.

2° Az az? + bz = 0, a # 0, masodfoki egyenlet bal oldala felbonthaté szorzat alakba,
maga az egyenlet pedig az z(ax+0b) = 0 alakban, ahonnan z = 0 vagy ax+b = 0 kell,

hogy teljestiljon. Ezek linedris egyenletek, megoldédsaik pedig 1 = 0 és 1o = ——.
a
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3° Az ax® +c =0, a # 0, masodfokti egyenlet bal oldaldn lev kifejezés is tényezdkre

bonthaté az? + ¢ = a<x2+§> - a<x2— <_§)) _ a<x_ \/_72) <x+\/_7§)

modon, a kapott szorzat pedig csak akkor nulla, ha valamelyik tényezo6 nulla, azaz

ha az x — - 0 vagy = + - 0 egyenletek valamelyike teljesiil, igy a
V' a V. a

c c
megoldasok x1 = /—— és w9 = —/ ——. Az a és c egyluitthatdk eldjelétél fiiggden a
a a

megoldéasok lehetnek valos vagy komplex szamok.
7.2. Példa. Az 52? = 0 egyenletnek a megoldésai z; = 0 és x5 = 0, megolddshalmaza
pedig M = {0}.
7.3. Példa. A 42? — 3z = 0 mésodfoku egyenlet tényezSkre bontés utén z(4x — 3) =0

alakt, ahonnan z = 0 vagy 4z — 3 = 0. Ezeknek a linedris egyenleteknek és az eredeti

3 3
masodfoki egyenletnek a megoldéasai z; = 0 és x9 = 7 a megoldashalmaz M = {O, Z}

7.4. Példa. Az 5% — 30 = 0 masodfoki egyenletet eloszthatjuk 5-tel, majd az 2o —6 = 0
egyenlet bal oldala tényezékre bonthaté, s ekkor (z —+/6)(z ++/6) = 0. Innen x — /6 = 0
vagy = + /6 = 0, melyek megoldésai az 1 = V6 és x5 = —/6 val6s szamok. Az eredeti

egyenlet megoldashalmaza most M = {—\/6, \/6}

7.5. Példa. Az 2% + 4 = 0 mésodfoki egyenlet 2® — 4i*> = 0 alakban is felirhaté, Az
el6z6 példdhoz hasonléan a bal oldal tényezdkre bonthatd, s ekkor az (z — 2i)(x +2i) =0
alakbdl azt kapjuk, hogy x — 2i = 0 vagy = + 2¢ = 0, ahonnan megkapjuk az x; = 27 és
9 = —2i komplex megoldasokat, a megoldashalmaz pedig M = {—2i,2i}.

7.1.2. A teljes masodfoki egyenlet megolddképlete
A teljes masodfoku egyenlet két megoldasa kiszamithato egy képlettel, amelyet a masodfoku
egyenlet megoldoképletének, vagy roviden csak ,,gyokképletnek” neveziink.

7.1. Tétel. Az ax? +bx +c =0, a # 0, teljes mdsodfoki egyenlet megolddképlete az

_ —b+ Vb —4ac ‘s _ —=b— Vb —4ac

ol 50 Ty = 50 formulapar,

—b 4+ vb? — dac

melyeket a rovidebb felirds miatt igy szoktunk drni:  xy/ = 5 @
a

Bizonyitas. Mivel a # 0, az egyenlet bal oldala a megfelel6 alakra transzformélhato:
b
ar’? +br+c=0 <= a<z2+—x+g> =0
a a

= 2+b+b2+c Gl B
“\” az 4a?2  a  4a?)

b © b —dac Ly
o 4a? B

a( b M)( b L—‘MC):O,

— a

x+%— 2a x+%+ 2a
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Innen
b b2 —4 b b2 —4
pp b e e b e
2a 2a 2a 2a

ezek megoldasaval pedig

B —b+Vb? — 4dac . —b— Vb — 4dac

To =

2a 2a

X1

7.3. Definicié. A mdsodfoki egyenlet megolddképletében a néqyzetqyok alatti b* — 4ac
kifejezést diszkrimindnsnak nevezziik és D-vel jelolyik.

7.6. Példa. A 322 — Tx — 6 = 0 mésodfokii egyenletben minden egyiitthaté nullatél
kiilonb6zo, ezért a megoldasokat a gyokképlettel keressiikk. Mivel a = 3, b = —7 és
c = —06, igy a gyokképlet szerint

T+/49-4-3(-6) T+V121 T+11
- - -

6 6

Ti/2 =

2
illetve a megoldasok xy = 3 és xy = —3

7.7. Példa. Az 2* — 14z + 49 = 0 masodfoki egyenlet megolddsai a képlet szerint

144+/196—4-49 14+£+/0 14+0
5 = =

2 2

Ti/2 =
vagyis a megoldasok x1 = xo = 7.

7.8. Példa. Az 2> + x + 1 = 0 teljes masodfokt egyenletben a = b = ¢ = 1, {gy

~1+y1-4 —-1+£/=-3 —1+iV3
5 = -

a gyokképlet szerint x,/, = , vagyis ebben az

2 2
1 3 1 3
esetben a megoldéasok az xy = —3 +z’§ és az xy = —3 —2'7 konjugalt komplex szamok.
1 1
A megoldashalmaz: M = {—5 + i?, 3~ z?}

Amint azt az elobbi példdkban lathattuk, a diszkrimindns értékétol és elojelétdl fiiggden,
a masodfoku egyenlet megoldasai lehetnek kiilonbozévagy egyenlé valds szamok, illetve
konjugalt komplex szamok. A harom esetet a kovetkez6 tételben foglaljuk Ossze.

7.2. Tétel. Legyen D az az® +bxr+c =0, a # 0, mdsodfoki egyenlet diszkrimindnsa, x,
és xo pedig az egyenlet megolddsai (vagy gyokei).

1° Ha D > 0, akkor x1 és xy kiilonbozd valds gyokok, azaz xq, 19 € R és x1 # xs.
2° Ha D =0, akkor x1 és xo eqyenld valos gyokok, azaz v1 = x5 € R.

3° Ha D < 0, akkor x1 €s xo konjugdlt komplex gyokok, azaz x1,x9 € C és x1 = T5.
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7.4. Definicié. Legyen D az ax?+bxr+c =0, a # 0, mdsodfoki egyenlet diszkrimindnsa,
x1 €sxy pedig az eqyenlet megolddsai (vagy gyokei). Ha D = 0, akkor azx; = xo € R miatt
gyakorlatilag egyetlen x1 valos qyokot kétszeres gyoknek vagy kettds gyoknek nevezzik.

7.9. Példa. Hatérozzuk meg az ma?+(3m—2)z+2 = 0 egyenletben az m valés paraméter
értékét ugy, hogy az egyenletnek egyenld valés megoldasai legyenek, azaz x1 = x5 € R. A
feltétel szerint ez akkor teljesiil, ha D = 0, tehat m értékét gy kell megvalasztani, hogy
a diszkriminans nullaval legyen egyenlo. Mivel

D=0 —4dac= (3m —2)> —4m -2 =9m* —20m + 4, ezért 9Im*> —20m +4 =0
kell, hogy teljesiiljon. Innen

20 +/400 — 144 20 £+/256 20 £ 16
18 N 18 18 7

mij2 =

vagyis a megfelel6 m paraméterek m; = 2 és my = g Valéban, ha m = 2, akkor
2% +4x + 2 =0, illetve 2% + 2x + 1 = 0, ahonnan (x + 1)? = 0 miatt z; = 2o = —1.
Ha viszont m = g, akkor az egyenlet =% — ga: +2 =0, illetve §—de1 valé beszorzas utan
22 — 62+ 9 =0, illetve (z — 3)> = 0, ahonnan z; = x5 = 3.
7.10. Példa. Vizsgaljuk ki, hogy milyen n valés paraméterértékek mellett lesznek az
(n+3)2> —2n+1)r+n—-5=0

egyenlet megoldasai valods, illetve komplex szamok. Most a diszkriminans eldjelét kell
kivizsgalni, vagyis hogy mikor pozitiv vagy nulla, és mikor negativ. Mivel
D=0 —4ac=4(n+1)>-4(n+3)(n—5) =4 [n* +2n+1—n’+2n+ 15] = 16(n+4),
ezért

D>0 <« 16(n+4)>0 <= n+4>0 <= n>-—4,

D<0 < 16(n+4)<0 <= n+4<0 <= n<-4

Ez azt jelenti, hogy az adott egyenlet megoldasai valés szamok, ha az n paraméter értékei
nem kisebbek —4-nél; viszont az adott egyenlet megoldasai konjugélt komplex szamok,
ha az n paraméter értékei —4-nél kisebbek szamok.

Megjegyezziik, hogy a méasodfoku egyenlet egytitthatéit valaszthatjuk a komplex szamok
halmazabdl is (pl. 22+ (1 —1)z —i = 0), a megolddképlet akkor is érvényes, csak helyesen
kell értelmezni benne a komplex szam négyzetgyokét. Ebben az esetben azonban a gyokok
valés vagy komplex szamhalmazhoz valé tartozéasa nem fiigg a diszkrimindns el6jelétol.

7.11. Példa. A 2% + (1 — i)z — i = 0 egyenlet megolddsaihoz egyszer{ibb médon is
eljuthatunk. Végezziik el a kovetkezd ekvivalens atalakitasokat:
P2+(1l—-i)z—i=0 <= Z*+2—iz—i=0
— z(z+1)—i(2+1)=0
— (z4+1)(z—1i)=0
< 2+1=0 vagy z—1=0
< z1=-—1 és zy=1.
A megoldashalmaz tehat M = {—1,i}, amely ebben az esetben egy valds és egy komplex
gyokot tartalmaz.
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7.1.3. Viéte képletek

Az el6bbiekben lattuk, hogy a masodfokt egyenlet megoldasait az egytitthatokkal fejezziik
ki. A megolddképleten kiviil mas Osszefiiggések is léteznek a masodfoku egyenlet gyokei
és egyiitthatéi kozott. Ezek a képletek a francia matematikus Frangois Viete (1540-1603)
nevéhez flizédnek és ezért Viéte képleteknek hivjuk oket.

7.3. Tétel. Legyenek a, b és ¢ olyan tetszdleges valos szamok, hogy a # 0.
1 65 19 az ax? + bx + ¢ = 0 mdsodfoki egyenlet megolddsai akkor és csakis akkor, ha
ervényesek a Viéte képletek:

, c
Tl +2Tyg=—— €S XT1- Ty = —.
a a

Bizonyitds.(=) Bizonyitsuk be elészor azt az implikdciot, hogy ha x; és x5 az ax? +bx +
¢ = 0 masodfoku egyenlet megoldasai akkor érvényesek a Viéte képletek. Legyen

—b+ Vb?% — 4ac . —b — Vb? — 4dac
p— 2 p— .

2a o 2a

€y

Ekkor a gyokok Osszege
—b+Vb? —dac—b—b* —4dac 2D b

2a 2a a’

ZL'1—I—(L’2:

szorzatuk pedig

—b+ Vb —4dac —b— Vb —4dac  (=b)? — (b* —4dac) 4dac ¢

Tl T = = — 0 = —
2a 2a 4a? 4a2  a’

és ezzel az adott implikaciot belattuk.
(<=) Bizonyitsuk most be a mdsik irdnyd implikdciét: ha az ax? + bx + ¢ = 0 masodfoku
egyenlet esetén érvényesek az

b c
Tl +Xg=—— €S X1 To=—
a a

osszefliggések, akkor a képletekben szerepl6 z; és x4 az egyenlet gyokei. A Viéte képletekbdl
felirhat6, hogy b = —a(x;+x2) és ¢ = axy-xo. Helyettesitsiik be ezeket az Osszefiiggéseket
az ax® + bx + ¢ = 0 méasodfoki egyenletbe a b és ¢ egyiitthaték helyére. Ekkor az
ax?® — a(zy + x9)x + axy - 15 = 0 egyenletet kapjuk, ahonnan kiemelve az a egyiitthatét
megkapjuk, hogy a (r? — (1 + x9)x + 21 - 13) = 0. Tovabbi rendezés utdn az egyenlet
az a (1% — 110 — Tox + 11 - T9) = 0, illetve az a (z(x — 1) — 2o(x — 11) - 19) = 0, végiil
pedug az a(x — x1)(x — x2) = 0 alakra hozhat6, amelybdl a # 0 miatt vagy z — z; = 0
vagy pedig x — 9 = 0. Innen x = 1 vagy x = xo kovetkezik, tehat x, és x5 valoban az
adott masodfoku egyenlet gyokei. ¢

A masodik rész bizonyitasaban azt is belattuk, hogy mindig felirhaté egy olyan méasodfoku
egyenlet, amelynek megoldasai adott x; és zo szamok. Ennek alakja:

2 — (21 + 29)x + 11 -39 = 0.
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7.12. Példa. Ha fel szeretnénk irni azt a masodfoku egyenletet, amelynek gyokei az

2 4
T, = —3 és r9 = R szamok, akkor legegyszeriibb, ha kiszamitjuk a gyokok Osszegét és

szorzatat, ezek

4 8
2

, 2
xl—l—xgz—g—l—g:i:— és :51-:)32:—5- =15

majd behelyettesitjiik a kapott eredményeket az 12 — (z; + x9)x + 11 - 15 = 0 egyenletbe.

Ekkor az
9 2 8

masodfoku egyenletet kapjuk, amelyet 15-tel valé beszorzas utan irhatunk fel a legegy-
szeriibb alakban, ez pedig
1527 — 22 — 8 = 0.

7.13. Példa. frjuk fel azt a masodfokd egyenletet, amelynek gydkei 1 = —6 + 21/2 és
Ty = —6 — 2v/2. Mivel most a gyokok Osszege x1 + 29 = —6 + 22 — 6 — 2¢/2 = —12,
szorzatuk pedig o1 - 29 = (—6 + 2v/2)(—6 — 2v/2) = 36 — 8 = 28, igy a keresett egyenlet

2% 4+ 122 + 28 = 0.

7.14. Példa. frjuk most fel azt a masodfoku egyenletet, amelynek egyik gyoke az x; =
1 — 5¢ komplex szam. Mivel tudjuk, hogy a valds egyiitthatés masodfoki egyenlet gyokei
konjugalt komplex parok formajaban jelentkeznek, ezért a masik gyok csak zo = 1+ 5¢
lehet. Ekkor z1 + x5 = 2, 1 - 19 = 1 + 25 = 26, a keresett masodfoki egyenlet pedig

2 — 22+ 26 =0.

A Viéte képletek segitségével megoldhaté minden olyan feladat is, amelyben a méasodfoku
egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozotti valamilyen Osszefliggés adott.

7.15. Példa. Hatdrozzuk meg az kz* + (k + 2)xr + 3 = 0 mdsodfoku egyenletben a k
valos paraméter értékét tgy, hogy az egyenlet gyokei ellentett szamok legyenek. Ha x; és

xo az egyenlet gyokei, akkor x9 = —x; kell, hogy teljesiiljon. Mivel az egyik Viéte képlet
k

. + , , ., k42
alapjan x; + o = T ezért az xo = —x; feltétel alapjan = 0, ahonnan

k = —2. Valéban, ha k = —2, akkor az egyenlet a —2x2 + 3 = 0 alakot veszi fel, ahonnan
3 3 3
z? = 27 a gyokok pedig az x; = \/; és xg = —\/; ellentett szamok.

7.16. Példa. Hatarozzuk meg az ma? — 3mx + 2 = 0 egyenletben az m valds paraméter

értékét nigy, hogy a gyokok négyzeteinek Osszege 5 legyen, azaz x7 + 13 = 5 teljesiiljon. A
—3m 2

Viéte képletekbdl tudjuk, hogy m # 0 esetén x1 + 19 = ———— =3 és xy - 19 = —. Mivel

m m

4
24wl = (1) 19)? — 20wy =9 — —, ezért 9— — =5, illetve m=1
m m

kell, hogy teljesiiljon. A keresett masodfoki egyenlet tehdt 22 — 3z + 2 = 0 alakt, gyokei
az 11 = 1 és x5 = 2 szdmok, amelyek négyzetosszege valoban 5, hiszen 12+2%2 = 1+4 = 5.
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A Viéte képletek felhasznalasédval lehet6ségiink nyilik arra, hogy a masodfoki egyenlet
megoldédsa nélkiil kiszamitsuk egy gyokokkel kapcsolatos kifejezés értékét.

7.17. Példa. Legyenek x, és 2, az 22 —72+10 = 0 masodfoku egyenlet gyokei. Szamoljuk

ki a gyokok kiszamoldsa nélkiil a 322 + Txyxs + 33 kifejezés értékét. Mivel most a Viéte
, . -7 , 0 ,
képletek alapjan xy + xo = BE =T7ésx1 a0 = T = 10, ezért

307+ Ta1x0 4325 = 3 [(21 4 22)° — 2312 + Ta120 = 3(21 +22)° + 2120 = 3-7°+10 = 157.

7.1.4. A masodfoku trinom tényezokre bontasa

7.4. Tétel. Legyenek a, b és ¢ tetszdleges valds szamok és a # 0. Ha xy és xo az
ax? + bz + ¢ = 0 mdsodfoki egyenlet megolddsai akkor érvényes, hogy

ar’ +bx+c=a(r—x1) (r — 1)

Bizonyitds. Bizonyitsuk az allitast a Viéte képletek segitségével.

b
ar’ +br+c = a<x2+—x+2)

(2 = (21 + z2)z + 71 - 22)
(

a
a IL’2 — X1 — Lok + 1’11’2)
a(z(rx —x) — x2(x — 7))
a(

x—x) (T — x2) .

7.18. Példa. Ily médon a 1222 — 5z — 3 mésodfoki trinom konnyen tényezokre bonthaté.
1

Az 1222 — 52 — 3 = 0 méasodfoki egyenlet gyckei most 1 = —= és x5 = —, ezért
1 3 1 3
2 — — = — —_ — e . — —_ — e —
122 —5x —3 =12 (x—i— 3) (x 4) 3-4 (x—l— 3) (x 4) (3x + 1)(4z — 3).
2:(: _5x+3 . . . s BT SNSRI 7 z Z
7.19. Példa. A Y p— tortkifejezés egyszerusitésénél is jol alkalmazhaté a masodfoku
dx? — 4o —

3
trinomok tényezokre bontasa. A szamlélé gyokei x; = 3 és x9 = 1, a nevez6 gyokei pedig

3
x3:§ és x4:—§. Ekkor
20> = 5x+3 2(@x—-3)(z-1) x-1 hol 7£3 s o2 1
= = ahol z# - és x# —=.
4?2 — 4o — 3 4(x—%)(x+%) 2 1’ 2 2
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7.1.5. A masodfoku egyenlet valés gyokeinek elGjele

A Viéte képletek az eddig bemutatott alkalmazasok mellett felhasznalhatok még a masodfoki
egyenlet gyokeinek el6jelvizsgdlataban is.

7.5. Tétel. Legyenek x1 és 1o a valds egyiitthatds ax® +bx + x = 0 (a # 0) mdsodfoki
egyenlet gyokei. Az x1 és xo gyokok pozitiv valds szdamok akkor és csak akkor, ha

b c
bV —4dac>0 és —<0 és —>0.
a a
Bizonyitds. (=) Legyenek x; és x5 az ax®+bx+x = 0 (a # 0) mdsodfoku egyenlet pozitiv
gyokei. A gyokok most valdsak, ezért a diszkrimindns nemnegativ, tehat b* — dac > 0
teljestil. Mivel mindkét gyok pozitiv, ezért az Osszegiik és szorzatuk is pozitiv, tehat

, , c
T+ x9=——>0,ezért — <0,ésx-19=—>0.
a a a

b
(<=) Forditva, ha b* — dac > 0 teljesiil, akkor az z; és xy gyokok valés szamok. A — < 0
a

és £ > 0 feltételek a Viéte képletek alapjan azt jelentik, hogy x14+22 > 0 és x1-x9 > 0. Ha

a
két valds szam szorzata pozitiv, akkor a szamok azonos eldjelliek, ha Osszegiik is pozitiv,
akkor pedig mindketto pozitiv kell legyen. ¢

Hasonlé moédon igazolhaté a kovetkezd tétel is.

7.6. Tétel. Legyenek x1 és 1o a valds egyiitthatds ax® + bx + x = 0 (a # 0) mdsodfoki
eqyenlet gyokei. Az x1 és xo gyokok negativ valos szamok akkor és csak akkor, ha

b c
bV’ —4ac>0 és —>0 és — <O.
a a
A harmadik eset, amikor a gyckok valds és kiilonbozo eléjeltt szamok, nem olyan egyér-
telmi, mint az eloz6 kettd. Az a feltétel egyértelmii, hogy a diszkrimindns nemnegativ
szam kell legyen, hiszen valés gyokokrol van sz most is, az is egyértelmii, hogy a gyokok

c

szorzata negativ, hiszen kiilonbozo el6jeliiek (— < 0), viszont az oOsszegiik eldjele attol
a

fligg, hogy melyiknek nagyobb az abszolit értéke és ezt nem tudjuk eldonteni a gyokok

ismerete nélkiil. .
Egyértelmii viszont az az eset, amikor — = 0. Ekkor ugyanis ¢ = 0, az egyenlet az®+bx = 0
a

b
hianyos alaktd masodfoku egyenlet, megoldasai pedig x; = 0 és 1o = ——.
a

7.20. Példa. A 2322 — 302 — 8 = 0 maésodfoki egyenlet gyokeirdl akkor is el tudjuk

8
donteni, hogy milyen eldjeliiek, ha nem szamoljuk ki 6ket. Mivel x; - 29 = c-_ > <0,

a 23
b -30
ezért a gyokok kiillonbozo eldjeltiek, 1 + v = —— = ——— > 0 miatt pedig megallapit-

a
hatjuk, hogy a pozitiv gyok abszolut értéke nagyobb a negativ gyok abszolit értékénél.

7.21. Példa. Hatarozzuk meg a k valds paraméter értékét ugy, hogy a 4% 4-22+1—k = 0
masodfoki egyenlet gyokei negativ szamok legyenek. Ekkor - % > 0 kell, hogy

a
teljesiiljon, és ebbdl k < 1. Mivel * — dac = 4 — 4 - 4(1 — k) > 0 is igaz kell legyen,
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ebbdl azt kapjuk, hogy 1 —4+4k > 0, illetve k& > Z Ellenérizziik a harmadik feltételt is.

b 3
T1+ To = =71 < 0 minen k£ esetén teljesiil, tehat a megoldés a {1, 1) balrol zart,

jobbrol nyitott intervallum.

7.22. Példa. Hatarozzuk meg az m valds paraméter értékét ugy, hogy az
(m—3)2* —2(m — 1)z +m+5=0

masodfoku egyenlet megoldasai kiilonbozo elGjeliiek legyenek. Ekkor az < < 0, illetve

a
WH_; < 0 és b* —dac > 0, azaz 4(m — 1) —4(m — 3)(m + 5) > 0 feltételeknek kell

5
m 5 hanyados eldjelét vizsgaljuk meg tablazattal.

m —

teljestilnitik. Az

(=00, =5) | (=5,3) | (3,00) A tablazatbél kiolvashatjuk, hogy
m+5 - + + m—Jﬁ%<O,ha—5<m<3.
m—3 — — + m—3
m¥5 Az egyenlétlenség megoldashalmaza
m—3 + - + most egy intervallum, M; = (=5, 3).

V' —dac>0 <= 4(m—1)—4(m—3)(m+5)>0
= (m—-12—=(m-3)(m+5)>0
— m’—2m+1-m*-2m+15>0
— —4m+16>0
— m <4

Ennek az egyenlétlenségnek a megoldashalmaza is intervallum, My = (—o00,4). A fela-
dat megoldésdt az M = M; N My, = (—5,3) intervallum adja, tehat a —5 < m < 3
paraméterértékek a megfeleloek.

7.1.6. Masodfoku egyenletre visszavezethet6 egyismeretlenes egyenletek

A magasabbfokt vagy az irraciondlis egyenletek koziil néhany, megfelel6 helyettesitéssel
visszavezetheté masodfoku egyenletre. Ilyenek példaul a kovetkezok is.

7.23. Példa. Oldjuk meg az (z — 1)(z — 2)(x — 3)(x — 4) = 15 negyedfoku egyenletet.
Szorozzuk be az elso tényezot a negyedikkel, majd a masodik tényezot a harmadikkal.
Ekkor az (22 —5x+4)(2? —5x+6) = 15 egyenletet kapjuk. Vezessiik be az 2% — bz +4 =t
helyettesitést. Ekkor az el6z6 egyenlet felithaté t(t + 2) = 15, illetve > + 2t — 15 = 0
alakban. Most egy t-ismeretlenii masodfoki egyenletet kaptunk, amelynek megoldasai
t; = 3 és ty = —5. Visszatérve az eredeti x ismeretlenre és behelyettesitve a kapott ¢
értékeket, az 22 — bx + 4 = 3 és az 2% — Sx + 4 = —5 masodfokt egyenleteket kapjuk. Az

5421, 54421

€S T

els6 egyenlet megoldasai xy = 5 5

, a masodik egyenlet megoldésai
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5—iv11 | 5+40v11

pedig x3 = 5 és x4 = 5 . Igy az eredeti egyenlet megoldashalmaza
. {5—\/21 5421 5—iVIl 5—|—z'\/11}
B 2 72 2 72 '

A magasabbfokt egyenletek egy jellegzetes tipusat alkotjak az
a- 2" +b-2"+¢c=0, neN, n>2

alakt trinom egyenletek, amelyek " = t helyettesitéssel masodfoki egyenletre vezethetck
vissza. Ezek kozil a legegyszeriibb a negyedfoki egyenlet.

7.5. Definicié. Legyenek a,b,c € R és a # 0. Ekkor az ax* + bx* + ¢ = 0 negyedfokii
egyenletet bikvadratikus egyenletnek nevezzik.

A bikvadratikus egyenlet 22 = t helyettesitéssel mindig masodfoki egyenletre vezethetd.

7.24. Példa. Az z* — 322 — 4 = 0 bikvadratikus egyenlet 22 = t helyettesités utdn a
t? — 3t —4 = 0 masodfokii egyenletre vezetédik vissza. Ennek gyokeit; = —1ést, = 4. Az
2% = —1 egyenletbd]l megkapjuk az x1 = i és x5 = —i megolddsokat, az 22 = 4 egyenletbél
pedig x3 = 2 és x4 = —2. Az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = {—2,2, —i,i}.

7.25. Példa. Oldjuk meg az el6z6 példahoz hasonléan az 2° — 92° + 8 = 0 egyenletet.
Vezessiik be az 2% = t helyettesitést. Ezzel az egyenletet a t> — 9t + 8 = 0 mésodfoku
egyenletre vezettiik vissza, amelynek megolddsai t; = 1 és to = 8. Az 23 = 1 egyenletbél
23 — 1 = 0 harmadfoku egyenlet adédik, ahonnan felbontés utan (x — 1)(z* + 2 + 1) = 0,
illetve 2 — 1 = 0 vagy 22 + 2 + 1 = 0 addédik. Az elsé egyenlet megolddsa z; = 1, a

—1+iV3 —1—iV/3
9

masodfoki megoldédsai pedig x5 = és r3 = . Az 23 = 8 egyenletbdl

23 —8 =0, illetve (z — 2)(2? + 2z +4) = 0 addédik, ahonnan a megoldasok x — 2 = 0 vagy
224+ 2x +4 = 0 miatt: x4 = 2, 25 = —1 + iV3és 1g = —1 —i/3. A megoldashalmaz
tehat hat elembdl all és

1—iV3 —1+iV3
M:{l,Q,—1+i\/§,—1—z’\/§, e “\[}.

2 2

A kovetkez6 fontos egyenletek, melyek szintén visszavezethetk masodfoku egyenletre, az
ugynevezett szimmetrikus (vagy reciprok) és asszimmetrikus egyenletek.

7.6. Definicio. Legyen n € N ésn > 2. Ekkor az olyan valds egyiitthatds
"™ 4 apy 12" N a0 4t ay 0t 4 a1+ a, =0

alaki egyenleteket, melyekben x"% és a* (k = 0,1,2,...n) egyiitthatéi eqyenléek, szim-
metrikus egyenleteknek nevezziik.

7.7. Definicié. Legyen n € N ésn > 2. Ekkor az olyan valos egyiitthatos
At + ap 12" a0t — ap0t® — Ayt —ay =0

alaki egyenleteket, melyekben 2"~ % és a% (k = 0,1,2,...n) egyiitthatdi ellentett szdmok,
asszimmetrikus egyenleteknek nevezzik.
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Ezek az egyenletek a reciprok megnevezést abbol a ténybdl kifolydlag kaptak, hogy minden
megoldés reciproka is megoldasa az egyenletnek.

1

A szimmetrikus egyenleteket az x + — = t helyettesitéssel oldhatjuk meg. Vegytik észre,
x

hogy ekkor:

1\’ 1
<x+ —) =¢?, ahonnan z%4+2+ — = t? és 2P+ = =172,
x x x

1)’ 3.1 1
<:17—|——) =t°, ahonnan 2’ +3zr+ -+ o =1 & 2P+ 5 =13t
x € €T €T

7.1. Megjegyzés. Fontos beldtni, hogy a paratlan kitevoji szimmetrikus egyenletek eqyik
megoldasa mindig v = —1, mig a pdratlan kitevoji asszimmetrikus egyenletek eqyik
megoldasa mindig x; = 1.

7.26. Példa. Oldjuk meg a 4x* + 323 — 1422 + 32+ 4 = 0 negyedfoki egyenletet. Vegyiik
észre, hogy ez egy paros kitevoji szimmetrikus egyenlet. A kozépso tagnak nincs pérja és
itt 2 a masodikon van. Osszuk el az egyenletet x-tel. Ekkor

3 4 1 1
402 43z — 14+ =+ = =0, illetve 4(2®+—= ) +3(ax+=-)—-14=0
T x? 2 T

egyenlet adédik. A fenti helyettesitést bevezetve kapjuk, hogy
4 —2)+3t—14=0, vagyis 4t>+3t—22=0.

11 1 11
A kapott masodfoku egyenlet gyokei t; = 1 ésty =2 Azox+ — = 7 visszahe-

x
lyettesitésbdl kapjuk a 42? + 11z + 4 = 0 masodfok egyenletet, amelynek megoldésai

—11 4+ /57 —11+ /57
+ és 1y = %, az v + — = 2 visszahelyettesitésbol pedig az
x

2% — 22 + 1 = 0 mésodfoki egyenlet kovetkezik, amelynek megolddsai x5 = x4 = 1. Az
eredeti egyenlet megoldashalmaza

M:{lj—u;\/ﬁ’—n;\/ﬁ}-

ry =

11 — /57 —114++/57

Arrél is konnyen meggyo6zodhetiink, hogy _T reciprok értéke . Valéban,

8 B 8 —11++57 _ 8(=11++/57)  —11++/57
—11—-+V67  —11—-+67 —11+ 57 121 - 57 8

7.27. Példa. A 42° + x* — 523 — 52% + 2 + 4 = 0 egyenlet paratlan kitevéjii (6todfoki)
szimmetrikus egyenlet, ezért belathatd, hogy egy megoldasa x1 = 1. A Horner elrendezést
felhasznalva kapjuk, hogy
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azaz 4x° + 2t — 5x® —Hx* + o +4 = (v — 1) (4o — 323 — 222 — 32 + 4) alapjén a
(x—1)(42* —=32° — 222 =32 4+4) =0
egyenletet, amelybdl két egyenlet adddik
r—1=0 vagy 4z*—32°—22* -3z +4=0.

Az els6 egyenlet megolddsa x; = 1, a masodik pedig (negyedfoki) paros kitevojl szim-
metrikus egyenlet, ezért osszuk el mindkét oldalat x2-tel. Ekkor

3 4 1 1
4:B2—3x—2——+—2:0, illetve 4(x2+—2)—3(x+—)—220
r x x

1
egyenlet kovetkezik, ahonnan az x + — =t helyettesitéssel a
x
42 —2) =3t —2=0, illetve 4t*> -3t—10=0

5
masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai t; = 2 ésty = v Visszahelyettesités

utan
1 ) 1 5
TH+H—=2 é x4+ -—=—-
T T 4

egyenleteket kapjuk, amelyek megfeleld beszorzéssal az 22 —2x+1 = 0 és 422 +5x+4 =0
-5+ 1v39

masodfoku egyenleteket adjak, amelynek megoldasai o = x3 = 1, illetve x4 = g

—5+iv/39

és x5 = —s Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat

M- {1’ _5_82\/@7_5+Z\/@}-

8
FELADATOK
1. Oldjuk ! + ! + ! + ! 0 letet
. meg a = 0 egyenletet.
H & Zx+1 r+2 -1 x-2 &Y
Megoldas. Végezziik el az egyenleten a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:
NS SIS SRS SRR SRR SRR 1
r+1 242 2-1 -2 r+1 -1 2—z 24z
r—1+z+1 2+4+x—-2+u - 2r 2z PN
22—1 4—a? 22 —1  4—2a?

> 22(4 —2%) = 22(2* — 1) <= 2 (5—22%) =0 <

<—2xr =0 vagy 5—2I2:0 < xl—O To = \/7 T3 = \/7

Az egyenlet © # +1 és x # £2 esetén értelmezett, igy a megoldashalmaza
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. Hatarozzuk meg az

34 204+1 1-2x
1—422 1—-2z 2x+1

egyenlet megoldésait.

1 1
Megoldas. Az egyenlet nem értelmezett, ha x = 5 vagy T =—3, ezért ezeket az
értékeket kizarjuk az értelmezési tartomanyabdl. Szorozzuk be az egyenlet mindkét
oldalat az (1 — 2x)(1 + 2x) szorzattal. Ekkor a
34 — (224 1)* = (1 — 22)?

ekvivalens egyenletet kapjuk, amelybél rendezés utdn a 8z% = 32, illetve 22 = 4
egyenlet kovetkezik, ahonnan z; = 2 és 9 = —2. Mivel ezeket az értékeket nem
zartuk ki az értelmezési tartomanybol, ezért a megoldashalmaz M = {—2,2}.

. Szédmoljuk ki az % — (3 — 2v/2)z 4+ 4 — 3v/2 = 0 masodfokii egyenlet megoldsait.

Megoldas. Alkalmazzuk a megolddképletet. Ekkor
3-2v2+ \/(3—2\/5)2 — 4(4 - 3V/2)

L1 = 9
3—2v24+1/9—12/24+8—16 + 122
Ly =
2
3—2v2+1
T1/2 L ahonnan 2, =2 —V2 és a9 =1—2.

2 )
Az egyenlet megoldashalmaza M = {1 — /2,2 — /2}.

. Oldjuk meg az 2* + 2z — 3|z + 1| + 3 = 0 méasodfokii egyenletet.

Megoldas. Az abszolit érték miatt két esetet kell felirni.

1° Ha x > —1, akkor = + 1 > 0, az egyenlet pedig 22 +2r —3(z + 1) +3 = 0
alaki lesz. Elvégezve a miiveleteket adddik 22 + 22 — 3z — 3+ 3 = 0, majd rendezés
utdn az 22 — x = 0 egyenlet. A bal oldal felbontdsdval kapjuk, hogy x(z — 1) = 0,
ahonnan a megoldasok x; = 0 és x5 = 1. Mivel a kapott megodasok benne vannak
a szemlélt tartomanyban, ezért a megoldashalmaz M; = {0, 1}.

2° Ha x < —1, akkor z+1 < 0, az egyenlet pedig az 2° +2x+3(z+1)+3 = 0 alakot
veszi fel. Elvégezve a mfiiveleteket adddik x2 + 2z + 3z + 3 + 3 = 0, majd rendezés
utédn az 22 +5x +6 = 0 egyenlet. A kapott masodfoki egyenlet megoldésai x5 = —2
és x4 = —3. Mivel a kapott megodéasok benne vannak a szemlélt tartomanyban,
ezért a megolddshalmaz My = {—3, —2}.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza a két megoldashalmaz unidja, azaz

M =M, UM, = {-3,-2,0,1}.

. Hatdrozzuk meg a k valés paraméter értékét gy, hogy a (k +2)2* +52+2—k =0

masodfoku egyenlet megoldasai valésak legyenek.

Megoldas. A masodfoku egyenlet megoldasai akkor valdsak, ha az egyenlet disz-
kriminansa nemnegativ, azaz D > 0. Mivel

D=25—-4(k+2)(2—k) =25 —4(4 — k*) =25 — 16 + 4k* = 9 + 4k*

és 9 + 4k? minden valds k esetén pozitiv értéket vesz fel, igy D > 0 és az adott
masodfoku egyenlet gyokei mindig valds szamok.
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6. Hatdrozzuk meg a k valés paraméter értékét tgy, hogy a (2k+1)2? +3kx+k—1 =0
masodfoku egyenletnek csak egy valds megoldéasa legyen.
Megoldas. A masodfoku egyenletnek akkor van egy valds megolddasa, ha az egyenlet
diszkriminansa nulla, azaz D = 0. Mivel
D =9k* —4(2k+1)(k—1) = 9k* —4(2k* —k —1) = Ok* —8k* + 4k +4 = k* + 4k + 4,
ezért

D=0 <= Kk 44k+4=0 <+—= (k+2*’=0 <= k=-2

Valéabn, ha k = —2, akkor az adott egyenlet —32? — 62 — 3 = 0, —3-mal val6
beszorzds utdn x? + 2z + 1 = 0, illetve (z + 1)?2 = 0 alaki, igy az egyenletnek
valoban csak egy megoldasa van, hiszen x; = o = —1. Ilyen esetben mondjuk azt,
hogy kettds gyoke van az egyenletnek, a megoldashalmaz most M = {—1}.

7. Hatdrozzuk meg a k valés paraméter értékét tigy, hogy a (k+3)z* + 72 —k+3 =0
masodfoki egyenletnek konjugalt komplex megoldasai legyenek.
Megoldas. A masodfoki egyenletnek akkor vannak konjugalt komplex megoldasai,
ha az egyenlet diszkrimindnsa negativ, vagyis D < 0. Mivel

D =49 —4(k+3)(3— k) =49 — 4(9 — k*) = 49 — 36 + 4k* = 13 + 4K?,

igy D < 0 akkor és csakis akkor, ha 4k + 13 < 0. Mivel 4k? + 13 egyetlen egy
valds értékre sem ad negativ értéket, ezért az adott mésodfoku egyenletnek egyetlen
k valos paraméterértékre sem lesznek konjugélt komplex gyokei.

8. frjuk fel azt a masodfoku egyenletet, amelynek gyokei az

1 , 1
T =——"-—= €5 Z9g=—""+
"0+ 6v2 T 10— 6v2

Megoldas. Az adott gyokoket az 2% — (11 + z2)x + 2115 = 0 egyenletbe kell
behelyettesiteni. Mivel

szamok.

1 1 10—6vV2+104+6v2 20 5
ZL’l—l—[L’g: + = —_ — = =
10+6vV2  10—6v2 100 — 72 28 7

) 1 1 1 1

es I -, —

2T 10+6v2 10—6v2 100—72 28
igy a keresett masodfoku egyenlet az
5 1
z? — ?x + 8= 0, illetve a 282%—20z+1=0.

Végezziik el az ellenorzést.

20+ /400 — 112 20£12v2  5+3V2

fz = 56 56 14
U 5+3v2 5F3v2 . 25-18 7
V2 4 5F3v2 14(6GF3V2) 146 F3v2)
1 1 ) 1
T2 ahonnan x; =

S —— _— es Ty9g = ————=.
10 T 6v2 10 — 6v/2 T 10+ 6v2
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9.

10.

11.

Legyen p tetszéleges valos szam. A 222 —3pr —2 = 0 masodfoki egyenlet megoldésa
nélkiil hatdrozzuk meg az x? + x3 kifejezés értékét, ahol xy és x5 az adott masodfoki
egyenlet gyokei.

-3 3 —2
Megoldas. Alkalmazzuk az x, + xo = _Tp = 7]9 és 11 - 19 = 5 = —1 Viéte

képleteket a megoldasban, ezért irjuk fel az x‘z’ + x% kifejezést x1 + x9 és x1 - a9
segitségével.

—

ad = (v 20)(2? — 120 + 73)
= ([L’l + 1'2) (([L’l + 1'2)2 — 31’11'2)

322 + 223 — 2t
tortkifejezést.
423 4+ 1022 — 62 ruRiieges

Megoldas. Elészor emeljiink ki —z2-et a szdmlaléban és 2z-et a nevezdben, majd
bontsuk linearis tényezokre az igy kapott masodfoku trinomokat.

Egyszertsitsiik a

302 420% — 2t 2?2 +22-3)  —z(x-1)(x+3) —z(z—1)

423 + 1022 — 62 22(222 +5r—3) 22z —1)(x+3) 2(2x—1)’

1
ahol © # 0, © # —3, és = # —3 Mivel az 2% + 22 — 3 = 0 mésodfoki egyenlet
gyokei 1 = 1 és w9 = —3, ezért a szamlaléban levé masodfoku trinom felbontédsa
22+ 22 —3 = (z — 1)(xz + 3). Mivel a 222 + 5z — 3 = 0 mdsodfokii egyenlet

gyokel z; = 3 és 9 = —3, ezért a nevezében levé masodfoku trinom felbontésa

2x2+5x—3:2(x—%) (x —3) = (20 — 1)(x — 3).

202+ —3 '4:)32+8x—|—3
202 —3x+1 222 —-3x—2

Egyszertsitsiik a tortkifejezést.

Megoldas. A 222+ x — 3 = 0 masodfoki egyenlet gyokei 2, = 1 és x5 = —g, ezért
a masodfoki trinom felbontésa 22° +z —3 = 2(z — 1) <:B + ;) =(x—1)(2z+3). A
222 — 3z + 1 = 0 méasodfokt egyenlet gyokei most 1 = 1 és x5 = 3 ezért az adott
mésodfoki trinom felbontdsa 22 +x +1 = 2(z — 1) <x — %) =(x—-1)2zx-1). A
42% + 8z + 3 = 0 masodfoku egyenlet gyokei x; = —3 és 19 = —;, igy a masodfoku

1
trinom felbontésa 4% + 8z + 3 = 4 (:c + 5) <x + g) = (2z+1)(2x + 3). Végil a
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12.

13.

1
222 — 3z — 2 = 0 masodfoku egyenlet gyokei 1 = 2 és xy = —3 ezért a masodfoku

1
trinom felbontdsa 22° — 3 — 2 = 2(x — 2) (x + 5) = (z —2)(2z +1). Ekkor

20+ -3 4x*+8r+3  22P+x-3 22°-3zx-2

202 —3x+1 222 —3r—2 202 —3x+1 422 +8x+3
C(r-1)2z+3) (z—-2)2rx+1) 20+3 -2 12
T -1 —1) Qr+1)Q2c+3) 22—-1 20+43 221

1 3
aholx%l,x#?,x;«éi—§ésx7€i§.

A p valés paraméter mely értékeire lesznek az 2% +2(p+ 1)z +9p—5 = 0 masodfokt
egyenlet gyokei negativ szamok?

Megoldds. Legyenek x; és x9 az 2° + 2(p + 1)z + 9p — 5 = 0 masodfoki egyenlet
gyokei, D pedig az adott egyenlet diszkrimindnsa. Ha x; < 0 és x5 < 0, akkor
D >0, x4+ x9<0és xy-29>0. A Viéte képletek alapjan

5
r1+ae==-2(p+1)<0 és x;-220=9p—-5>0, azaz p>—1 és p>§.

5
A két egyenlotlenség egyidoben teljestil, ha p > 9’ azaz a megoldashalmaz egy

intervallum, M; = (5, oo) Nézziik most a diszkriminansra vonatkozo feltételt.

D>0 < 4(p+1)>—4(9p—5)>0
PP+ +1-9p+5>0
pPP—Tp+6>0
(p—1)(p—16)=>0,

117

) A tablazatbdl kiolvashatjuk, hogy

D > hap<1vagyp>6. Az
egyenlotlenség megoldashalmaza
most is egy intervallum, pon-
tosabban My = (—o0, 1] U [6, 00).

p—1 — +
p—6 - -
(p—1)(p—6) + -

+ 4|+ g

A feltételek mindegyikét a p paraméter az M megoldashalmazon teljesiti, ahol

M= My M, = (goo) A ((—o00, 1] U [6, 00)) = (gl} U [6, 00).

Az n valés paraméter mely értékeire lesznek az (n—2)x? —2nz+n—3 = 0 masodfokt
egyenlet gyokei pozitiv szamok?

Megoldas. Legyenek x; és o az (n — 2)x? — 2nx + n — 3 = 0 masodfoki egyenlet
gyokei, D pedig az adott egyenlet diszkrimindnsa. Ha x; > 0 és x5 > 0, akkor
D >0, 2 4+x9>0¢6s x;-29>0. A Viéte képletek alapjan

2n n—3

x1+x2:—2>0 és Ty -T9 =

> 0.
n— n—2

A kapott egyenlotlenségek megoldasait a kovetkezd tablazatokbdl olvashatjuk Kki:
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(_0070) (0’2) (2700) (_0072) (273) (37 OO)
n - + + n—2 — + +
n—2 - - + n—3 — — +
T n—2
w2 + + — + — +
Az elsé egyenlbtlenség teljesiil, ha n € (—o0,0) U (2,00), a megolddshalmaza tehat
M; = (—00,0) U (2,00), a méasodik egyenlétlenség pedig akkor teljesiil, ha n €
(—00,2) U (3,00), a megolddshalmaza tehat My = (—o00,2) U (3, 00). Nézziikk most
a diszkriminansra vonatkozo feltételt.
D>0 < 4n*—4(n—2)(n—3)>0
— nP—n’+5m—-6>0
<~ m—-6>0
6
<~ > =
nZ g,
. 6 ) 6
vagyis n € =3 oo |, a megoldashalmaz Mz = = o |.
A harom egyenlétlenség egyidében teljesiil az
6
M =M, NMyN M= ((—00,0)U(2,00)) N ((—00,2) U(3,00)) N [5’ oo) = (3,00)
megoldashalmazon, azaz a gyokok pozitiv szamok, ha n > 3.
2422+ 7
14. Oldjuk meg az % = 2% + 22 + 4 egyenletet.
t+4
Megoldds. Vezessiik be az 2+ 2x+3 = t jelolést. Ekkor A t+1, ahonnan ¢+
4 = t? +t, illetve rendezés utdn a t*> = 4 masodfoki egyenletet kovetkezik, amelynek
megolddsai t; = 2 és t, = —2. Visszahelyettesités utdn kapjuk az 22 + 2z + 3 = 2
és 22 + 22 4+ 3 = —2, illetve rendezés utan az
P H2r+1=0 é 2°+2x+5=0,
masodfoku egyenleteket, amelyek megoldasai x1 = 29 = 1, x3 = —1 + 24, valamint
x4y = —1 — 2i. Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat
M ={1,-1+2i,—1 — 2i}.
15. Oldjuk meg a 3z* — z? — 2 = 0 egyenletet.

Megoldas. Bikvadratikus egyenletrdl van sz6, vezessiik tehat be az 22 = t helyet-

tesitést. Ekkor a 3t —t —2 = 0 masodfokti egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai
2
= 1és a? = —=

3

2
ty = 1 és ty = —3 Visszahelyettesités utdn adédnak az 22

2
masodfoku egyenletek, amelyek megoldasai x1 =1, x5 = —1, 23 = —i\/; , valamint

2 .
Ty = Z\/; . Igy az eredeti egyenlet megoldashalmaza

M = —1,1,—1’\/?,@’\/? .
3"\ 3
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16.

17.

Hatdrozzuk meg a 2% — 112 — 40 = 0 egyenlet valds gyokeit.

Megoldéas. Olyan hatodfokii egyenletiink van, amely 2® = t helyettesitéssel a

2t — 11t — 40 = 0 mdsodfoki egyenletre vezethetd vissza. A kapott t ismeretlenti
o , . -
egyenlet gyokei t; = 8 és ty = 5 Visszahelyettesités utan az z° = 8 és 2° = 5

5
egyenletek adédnak, amelyek felirhaték 2° — 8 =0 és 2° + = = 0, illetve

2
(z—3)(z®+ 20 +4) =0 és <x+ i/é) <:)§2—:)3</§+ ﬁ) =0

alakban. Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez6je nulla, ezért az

55
T =268 Ty = —4 5 megoldésok rogton leolvashatok. Az 22 + 22 + 4 = 0 egyenlet

diszkriminansa negativ, tehat nincs valés megoldésa és ugyanez a helyzet a masodik

5[5 5/25
egyenlethez tartozé 2% — xi/; + 4 i 0 egyenlettel is, igy a valés megolddsok

halmaza
5
M=3—y/=,2%.
{ 2’ }

Oldjuk meg a 22° — 52% — 52 + 2 = 0 harmadfokii egyenletet.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy ez egy paratlan kitevéjl szimmetrikus egyenlet, igy
tudjuk, hogy egyik gyoke x; = —1. Mivel egy aranylag alacsony foku egyenletrol
van sz6, ezért probaljunk meg csoportositassal és kiemeléssel eljutni az egyenlet bal
oldalan az x + 1 tényez6ig. A kovetkezd ekvivalens atalakitdsokat végezhetjiik el:
2% — 57 —br+2=0 <= 2@*+1)—5x(x+1)=0
— 2@+ 1)(@*—a+1)=bz(x+1)=0
— (z+1)(22° - Tr+2)=0.

Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezoje nulla, azaz
t4+1=0 vagy 222—T7x+2=0,

ahonnan megkapjuk, hogy a megoldasok

_7T+V33 733

T =—1, @ 1 T3 = 4 )

az egyenlet megoldashalmaza pedig

M:{_L?—x/ﬁ’?jtx/ﬁ}‘

4 4
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18. Oldjuk meg a 4z* + 122° — 472 + 122 + 4 = 0 negyedfoki egyenletet.
Megoldas. Vegylik észre, hogy egy paros kitevjli szimmetrikus egyenletet kell
megoldanunk. Osszuk el a kozépsé tagban szerepld z2-tel az egyenletet. Ekkor a
12 4 1 1
4x2+12:v—47+——|-—2 =0, illetve 4(x2+—2) + 12 <z+—) —47=0
r x x
. ool I T
egyenletet kapjuk, amelybdl x + — = t helyettesitéssel adodik 2” + — = 7 — 2,
x x
valamint a 4(t2 — 2) + 12t — 47 = 0, vagyis a 41> + 12t — 55 = 0 mésodfoki egyenlet,
amelynek megoldésai t; = — és ty, = 5 Visszahelyettesités utan kapjuk az
T+ == 3 bsx+ — = ey egyenleteket, illetve rendezés utdn a 222 — 52 +2 = 0
x x
1
és 222 + 11z + 2 = 0 masodfokt egyenleteket, amelyek megoldédsai x; = 2, x5 = 37
—11 4+ /105 ) —11 — /105 , .
T3 = — Y valamint z, = — 1 a megoldashalmaz pedig
M=o 1 =11+ 105 —11 —+/105
72 4 ’ 4 ‘
19. Oldjuk meg a 22° + 5z? — 132 — 132 4+ 5z + 2 = 0 egyenletet.

Megoldas. Az egyenlet 6todfoki (paratlan kitevéjil) és szimmetrikus, igy az egyik

megoldasa 7 = —1. ezt felhasznalva a Horner elrendezés segitségével megkapjuk a

bal oldal felbontasat.

—1|2|5|-13|-13[5]2] 247 + 52" — 132° — 132> 4+ 52 + 2 =
23| -16] 3 [2]0] = (x4 1)(22* + 32® — 162” + 3z + 2).

A felbontas alapjan kapjuk az
(x+1)(22" +32° — 162> + 32 +2) =0
egyenletet, ahonnan
r4+1=0 vagy 2z2'+432%—162>+3z+2=0.

Az els6 egyenlet megoldasa a jol ismert 1 = —1 megoldas, a masik egyenletet pedig
osszuk el z2-tel. Ekkor a

3 2 1 1
2% + 32 =16+~ + — =0, illetve 2 <x2+—2) +3<x+—) —16=0
r x x
1
egyenlethez jutunk, amelyb6l 2+ — = t helyettesités utdn a 2>+ 3t —20 = 0 egyenlet
x

5
adodik. A kapott t ismeretlenti masodfoku egyenlet megoldasai t; = 3 és ty = —4.

Visszahelyettesités utan kapjuk az

1 5 1
rT+—=- ¢é v+—-—=—-4
r 2 T



7.1. Maésodfoku egyenletek 255
egyenleteket, illetve rendezés utan a
20 =5 +2=0 é 22’ +4rx+1=0
1

masodfoku egyenleteket, amelyek megoldasai x1 = 2, xy = 3 T3 = —2 + /3,
valamint 2, = —2 — /3, a megolddshalmaz pedig

1

M = {2,5,—2+\/§,—2—\/§}.
20. Oldjuk meg a 122° — 162* — 372° + 372* + 162 — 12 = 0 6todfoki egyenletet.

Megoldas. vegyiik észre, hogy az egyenlet asszimmetrikus és paratlan kitevojt, igy
r1 = 1 az egyik megoldédsa. Ezért
112 ] —16 | =37 | 37 [ 16 [ -12 | 122° — 162" — 372% + 372% + 160 — 12 =
|12 —4 | —41| -4 ]12] 0 | =(z—1)(122" — 42® — 412 — 4z — 12).

A felbontas alapjan kapjuk az
(z — 1)(122* — 42° — 412° — 42 — 12) = 0
egyenletet, ahonnan
r—1=0 vagy 12z%—423 —412> —42—12=0.

Az els6 egyenlet megoldasa a jol ismert x; = 1 megoldés, a masik egyenletet pedig
osszuk el a2-tel. Ekkor a
4 12 1 1
1202 =4z — 41 — — — = =0, illetve 12 <x2+—2) —4<x+—) —41=0
x x

r  x?

1 1
egyenletet kapjuk. Bevezetve az x + — = t helyettesitést 2% + i 2 — 2 is teljesiil,
x

T
az egyenlet pedig 12(t* — 2) — 4t — 41 = 0, illetve rendezés utdn 12t> — 4t — 65 = 0
13

alakt lesz, amelynek megoldésai t; = 3 és ty = % Visszahelyettesités utan
kapjuk az
1 5 1 13
x+;—§ es - %
egyenleteket, illetve rendezés utan a

22 —b5r+2=0 és 62>+ 13z+6=0

1
masodfoku egyenleteket, amelyek megoldasai x1 = 2, x9 = 5 T3 = —3 valamint

3
Ty =—5,a megoldashalmaz pedig

1 2
M: 1727_7__a_§ .
23 2
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7.2. Masodfoku egyenlotlenségek

7.8. Definicid. Legyenek a, b, ¢ valos szamok és legyen a # 0. Az
ax2+bx+c>0, ar? +br4+c<0, ar’+br+¢>0 és ar’+br+c<0

eqyenliotlenségeket x ismeretlent mdsodfoki egyenlotlienségeknek nevezziik.

A maésodfoku egyenlotlenségek megolddsa minden olyan valds szam, amely kielégiti az
adott egyenlotlenséget. Megoldani egy masodfokiu egyenl6tlenséget annyit jelent, mint
meghatarozni az 6sszes megolddsat. A megoldashalmazok vagy megoldas intervallumok
meghatdrozasa torténhet az f(z) = az? + br + ¢ mésodfoku fiiggvény grafikonjdnak
segftségével. Felrajzoljuk az y = az? + bz + ¢ paraboldt, majd leolvassuk a kapott dbrardl
a fliggvény megfeleld elojeléhez tartozé intervallumot. Egy masik megoldasi modszer az,
ha az egyenl6tlenségben szereplé masodfokid trinomot tényezokre bontjuk és a szorzat
elojelét vizsgaljuk meg, példaul tablazattal.

Mivel a masodfoku fliggvény alakja és helyzete a derékszogli koordindtarendszerben az a
féegyiitthato és D diszkriminans el6jelétol fliigg, igy hat esetet kiillonboztetiink meg.

1° Az a >0, D > 0 esetben

y-arsbesg
\ az? +br +c¢ <0, ha z € (21, 79),
ar? +br + ¢ <0, ha z € [z, o],
ar? +br+c >0, hax € (—o0, 1)U (22,00),
ar? +br+c¢ >0, hax € (—oo, ;] U [xg,00).

M x 2° Az a <0, D >0 esetben

ar?+br+c <0, haz € (—oo,r1) U (29, 0),
az? +br+ ¢ <0, ha x € (—o0, 21] U [x9, 00),
ar? +br +c¢ >0, ha x € (1, xs),
ar? +bx +c¢ >0, ha x € [z, x9].
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y=ax?+bx+c

+ o+ o+ o+

X=X

<

y=ax?+bx+c

+ o+ o+ o+ o+ o+ 4+

<

y=ax?+bx+C)

3°Aza>0, D =0 esethben

az ax® +br +c <0
egyenlotlenségnek nincs megoldésa,
axr® +br +¢ <0, haz = x4,

ar’ +bx+c>0,har e R\ {z},
ax? +bxr+c¢>0, haxeR.

4° Az a <0, D =0 esetben

az ar’ +br+c<0,haz e R\ {z}

ar® +br +¢<0,haz cR,

ar’ +bx+c¢>0

egyenlotlenségnek nincs megoldésa,
ax’ 4+ br +c¢>0, hax = 2.

5° Az a >0, D <0 esetben

az ax® +br +c <0
egyenlotlenségnek nincs megoldésa,
ar’> +br+c¢<0

egyenlotlenségnek nincs megoldésa,
ar’ +br+c¢>0,haz eR,

ax? +bx+c¢>0, haxeR.

6° Az a <0, D <0 esetben

az ar’ +br +c<0,haz € R}
ax’ +br +c¢<0,hax eR,

ar’> +bx+c¢>0

egyenlotlenségnek nincs megoldésa,
ax? +br+c¢>0

egyenlotlenségnek nincs megoldésa.
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y=x-Bx+12 7.28. Példa. Oldjuk meg az 2% — 8z + 12 < 0,
2?2 —8x+12 <0, 22 —8x+12 > 0és 22 —8x+12 > 0
masodfoku egyenlétlenségeket.

Elsé médszer. Megrajzoljuk az f(z) = 2% —8x+12
fliggvény grafikonjat és arrdl leolvassuk a megfeleld
intervallumokat.

2?2 —8r+12< 0, ha z € (2,6)
(

2? —8x +12 <0, ha z € [2,6]
22 -8 +12>0,hazx €
2

—00,2) U (6,00)
r*—8x+12>0,haz € (—o0,2]U

;2] U [6, 00).

Madsodik mddszer. Kiszamitjuk az 22 —8x+12 = 0 masodfoku egyenlet gyokeit. Ezek most
az r1 = 2 és o = 6 szamok, melyeknek segitségével tényezokre bontjuk az egyenlétlenség
bal oldalan levé masodfoku trinomot. Mivel 22 — 8z +12 = (z — 2)(z — 6), ezért az aldbbi
tablazatbdl leolvassuk az (z — 2)(z — 6) szorzat eldjelét.

(—00,2) | (2,6) | (6,00) A tabldzatbdl  természetesen
r—2 — + + ugyanazok az  intervallumok
r—06 — — + olvashaték le, mint az el6bbi

(x —2)(x —6) + - + grafikonrol.

FELADATOK

1. Oldjuk meg a —2? — 2z — 1 < 0 egyenl&tlenséget.

\ Megoldas. FElsé maodszer. Rajzoljuk fel az
f(z) = —2% — 2z — 1 fiiggvény grafikonjat,
majd olvassuk le réla a feladat megoldasat:
—2?—22—1 < 0,haz € (—oo, —1)U(—1, c0),
illetve ha z € R\ {—1}.

Masodik modszer. Bontsuk tényezokre az
egyenlotlenség bal oldalat. Ekkor

—2? 22 -1<0 <= —(z+1)?2<0.

Az egyenl6tlenség minden valés szamra tel-
jestl, kivéve az x = —1 esetet. Ezért a
megoldashalmaz M = R\ {—1}.
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2. Oldjuk meg a —2? — 22 — 3 < 0 és —2? — 22 — 3 > 0 egyenlStlenségeket.

\ Megoldas. Az f(z) = —2? — 2z — 3

: - X fliggvény grafikonja a mellékelt abran

lathaté. Mivel most egy konkav parabola

a grafikon, amelynek nincsenek valds

nullahelyei, ezért az abrarél konnyen

leolvashaté ~ mindkét egyenlotlenség
megoldésa:

—2?2—21x—-3 <0, hax € (—00,00), vagyis
a —2% — 21 — 3 < 0 egyenlStlenség minden
x valds szamra teljesiil,

—2?2 —2r —3 > 0, ha x € 0, vagyis a
—2% — 22 — 3 > 0 egyenlStlenségnek nincs
megoldéasa a valds szamok halmazaban.

3. Oldjuk meg az 2 — 3|z| + 2 < 0 egyenlétlenséget.

Megoldas. Az f(x) = 22 — 3|z| + 2
fliggvény grafikonja a mellékelt abran
lathato. x < 0 esetén a nullahelyek
az 1? — 3z + 2 = 0 méasodfoki egyen-
let megoldasai, azaz r; = —2 és 19 =
—1, x > 0 esetén pedig a nullahe-
lyek az 22 + 3z + 2 = 0 maésodfoku
egyenlet megoldasai, vagyis x3 = 1 és
> X x4 = 2. A grafikonrdl leolvashaté, hogy
r?=3|z|4+2 <0, hax € [-2, —1]U[1,2].

y=x2—3|X|+2

4. A k valés paraméter mely értékeire lesznek a (k — 2)2* + (3k — )z +k —2 = 0
egyenlet megoldasai kiillonboz6 valds szamok?

Megoldas. A masodfoki egyenlet gyokei akkor kiilonbozé valds szamok, ha a
masodfoku egyenlet D diszkriminansa szigorian pozitiv.

D>0 <= (Bk—12—4(k—2)%*>0

9k? — 6k + 1 — 4k* + 16k — 16 > 0
5k + 10k — 15 >0
E*4+2k—-3>0

=
=
=
— (k—1)(k+3)>0
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. A p valés paraméter mely értékeire lesz

A k?4-2k—3 trinom linedris tényezdkre val6 felbontdsa az k% +2k —3 = 0 masodfoki
egyenlet k; = 1 és ko = —3 gyokei segitségével tortént. A (k — 1)(k + 3) szorzat
elojele a kovetkezd tablazatbdl leolvashaté.

K1 - -
k3 = T
k-DE+3) |  + -

)

++]+g

(k—1)(k+3) >0, ha k< —3vagy k> 1, illetve ha k € (—o0, —3) U (1, 00).

222 + 21+ 3
22+ +1
Megoldas. Mivel 22 + 2 + 1 > 0 minden z valés szam esetén, ezért az adott

egyenlStlenség bezorozhaté a2 + x + 1-gyel. Ekkor

< p minden = € R esetén?

22% + 22 + 3 < pr® + px + p,
illetve némi rendezés utan
2-p2*+2—-pr+3—-p<0

masodfoku egyenlotlenségnek kell teljestilnie minden = valds szamra. A parabolak
helyzetének elemzésébdl lattuk, hogy a masodfoku trinom akkor lesz nempozitiv, ha
a féegytlitthaté negativ és a diszkriminans nempozitiv, azaz 2 —p < 0 és D < 0.
A 2 — p < 0 egyenlStlenség teljesiil, ha p > 2, azaz az M; = (2, 00) intervallumon.
Vezessiik le a diszkriminanssal kapcsolatos feltételt is.

D<0 < (2-p°—-42-p(B-p) <0
— (2-p)(2—p—1244p) <0
— (2-pBp-10)<0
Készitsiink tablazatot a (2 — p)(3p — 10) szorzat el6jelének kivizsgalasara.

Enie)

2—p _ —
3p— 10 — +
(2 —p)(3p —10) + —

5]

+|+ |+

1
A téblazatbdl kiolvashatjuk, hogy (2 — p)(3p — 10) < 0, ha p € (—o0, 2] [ 30, oo),

10
vagyis a megoldashalmaz My = (—o0, 2] [?’ oo).

Az eredeti egyenl6tlenség megoldashalmaza

1
M:MlﬁMQZ |:§O,OO)
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7.3. Kétismeretlenes masodfoku egyenletrendszerek

7.9. Definicio. Kétismeretlenes masodfoki egyenletnek nevezzik az
Az + Bry+Cy?* +Dx+ Ey+ F =0

alaku egyenleteket, amelyekben x és y az ismeretlenek, A, B, C, D, E és F pedig valds
eqyutthatok, melyek kozul A, B és C nem lehetnek eqyszerre nullaval eqyenlok.

7.10. Definicié. Kétismeretlenes mdsodfoki egyenletrendszernek nevezzik két vagy tobb
kétismeretlenes egyenlet konjunkciojat, melyek kozil legalabb egy mdsodfokii.

A kovetkezOkben bemutatjuk néhany jellegzetes tipusu két egyenletbol all6 méasodfoku
egyenletrendszer megoldasi modszerét.

I. tipus. Amikor az egyik egyenlet linearis.

Ebben az esetben a linearis egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent és azt behe-
lyettesitjiilk a masodfoku egyenletbe.

7.29. Példa. Oldjuk meg az

2 —ry+y*+r—-5 = 0,
r+2y = 4

masodfoku egyenletrendszert. Fejezziik ki z-et a masodik egyenletbol. Ekkor z = 4 — 2y.
Behelyettesitve ezt a kifejezést a masodfoku egyenletbe adddik az

(4—2y)° —(U4—-29)y+y*+4—-2y—5=0, iletve T7y>—22y+15=0

15
masodfoki egyenlet, amelynek megoldédsai y; = 1 és yo = - Visszahelyettesitve ezeket

az értékeket kapjuk, hogy

15 2

2 b
7T

v-{on(22)

II. tipus. Amikor csak négyzetes és szabad tagok vannak.

A megoldésok igy a (2,1) és ( ) rendezett parok, a megoldashalmaz pedig

Ebben az esetben 22 = a és y? = b helyettesitéssel a masodfoki egyenletrendszert linedris
egyenletrendszerre vezetjilk vissza.

7.30. Példa. Oldjuk meg az

2?2 —y? = 48,
?+y? = 50

masodfokt egyenletrendszert. Ha bevezetjiik az 22 = a és y? = b helyettesitést, akkor az
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a—b = 48,
a+b = 50

linearis egyenletrendszert kapjuk, amelybol az egyenletek Osszeadasaval adodik 2a = 98,
azaz a = 49, majd b = 1. Visszahelyettesités utan kapjuk az 22 = 49 egyenletet, ahonnan
x1 =7 és 19 = —7, valamint az y? = 1 egyenletet, ahonnan y; = 1 és yo = —1. Mivel a két
ismeretlen kozott linedris 6sszefiiggés nem all fenn, igy a (7, 1), (7,—1), (=7,1) és (=7, —1)
rendezett parok mindegyike kielégiti az adott egyenletrendszert, a megoldashalmaz tehat
M = {(77 1>7 (77 _1)7 (_77 1>7 (_77 _1>}

III. tipus. Amikor az egyik egyenlet homogén.

7.11. Definicié. A kétismeretlenes mdsodfoki egyenletet homogénnek nevezzik, ha kizd-
rolag masodfoki tagokat tartalmaz, vagyis

Az? + Bry +Cy* =0
alaki, ahol A, B és C' tetszidleges valos szamok, és nem lehetnek eqyszerre nullaval eqyenlok.

Ha a homogén egyenletet elosztjuk z2-tel vagy y>-tel, akkor Yy vagy e, helyettesi-
z y

téssel egy t-ismeretlenes méasodfoki egyenletet kapunk, amelynek megoldasaval linearis
osszefliggéseket kapunk az x és y ismeretlenek kozott.

7.31. Példa. Az

2 —5xy + 6y = 0,
22 4+y? = 10

masodfokt egyenletrendszerben az elsé egyenlet homogén, ezért osszuk el y>-tel. Ekkor

“ GRIRS

x
egyenletet kapjuk, amelyb6l — = ¢ helyettesités utan a t?> — 5t +6 = 0 masodfoki egyenlet

kovetkezik. A kapott méasodfoki egyenlet megoldasai t; = 2 és ty = 3.

Ha L = 2, akkor x = 2y és ezt a mdsodik egyenletbe helyettesitve kapjuk a (2y)%+y? = 10,
Y

illetve 4> = 2 egyenletet, amelybél a megolddsok 11 = /2 és y» = —v/2, a hozzajuk
tartozé x, és o értékek pedig z1 = 2v/2 és x5 = —2v/2. Ez azt jelenti, hogy a (2\/5, \/5)
és (—2v/2, —/2) szamparok megolddsai az adott egyenletrendszernek.

Ha & = 3, akkor x = 3y és ezt a masodik egyenletbe helyettesitve adédik a (3y)%+y? = 10,
illetve y? = 1 egyenlet, amelybdl a megolddsok y3 = 1 és y, = —1, a hozzdjuk tartozé xs
és x4 értékek pedig v3 = 3 és x4 = —3. Ez azt jelenti, hogy a (3, 1) és (—3, —1) szamparok
megoldésai az adott egyenletrendszernek.

Az egyenletrendszer megoldashalmaza tehat

M = {(=3,-1),(3,1), (=2v2, —V2), (2v/2,V2)}.
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IV. tipus. Osszetett feladatok.

Az olyan egyenletrendszerekben, amelyek nem sorolhaték az el6z6 harom eset egyikébe
sem, az egyenletek Osszeadasaval, tényezokre bontassal vagy 1j valtozdk bevezetésével
juthatunk megoldashoz.

7.32. Példa. Az

?+yi+tr+y = 8,
4yt day = 7

masodfoku egyenletrendszer esetében vonjuk ki az elsé egyenletbdl a masodikat, ekkor
kapjuk az x +y — xy = 1 egyenletet. Itt x + y-t és xy-t helyettesithetnénk 1j valtozdval,
ha az eredeti egyenletrendszer valamelyik egyenletét szintén ki tudnank fejezni x + y és
xy segitségével. Mivel

2yt tay = (v +y)’ - 22y +ay = (¢ +y)’ -y,
igy az eredeti egyenletrendszer helyett felirhatjuk a vele ekvivalens

(z+y)lP—ay = 7

masodfoku egyenletrendszert, amelybe z +y = a és xy = b helyettesitéseket bevezetve az

a—b = 1,
at—b = 7

egyenletrendszert kapjuk. Az elsé egyenletbél b = a — 1, s ezt a masodikba helyettesitve
adddik az a®> — a — 6 = 0 masodfoki egyenlet, amelynek megolddsai a; = 3 és ay = —2,
ahozzdjuk tartozo b értékek pedig by = 2 és by = —3. Visszatérve az x és y ismeretlenekre
most az
T+y=23, r+y=-2,
Ty = 2 Ty = —3

egyenletrendszereket kell megoldani.

Az els6 egyenletrendszer megoldasa: az elsé egyenletbdl y = 3 — x, ezt behelyettesitve a
mésodik egyenletbe adddik a z(3 — z) = 2, illetve 2% — 3z + 2 = 0 masodfokt egyenlet,
amelynek gyokei x1 = 1 és xo = 2, a hozzdjuk tartozé y értékek pedig y; = 2 és yo = 1.
Igy az (1,2) és (2,1) rendezett parok megoldésai az eredeti egyenletrendszernek.

A masodik egyenletrendszer megoldasa: az els6 egyenletbol y = —xr—2, ezt behelyettesitve
a masodik egyenletbe adédik a x(—2—=z) = —3, illetve 2242z —3 = 0 masodfoki egyenlet,
amelynek gyokei x3 = —3 és x4 = 1, a hozzajuk tartozé y értékek pedig y3 = 1 és yy = —3.
fgy az (—3,1) és (1, —3) rendezett parok is megoldésai az eredeti egyenletrendszernek.
Az eredeti egyenletrendszer megolddshalmaza M = {(1,2),(2,1),(-3,1),(1,—-3)}.

7.33. Példa. Vizsgaljuk ki az

y—z = k
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masodfoki egyenletrendszert a k valos paraméter értékeitdl fiiggden. Vegyiik észre, hogy
az egyenletrendszer felirhato

Yy = LU2—1,
y = xz+k

alakban is, ami azt jelenti, hogy valéjdban az a kérdés, hogy az y = x? — 1 paraboldnak
és az y = x + k egyenesnek k értékeitol fiiggden hany metszéspontja van.
Az elsd egyenletet a masodikba helyettesitve az 2> — 1 = x + k masodfoki egyenletet
kapjuk, amely rendezés utan z°> — x — (k + 1) = 0 alaki. Az a kérdés, hogy ennek az
egyenletnek mikor lesz két kiilonb6z6 valés megoldédsa (ez két metszéspontot jelent), mikor
lesz egy valés megoldasa (ez azt jelenti, hogy az egyenes érinti a parabolat) és mikor nincs
valés megoldéasa (ez azt jelenti, hogy nincs kézos pontjuk). Legyenek x; és xo a szemlélt
masodfoku egyenlet gyokei, s tudjuk, hogy a valés gyokok szama a diszkriminans eléjelétol
fligg, ezért harom esetet kiillonboztetiink meg.
12 Két kiillonbozé metszéspont akkor van, ha x1,29 € R és x1 # xo, illetve ha a D
diszkriminans szigortan pozitiv. Ekkor

D>0 <= 1’+4k+1)>0 <= 4k+5>0 <= k:>—g.
2° Egy érintési pont akkor van, ha z1,20 € R és x7 = w9, azaz ha a D diszkriminans
nulla. Ekkor

5
D=0 <= 1P+4k+1)=0 <= 4k+5=0 <+ h=—7
3° Nincs metszéspontja a parabolanak és az egyenesnek, ha z1, x5 € C és xy = T3, vagyis
ha a D diszkriminans szigortian negativ. Ekkor
5

D<0 <= 1’+4k+1)<0 <= 4k+5<0 <<= k<=1

5 1 3 .
Ha k = 7 akkor r; = z9 = 3 a hozza tartozo y értékek pedig y; = yo = 7 Igy az

1 3
egyenletrendszer egyik megoldasa az (5, _Z) rendezett par.

5 14+ v4k+5 1—+v4k+5
Ha k > T akkor x; = % és x9 = %, a hozza tartozo y értékek
14+ 4k +5 1—+v4k+5
pedig y; = +—2+ + k és y, = % + k. Ezért az egyenletrendszernek
) ) 1+v4k+5 1 ++v4k+5 , (1 =4k +5 1 -4k +5
megoldasa minden 5 , 5 + k) és 5 , 5 +k

alakl rendezett par is.
Az eredeti rendszer megoldashalmaza

M:{<1 3)’<1+¢m’1+¢m+k>’<1_¢m’1_m+k)}’

2 4 2 2 2 2

5
ahol k& > ~2 valds szam.
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FELADATOK
1. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

Pyt +2 -9 = 0,
Jr—y—1 = 0.

Megoldas. A mésodik egyenlet linedris és ebbdl y = 3z — 1. Ezt az els6 egyenletbe
helyettesitve kapjuk az

22+ (Br—1)?+2B2—-1)—9=0, vagyis 22 +92° —62+1+6x—-2-9=0

illetve rendezés utan az x? = 1 masodfokt egyenletet, amelynek megoldésai z; = 1
és r9 = —1. Ekkor

Y1 =3z —1=3-1-1=2, és yo=38ws—1=3(-1)—1=—4.
Az egyenletrendszer megolddshalmaza M = {(1,2),(—1, —4)}.

2. A pvalés paraméter mely értékeire érinti az y = —2x+p egyenes az y = 3z% — Tz +4
parabolat?

Megoldas. Az egyenes akkor érinti a parabolat, ha egy kozos pontjuk van, ez pedig
azt jelenti, hogy a

32 —Tex —y = —4,
2c0+y = p.

masodfoku egyenletrendszernek csak egy megoldasa kell legyen. Helyettesitsiik be
y = —2x 4 p-t az els6 egyenletbe. Ekkor a

327 —Tx+ 20 —p=—4, iletve 32> —5z+4—p=0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek akkor van egy valés megoldasa, ha D disz-
kriminansa nulla, vagyis

D=0 <= 25-12(4—p)=0 <= 12p—23=0.

23 . 23, e ,
Innen p = T2 Eszerint az adott egyenes p = T2 értékre érinti az adott parabolat.

23
Ekkor az egyenes egyenlete y = —2x + o a P érintési pont koordinatai pedig,

, 5 23 23-20 1 ., 51
n=n=cbp=p=—gtgo="1 :ZalapJaH,P 61)

3. Az a valés paraméter mely értékeire nincs kozos pontja az y = 2ax + 1 egyenesnek
és az y = (a — 6)x? — 2 paraboldnak, ha a # 67

Megoldas. Azt kell kivizsgalnunk, hogy az a valés paraméter mely értékeire nincs
valos megoldasa az

y = 2axr—+1,

y = (a—6)2*—2.
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masodfoku egyenletrendszernek. Helyettesitsiikk az els0 egyenletet a masodikba.
Ekkor az

(a—6)2° —2=2ax +1, iletve (a—6)2*>—2ax—-3=0

masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek akkor nincs valés megoldasa, ha a dis-
zkriminansa negativ, vagyis

D<0 <= 4a®+12(a—6)<0 <= da’*+3a—18<0.

Mivel a* + 3a — 18 = (a — 3)(a + 6), ezért az (a — 3)(a + 6) < 0 egyenlStlenség
megoldasat keressiik a kovetkezo tablazat segitségével:

(—OO, _6) (_673> (37 OO)
a+6 — — +
a—3 — + +
@—3)a+06) ¥ - +

Az egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha —6 < a < 3, igy az adott egyenesnek és para-
bolanak akkor nincs koézos pontja, ha a € (=6, 3).

. Oldjuk meg a kovetkez6 masodfoki egyenletrendszert:

2?+y* = 25,
o2+ 27 = 41

Megoldas. Vezessiik be az 22 = a és y? = b helyettesitéseket. Ekkor az

a+b = 25,
a+2b = 41

linearis egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldésa a = 9 és b = 16. Visszahe-
lyettesitve adédik, hogy 22 = 9, valamint y? = 16, ahonnan a megoldasok z; = 3
és vo = —3, valamint y; = 4 és yo = —4. Az egyenletrendszer megoldashalmaza
M ={(-3,-4),(3,—4),(-3,4),(3,4)}.

. Hatarozzuk meg a kovetkezo masodfoku egyenletrendszer megoldésait:

v? = 3wy +2y° = 0,
2?4 2y+y—y? = 8.

Megoldas. Vegyiik észre, hogy az els6é egyenlet homogén és osszuk el mindkét

oldalat y2-tel. Ekkor az
2
Y Yy

egyenletet kapjuk, amelybol A helyettesités utdn a t*> — 3t + 2 = 0 mésodfoki
Y
egyenlet kovetkezik. A kapott masodfoku egyenlet megoldasai t; = 2 és to, = 1.



7.3.

Kétismeretlenes méasodfoki egyenletrendszerek 267

Ha & — 2, akkor x = 2y és ezt a masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk a

Y
(29)? + 4y* +y — y* = 8, illetve Ty? + y — 8 = 0 egyenletet, amelybdl a megolddsok
) .. . - : , 16
y1=16s yp = — a hozzajuk tartozé x; és xo értékek pedig 1 = 2 és x5 = —
16 8
Ez azt jelenti, hogy a (2,1) és <—7, —?) szdmpéarok megolddsai az adott egyen-
letrendszernek. Ha = = 1, akkor z = y és ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
Y
adédik a y? + 292 +y — y? = 8, illetve 2y?> + y — 8 = 0 egyenlet, amelybdl a

—14+65 —1-+65

1 és Yy = 1 , a hozzajuk tartozo xs és x4 értékek

—1++/65 —1+\/@> )
, és

megoldéasok y3 =

pedig x3 = y3 és x4y = y;. Ez azt jelenti, hogy a ( 1 1

—1-+65 —1—+/65
4 ’ 4
Az egyenletrendszer megoldashalmaza tehat

M:{(QJ),(_E _§)’<—1+\/§—1+\/%)’<_1_\/@ _1_\/@>}‘

szamparok megoldésai az adott egyenletrendszernek.

7T 4 4 4 ’ 4

. Keressiik meg a kovetkezo masodfoki egyenletrendszer megoldésait:

2 =3y + 4y = 2,
32% —axy — 5y =

Megoldas. Vegyiik észre, hogy a két egyenlet csak abban kiilonbozik egy homogén
masodfoku egyenlettol, hogy szerepel benniik szabad tag. Az ilyen egyenletrendsz-
erek atalakithatok olyan alakra, amelyben az egyik egyenlet homogén. Ehhez be
kell szorozni az els6 egyenletet —5-tel, a mésodikat pedig 2-vel, majd ossze kell ket
adni. Ekkor

—5z% + 15zy — 20y = —10,
62° — 2zy — 10y*> = 10.

Osszeadds utén kapjuk az 22 + 13zy — 30y = 0 homogén méasodfokid egyenletet,
amelyet elosztunk y%-tel. Ekkor az

0 n(e) -

egyenletet kapjuk, amelybdl Ty helyettesités utan a 2 + 13t — 30 = 0 masodfoki

egyenlet kovetkezik. A kapott masodfoku egyenlet megoldasai ¢; = 2 és to = —15.
x
Ha — = 2, akkor x = 2y és ezt a kifejezést az elsé egyenletbe helyettesitve kapjuk

Y
a 4y? — 6y% + 4y? = 2, illetve y? = 1 egyenletet, amelybdl a megoldasok y; = 1 és
1Yo = —1, a hozzajuk tartozé x, és xy értékek pedig x1 = 2 és 19 = —2. Ez azt jelenti,
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hogy a (2,1) és (—2,—1) szampérok megoldasai az adott egyenletrendszernek. Ha

— = —15, akkor & = —15y és ezt az els6 egyenletbe helyettesitve adddik a 225y2 +
)

1
45y% + 4y* = 2, illetve y* = —— egyenlet, amelybdl a megoldasok y; =

1
137 L5 V137

V137

és

, a hozzajuk tartozd s és x4 értékek pedig x5 = — , valamint x4 =

1
= ey

L, (15 1),(15 1),,k
———. Ez azt jelenti, hogy a [ ——, — | és - SZAMPATo
/137 ) &Y 137 V137 V137 /137 P

megoldésai az adott egyenletrendszernek.
Az egyenletrendszer megoldashalmaza tehat

e e (g i) (e vim)

. Adjuk meg a kovetkez6 masodfoku egyenletrendszer megoldasait:

Pyt = 41,
xy = 20.

Megoldas. Az els6 egyenletet bal oldalat felirhatjuk, mint
22+ y? =2y 4 2uy — 20y = (2 + y)? — 2.
Ekkor az

(x+y)?—2zy = 41,
ry = 20

egyenletrendszert kapjuk. A masodik egyenletet az elsObe helyettesitve adédik az
(x+y)?—2-20=41, illetve az (z+y)* =8l
egyenlet, amelynek megoldasa x +y =9 vagy * +y = —9. Most az

.C(I—'—y:g, 33+y:—97
xy = 20 xy = 20

egyenletrendszereket kell megoldani.

Az els6 egyenletrendszer megoldasa: az els6 egyenletbdl y = 9—xz, ezt behelyettesitve
a mésodik egyenletbe adédik a x(9 — x) = 20, illetve 2? — 92 + 20 = 0 mésodfoku
egyenlet, amelynek gyokei 1 = 5 és x5 = 4, a hozzajuk tartozé y értékek pedig
y1 =4 6sy, = 5. Igy az (5,4) és (4,5) rendezett parok megolddsai az eredeti egyen-
letrendszernek.

A miésodik egyenletrendszer megoldasa: az els6 egyenletbol y = —9 — z, ezt behe-
lyettesitve a mdsodik egyenletbe adédik a x(—9 — x) = 20, illetve 22 + 92 +20 = 0
masodfoku egyenlet, amelynek gyokei x3 = —4 és 4 = —5, a hozzdjuk tartozo y
értékek pedig y3 = —5 és yy = —4. Igy a (=4, —5) és (=5, —4) rendezett parok is
megoldésai az eredeti egyenletrendszernek.

Az eredeti egyenletrendszer megoldashalmaza

M = {(57 4)7 (47 5>7 (_47 _5>7 (_57 _4>}
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8. Oldjuk meg az
Py +rt+y = 8,
r? + y2 +xy =
masodfoki egyenletrendszert.
Megoldas. Alakitsuk at az egyenletrendszer mindkét egyenletét a kovetkezéképpen:
(z+y)* =22y + (z+y) = 8,
(z+y)P—ay = T
Vezessiik be az x + y = a és xy = b helyettesitést. Ekkor az
ad+a—2b = 8,
a?—b =

masodfokt egyenletrendszert kapjuk. A mdsodik egyenletbdl b = a? — 7, s ezt az
elsé egyenletbe helyettesitve az a? + a — 2(a® — 7) = 8, illetve rendezés utdn az
—a® 4+ a + 6 = 0 egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai a; = 3 és ay = —2,
a hozzajuk tartozd b értékek pedig by = 2 és by, = —3. Visszatérve az x és y
ismeretlenekre az

T4y =3, r+y=-—2,

xy = 2 Ty = —3
egyenletrendszereket kapjuk és ezeket kell megoldani.
Az els6 egyenletrendszer megoldasa: az elsé egyenletbol y = 3—x, ezt behelyettesitve
a masodik egyenletbe adddik a z(3 — x) = 2, illetve z* — 3z + 2 = 0 méasodfoku
egyenlet, amelynek gyokei x; = 2 és o = 1, a hozzajuk tartozé y értékek pedig
y1 = 1ésyy = 2. Igy az (2,1) és (1, 2) rendezett parok megoldésai az eredeti egyen-
letrendszernek.
A miésodik egyenletrendszer megoldasa: az els6 egyenletbol y = —2 — z, ezt behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe adédik a z(—2 — x) = =3, illetve 2° + 22 — 3 = 0
masodfoki egyenlet, amelynek gyokei x3 = 1 és x4y = —3, a hozzdjuk tartozo y
értékek pedig y3 = —3 és ys = 1. Igy a (1,—3) és (—3,1) rendezett parok is
megoldésai az eredeti egyenletrendszernek.
Az eredeti egyenletrendszer megolddshalmaza M = {(—3,1), (1, -3), (1,2),(2,1)}.
9. Hatarozzuk meg az

2?2 4+y? = 13,
24+ = 19

nemlinedris egyenletrendszer egész megoldasait.

Megoldas. Alakitsuk at az egyenletrendszert a kovetkezoképpen:

(x+y)? =22y = 13,
(z+y) [(x+y)*—3zy] = 19.
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Vezessiik be az x + y = a és xy = b helyettesitést. Ekkor az
a>—2b = 13,
a (a2 — 36) = 19.
a?—13
egyenletrendszert kapjuk. Az elsé egyenletb6l b = , s ezt a kifejezést a
masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk az
3a* — 39
a <a2 — GT) =19 illetve rendezés utdn a — a® +39a — 38 =0
egyenletet, amelyrél konnyen belathatd, hogy egyik megoldédsa a; = 1, Horner
elrendezéssel pedig a masik két megoldéds is megkaphaté egy masodfoku egyenlet
segitségével.
1]-1] 0 |39]-38
| 1] -1[38] 0
Innen —a®+39a—38 = (a—1)(—a® —a+38), igy belathatd, hogy a —a* —a+38 =0
masodfoki egyenlet megoldasaira van sziikségiink, amelyek
14+ 153 l—wv153 . .
g = —— és as = s irracionalis szamok.
Ha a; = 1, akkor akkor by = —6, és az v +y = 1 és xy = —6 egyenletrendszerbol
az r1 = 3, y1 = —2, valamint xo = —2, yo = 3 megoldasokat kapjuk. Az as és as
szamok irraciondlisak, tehat ebben az esetben nem kapunk egész megoldasokat. A
keresett megoldashalmaz igy M = {(3,—2), (—2,3)}.
10. Oldjuk meg a

22% — 15xy + 4y* — 122 + 45y = 24,
P 4ay—2y°—3x+3y = 0

masodfoki egyenletrendszert.

Megoldas. A mésodik egyenletben a szabad tag 0, ezért probaljuk meg a tagokat
csoportositani és tényezokre bontani a kovetkez6 modon:

4oy — 2y —3x+3y=2a® —ay + 22y — 29> — 3z + 3y =

=z —y)+2yc—y) -3 -y =(@-y)(r+2y-3)
Innen a méasodik egyenlet ekvivalens alakja
(x—y)(z+2y—3)=0 <= x—y=0 vagy z+2y—3=0.

Most tulajdonképpen két egyenletrendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenletrend-
szer x —y = 0 esetén a kovetkezd masodfoku egyenletrendszer:

227 — 152y + 4y? — 120 + 45y = 24,
z—y = 0.
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A masodik egyenletbol azt kapjuk, hogy x = y. Helyettesitsiik ezt be az els6 egyen-
letbe. Ekkor

22% — 15xy + 4y® — 120 + 45y = 24
2% — 15y + 4y® — 12y + 45y = 24
—9y? +33y—24 =
3y —1ly +8 =
y1 =1, y2:§,
3

8 8 8
a megfeleld x értékek pedig x; =1 és 29 = 3 8 %z (1,1) és (g, g) rendezett parok

megoldasok. Az egyenletrendszer megoldashalmaza

o (39}

A masodik egyenletrendszert = + 2y — 3 = 0 esetén kapjuk:

22% — 15xy + 4y® — 120 + 45y = 24,
r+2y—3 = 0.

A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 3 — 2y. Helyettesitsiik ezt be az els6
egyenletbe. Ekkor

22% — 15xy + 4y° — 120 + 45y = 24
2(3 —2y)* — 15y(3 — 2y) + 4y*> —12(3 — 2y) + 45y = 24
427 —42 = 0
y =1
ys =1, ya= -1,
a megfelel§ = értékek pedig x3 =1 és 4 = 5, s az (1,1) és (5, —1) rendezett parok
megoldasok. Az egyenletrendszer megoldashalmaza

M, = {(17 1)7 (57 _1>}

Az eredeti egyenletrendszer megoldashalmaza most a két megoldashalmaz unidja,

azaz M {(1,1),(5>—1)’ (gg)}
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7.4. Irracionalis egyenletek

Irracionalis egyenleteknek nevezziik az olyan egyenleteket, amelyekben az ismeretlen va-
lamelyik gyokjel alatt is szerepel. Az ilyen egyenletek lehetnek igen Osszetettek is, és a
linearis és masodfoku egyenletektol eltéroen, nem létezik altalanos képlet vagy szabaly a
megoldasukra. Valdjadban az irraciondlis egyenleteknek csak néhany egyszeriibb tipusat
lehetséges megoldani. Altaldnosan kimondhaté, hogy az irracionalis egyenletek megolda-
sakor arra toreksziink, hogy , megszabaduljunk” a gyokoktol. Kz legtobbszor az ere-
deti egyenlet hatvanyozasaval érhetd el. Itt azonban rogton ki kell emelniink azt a
tényt, hogy a hatvanyozas nem ekvivalens transzformacié. A hatvanyozott egyenlet
megoldashalmaza tartalmazza az eredeti egyenlet minden megoldasat, de tartalmazhat
olyan megoldasokat is, amelyek az irraciondlis egyenletet nem elégitik ki. Ezért a fela-
dat megoldasi eljarasanak kezdetén a kikotések alapjan az eredeti egyenlet értelmezési
tartomanyat, majd a hatvanyozott egyenlet megoldédsai koziil csak azokat kell elfogadni,
amelyek ehhez az értelmezési tartomanyhoz hozzatartoznak.

7.34. Példa. A v/x + 1 = —2 egyenletnek nincs megoldédsa, mivel az egyenlet bal oldalan
egy nemnegativ kifejezés all, mig a jobb oldalon egy negativ szam. A megoldashalmaz
ebben az esetben M = (). Négyzetre emeléssel viszont megkaphatjuk az = + 1 = 4
egyenletet, amelynek megoldasa * = 3. Ez a megoldas természetesen nem teljesiti az
eredeti egyenletet.

7.35. Példa. A \/x = 2 — x irraciondlis egyenlet értelmezési tartomanya az x > 0 és
2 —x > 0 egyenlétlenségek konjunkcidja, azaz a [0, 2] intervallum. Az eredeti egyenlet
négyzetre emelésével az r = 4 —4x +22, illetve rendezés utan az 2% —5x+4 = 0 masodfoku
egyenletet kapjuk, amelynek megoldasai x; = 1 és x5 = 4. Mivel a kapott megoldasok
koziil csak x; = 1 tartozik a feladat értelmezési tartomanyaba, igy a megoldashalmaz
M = {1}. 23 = 4 nem megoldds, hiszen nem tartozik az értelmezési tartomanyba és a
behelyettesités soran a 2 = —2 ellentmondést kapjuk.

Annak a ténynek a megéllapitasa, hogy a kapott megoldasok koziil melyik megoldasai
az eredeti egyenletnek, egyszerii behelyettesitéssel is ellenorizhet6. Ez nem tul elegans
modszer, de Osszetettebb értelmezési tartomény esetében igy is eljarhatunk.

Ha az irraciondlis egyenlet ekvivalens atalakitasokkal
Va(z) = b(x)
alakra hozhaté, akkor az egyenlet a kovetkezo ekvivalencia alapjan oldhato meg:
Valz) =bz) <= a(z)=[bx)]> A alz)>0 A blz)>0
<~ a(z)=[bx)]* A bx)>0.
7.36. Példa. A /3z + 1 = x — 2 egyenlet megolddsa tehat igy végezhetd el:
V3z+l=0-2 < 3z+1=(x-2% A 2-2>0

— 3r+1=2>—4z+4 AN z>2
= 2> —Tr+3=0 A z>2
7T —/37 7 37
— xlsz, x2:+T\/_ :1;22
7 37 7 37
= :cgzi, a megoldashalmaz pedig M = {%\/7}
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7.37. Példa. Hatarozzuk meg a vz +5 + /20 —x = 7 irraciondlis egyenlet meg-
olddshalmazat. Az egyenlet értelmezési tartomanyat az x +5 > 0 és 20 —x > 0
egyenlotlenségrendszer alapjan kaphatjuk meg, amelynek megoldasa x > —5 és x < 20,
azaz a D = [—5,20] zart intervallum. Az egyenlet bal oldala két nemnegativ kifejezés
Osszege, a jobb oldal pedig egy pozitiv szam, igy négyzetre emelhetjiik mindkét oldalat.
Ekkor az

T4+5+2/(x+5)(20—2)+20—2=49 é ze€D

rendszert kapjuk, illetve rendezés utan kovetkezik

V(@+5)(20—z)=12 é z€D.

Emeljiik négyzetre a kapott egyenletet. Ekkor a —z?+152+100—144 = 0, illetve rendezés
utdn az 22 — 152 + 44 = 0 mésodfoki egyenletet kapjuk, amelynek megolddsai x; = 11
és r9 = 4. Mivel mindkét megoldas benne van a D értelmezési tartomanyban, tehat az
eredeti irraciondlis egyenlet megoldashalmaza M = {4, 11}.

7.38. Példa. Oldjuk meg a v/z + 17 — /z — 7 = 4 irracionélis egyenletet. Ertelmezési
tartomanya az x + 17 > 0és o — 7 > 0, azaz © > —17 és x > T egyenlotlenségrendszer
megolddsa, ezért az értelmezési tartomany a D = [7,00) intervallum. Mivel az egyenlet
bal oldalan kiilonbség &ll, rendezziik at az egyenletet /x 4+ 17 = 4+ +/x — 7 alakra, majd
emeljik négyzetre mindkét oldalat. Ekkor az

r+17T=16+8Vax—T+x—-7 é x€D
rendszert kapjuk, amely felirhaté a kovetkezd alakban is:
Ve—T=1 é xz€D.

Ha négyzetre emeljiik a kapott irraciondlis egyenletet, akkor az x—7 = 1 linedris egyenletet
kapjuk, ahonnan x = 8. Mivel a kapott megoldas benne van az értelmezési tartomanyban,
igy a megoldashalmaz M = {8}.

7.39. Példa. Oldjuk meg a /22 + bz + 2 — V22 — 3z + 3 = 3 egyenletet. Az egyenlet
értelmezési tartoménya az

22 4+5042>0 és 22—3:x+3>0

egyenlotlenségrendszer megoldashalmaza. Mivel az elsé egyenlGtlenség

—5-3V2 —5+3v2
NS —oo,? U #,oo

esetén, az méasodik pedig x € (—o00, 00) esetén teljesiil, ezért az értelmezési tartomény

—5—3V2 — 2
D:(—mv%qu 5%3@()

Rendezziik az egyenletet 2 + bz + 2 = 3++v/2? — 3z + 3 alakra, majd emeljiik négyzetre
mindkét oldalat. Ekkor az

2 4+554+2=94+6V22 -3z +3+2>—3x+3,
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majd rendezés utan a
8r — 10 = 6va?2 —3x + 3, illetve 3vVa?2—-3r+3=4r—5

irraciondalis egyenletet kapjuk. Fontos megjegyezni, hogy ennél az egyenletnél kapunk

egy 4j kikotést, mégpedig azt, hogy 4x — 5 > 0, vagyis x > 7 ami azt jelenti, hogy az

5
értelmezési tartoméany a D* = [Z’ oo) tartomanyra modosul. Emeljitk most négyzetre a

kapott irraciondlis egyenletet. Ekkor a
9(x? — 32+ 3) = 162* — 40z + 25, illetve T2®> — 132 —2=0

1
masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei x1 = 2 és x5 = — Mivel a kapott gyokok

koziil csak a pozitiv gyoktartozik a D* értelmezési tartoméanyba, ezért a megoldashalmaz
most M = {2}.

7.40. Példa. Oldjuk meg a \/x —44+Vr—-2— \/x — 3 — vz — 2 = 1irraciondlis egyen-
letet. Az értelmezési tartomany meghatarozasa ebben az esetben nem olyan egyszerti,
ezért a megolddsokat az eredeti egyenletbe valé visszahelyettesitéssel fogjuk ellendrizni.
Vegyiik tovabba észre, hogy mindkét gyokjel alatt megjelenik a /x — 2 kifejezés. Helyet-
tesitsiik ezt a kifejezést 1j valtozéval. Legyen /o — 2 =t. Ekkor x —2 = 2 és x = > 4 2.
Az egyenlet most t valtozoval felirva:

VE2+t—2—VE2—t—1=1, illetve VE24+t—2=1+V2—t—1.
Négyzetre emelve a kapott egyenletet adédik a
Pht—2=14+2V/2—t—14+t>—t—1, illetve t—1=Vt2—t—1

irracionalis egyenlet. Emeljiik négyzetre a most kapott irraciondlis egyenletet is. Ekkor a

t?—2t+1=t*—t—1, illetvea t=2

megoldést kapjuk. Ebbdl a «/x — 2 = 2 irraciondlis egyenletet kapjuk, négyzetre emeléssel
pedig x —2 = 4, azaz x = 6 adédik. Mivel ez a megoldés kielégiti az eredeti egyenletrend-
szert, hiszen

\/6—4+\/GT—\/6—3—\/6T2:\/2+¢1—\/3—¢1:

=V2+2-V3-2=V4-V1I=2-1=1,
igy a feladat megoldashalmaza M = {6}.

Az irraciondlis egyenletekben természetesen a négyzetgyokok helyett (vagy mellett) har-
madik, negyedik vagy mas gyokok is szerepelhetnek. A kidolgozott feladatok kozott majd
ilyen eseteket is bemutatunk.
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FELADATOK

1. Oldjuk meg az = + V4 + x? = 8 irracionalis egyenletet.
Megoldas. Rendezziik 4t az egyenletet gy, hogy bal oldalon csak a négyzetgyok

maradjon. Ekkor
V44 2?2 =8 —u.

Mivel 4 + 22 > 0 minden z valés szdmra, igy az értelmezési tartomanyt a 8 —x > 0
kitiizés hatdrozza meg, az © < 8. Az értelmezési tartomdny most D = (—o0, 8].
Emeljiik négyzetre az atrendezett irraciondlis egyenletet. Ekkor a

4+ 2% =64 — 162 + 22 illetve 162 = 60

15
egyenletet kapjuk, ahonnan x = —. Mivel ez a szam beleesik az értelmezési tar-

15
toméanyba, igy a megolddshalmaz M = {Z}

2. Keressiik meg a v/2x — 1 4+ v/2 — 2 = v/z + 1 irraciondlis egyenlet megolddsait.
Megoldas. Az adott egyenlet értelmezett, ha

20 —12>0 és z—2>0 és z+12>0,

azaz, .
:)325 és x>2 és x> —1,

vagyis az értelmezési tartomany D = [2,00). Emeljik négyzetre az egyenletet.

Ekkor a

20 —1+4+2/(2r —1)(x —2)+2—2=a+1, azaz /(20 —1)(z—2)=2—x
irracionalis egyenletet kapjuk, amely tjabb négyzetre emeléssel és beszorzassal a
20 — 5 4+2=4—4x+2% illetve 2 —2—-2=0

masodfoku egyenlethez vezet. A kapott masodfoku egyenlet megoldasai x; = 2 és
ro = —1. Mivel az értelmezési tartomany csak az x; = 2 megoldast engedélyezi,
ezért a megolddshalmaz M = {2}.

3. Oldjuk meg a kovetkezo irracionalis egyenletet:

Va? fda + 84+ Va? +dx +4 = /2(22 + 4x + 6).

Megoldas. Alakitsuk at a gyokjelek alatti kifejezéseket. Ekkor az egyenlet felirhato
a kovetkezo ekvivalens alakban:

V(@ +2)24+44+ /(2 +2)2 = /2(x +2)2+2,

igy konnyen belathaté, hogy az egyenlet minden x valds szamra értelmezett, azaz
az értelmezési tartomany most D = R. Emeljik négyzetre az egyenlet mindkét
oldalat. Ekkor az

2+ 4z + 8+ 2/ (22 +4x + 8) (22 + dx +4) + 22 + 4o +4 = 227 + 8z + 12,
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majd rendezés utan a

Va2 44z +8- Va2 +4r+4=0

irracionalis egyenletet kapjuk, ahol a bal oldal akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0,
tehat
2 4+4r4+8=0 vagy 2°4+4r+4=0,

illetve ekvivalens atalakitassal
(x+2)2+4=0 vagy (v+2)°=0.

Az els6 egyenletnek nincs valés megoldasa, a masodiknak pedig kettés gyoke van,
azaz r1 = Ty = —2, ezért az eredeti irracionalis egyenlet megoldashalmaza

M ={-2}.

. Adjuk meg a V322 + 5z + 8 — /322 + 5z + 1 = 1 irraciondlis egyenlet megoldésait.

Megoldas. Vizsgaljuk ki el6szor az egyenlet értelmezési tartomanyat. Most a
322+ 52+ 8 >0 és 32% + 5z + 1 > 0 egyenlStlenségeknek kell egyszerre teljesiilnie.
Az els6 egyenlOtlenség minden z valds szamra teljesiil, a masodik pedig

—5—/13 —5+13
T e | —0oQ, 6 U 6 , 00

esetén, ezért az egyenlet értelmezési tartomanya:

D= (—oo, _5_\/ﬁ] U _5+\/ﬁ,oo).

6 6

Rendezziik most az egyenletet

V32 +5bxr+8=1+vV3x2+5r+1
alakra, majd vezessiik be a 322 + 5x + 1 = ¢ helyettesitést. Ekkor a
VE+T=1+1

irraciondlis egyenletet kapjuk, amely négyzetre emelés utén a t +7 = 1 + 2v/t + t,
illetve v/t = 3 irracionélis egyenletet adja, ennek megoldasa pedig ¢ = 9. Visszahe-
lyettesités utan a

322 + 52 +1=09, illetve 322 +52—-8=0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek megoldasai x1 = 1 és 9 = —=. Mivel

mindkét megoldas benne van az értelmezési tartomanyban, igy a megoldashalmaz

()
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/3 — /2
5. Mi a ’ +3 Tr_ 4 irraciondlis egyenlet megoldashalmaza?
2+x 3—x
3 — 2
Megoldas. Az egyenlet értelmezett, ha 7T ‘ > 0 és 3 e > 0. Mindkét
x -
egyenlStlenség a D = (—2,3) intervallum értékeire érvényes. Vegyiik észre, hogy
3
- t helyettesités utan az egyenlet felirhaté
2+
3 ) 9
t—l—; =4, illetve t*—4t+3=0
masodfoku egyenlet alakjaban, amelynek megoldasai t{ = 1 és t, = 3. Visszahe-
lyettesités utan a
3—x 3—x
—1 ¢ -3
2+ “ 242
négyzetre emelés utan a
3—x ., 33—
=1 ¢és =9,
24z 24z
rendezés utan pedig a 3 —x = 2+x és 3 —x = 184 9x egyenleteket kapjuk, amelyek
3
megoldéasai x; = 3 és 19 = —5 Mivel mindkét megoldas benne van a D értelmezési
31
tartomanyban, ezért a megoldashalmaz M = {—5, 5}
6. Oldjuk meg a \/x +6—4vVr+2+ \/11 +x — 6vx + 2 =1 irraciondlis egyenletet.

Megoldés. Vezessiik be a /r + 2 = t helyettesitést. EbbSl 2 = t? — 2, az egyenlet
pedig a kovetkezo alakban irhato fel:

VE A+ A+ VE =6t +9=1, illetve /(t—2)2+/(t—3)2=1.

Ebbdl az alakbdl latszik, hogy az egyenlet értelmezési tartomanya D = R, valamint

gyokvonas utan a [t —2|+ |t —3| = 1 abszolut
értéket tartalmazd egyenletet kell megoldani.
A mellékelt tablazat alapjan harom esetet
vizsgalunk.

(_0072) (273) (3700)
t—2| - T | =
-3 - -

1°Hat <2, akkort —2 < 0ést—3 <0, az egyenlet most —t +2 —t+3 =1, azaz
—2t = —4, amelynek megoldasa t = 2, de ez nincs benne a szemlélt intervallumban,
igy a megoldashalmaz M; = ().

2°Ha2<t<3,akkort—2>0ést—3 <0, az egyenlet most t —2—t+3 =1, azaz
0 -t = 0, amelynek megoldasa minden ¢ valés szam, viszont a szemlélt intervallum
alapjdn a megolddshalmaz My = [2, 3).

3°Hat >3, akkor t —2>0¢ést—3 >0, az egyenlet most t —2+t —3 =1, azaz
2t = 6, amelynek megoldasa t = 3, s mivel a szemlélt intervallumban is benne van,
ezért a megoldashalmaz M; = {3}.
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Az eredeti egyenlet megoldashalmaza ezért a [2, 3] zart intervallum, vagyis 2 < t < 3.
Visszahelyettesitve kapjuk:

2<Vr+2<3 <= 4<z+2<9 <«— 2<z<T.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat az M = [2, 7] zart intervallum.

. Adjuk meg a vz + 1+ v/3xz + 1 = v/z — 1 irracionalis egyenlet megoldasait.

Megoldas. A kobgyok minden valos szamra értelmezett, ezért nincs semmilyen
kikotés, igy az értelmezési tartomany D = R. Emeljiik kobre az egyenlet mindkét
oldalét (a kobre emelés ekvivalens atalakitas). Ekkor az

c+14+3/(x+1)2Bz4+1)+3Y(2+1D)Bx+1)24+3x+1=2—1

egyenletet kapjuk, amely rendezhet6 a kovetkezo alakra:

V(@ +1)(3z +1) <\3/5E—|-1+\3/3x+1> — 3z-3.

Kihasznélva azt, hogy a zardjelben levd kifejezés az egyenlet eredeti alakjabol v/a — 1,
felirhatjuk a kovetkezo ekvivalens egyenletet:

Va+D)Bz+1) -V —1=—z—1.
Emeljiink jra kobre. Ekkor

(z+1)(Br+1)(z—1) = —(z+1)%,  vagyis (z+1) (32 + 1)(z — 1) + (z + 1)) =0,

ahonnan az (r+ 1) - 422 = 0 egyenletet kapjuk. Egy szorzat akkor nulla, ha valame-
lyik tényezdje nulla, tehdt x +1 = 0 vagy 2° = 0, ezért a megolddsok z; = —1 és
9 = 0. A megoldashalmaz M = {—1,0}.

. Oldjuk meg a ¢/(a+ x)2 +4- /(a —1)2 =5 - Va2 — 2?2 irraciondlis egyenletet, ha

a valés paraméter.

Megoldas. A kobgyok minden valés szamra értelmezett, ezért az értelmezési tar-
toméany D = R. Emeljiik kobre az egyenlet mindkét oldalat. Ekkor az

(a+2)2+12¢/(a+2)(a — )2+ 123/ (a + 7)2(a — 2)* + 64(a — x)? = 125(a* — 2?),

egyenletet kapjuk, amely rendezés utan

128/(a 4 2)%(a — z)2 ({’/(a +2)2+4-y/(a— x)2) = 60a”® — 1902* + 126az.
Az eredeti egyenletbdl valo behelyettesités utan a
129/ (a? — 22)2 - 5- Va? — 22 = 2(30a* — 952% + 63ax),

egyenletet kapjuk, illetve tijabb rendezés utan az egyenlet alakja

304/ (a% — 22)3 = 30a* — 952° + 63ax, vagyis 30(a* —2%) = 30a® — 952 + 63az.

Beszorzas és rendezés utdn adédik a 6522 — 63az = 0 mdsodfoki egyenlet, illetve

szorzat alakban az x(65x — 63a) = 0 egyenlet, amelynek megolddsai x; = 0 és

o 63
To = 6—;, Igy az eredeti egyenlet megoldashalmaza M = {0, 6—;}
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9. Oldjuk meg a v/97 — x + /z = 5 irraciondlis egyenletet.

Megoldas. Az egyenlet értelmezési tartomanyanak meghatarozasahoz a kikotések
97 —x>0 és x>0,

vagyis az értelmezési tartomany a D = [0,97] zart intervallum. Vezessiik be a
V9T — & =t és /x = u helyettesitéseket, ahonnan 97 — x = t* és o = u*. Ekkor az
eredeti egyenlet helyett felirhaté a

t+u = b,
tr+ut = o7

egyenletrendszer. Mivel
' ut = (4 u?)? = 26202 = ((t+w)? - 2tu)” — 2620 =

= (25 — 2tu)” — 2t%u® = 625 — 100tu + 2t*u?,
fgy a 625 — 100tu + 2t>u? = 97 egyenletet kapjuk, amely rendezés utan felirhato

(tu)? — 50(tu) + 264 = 0

alakban, és innen tu = 44 vagy tu = 6. Ezért a kovetkezo két egyenletrendszert kell
megoldani:
t4+u=>5, , t4+u=2>5,
tu = 44 - tu =6,

Az elso egyenletrendszer megoldasa: az elsé egyenletbol u = 5—t, ezt behelyettesitve
a masodik egyenletbe adddik t(t —5) = 44, azaz a t> — 5t +44 = 0 masodfoki egyen-
let, amelynek nincsenek valés megoldasai.

A maésodik egyenletrendszer megoldasa: az elsé egyenletbol u = 5 — t, ezt be-
helyettesitve a mésodik egyenletbe adédik t(5 —t) = 6, azaz a t*> — 5t +6 = 0
masodfoki egyenlet, amelynek megoldasai t; = 3 és to = 2, a hozzdjuk tartozo u
értékek pedig uy = 2 és ug = 3.

A t, =3 és u; = 2 esetben a

VIT—2=3 é V=2

rendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenletbdl 97—x = 81, azaz © = 16, a masodik
egyenletbol pedig szintén x = 16 adodik, az egyik megoldas tehat z; = 16.
Aty = 2 és uy = 3 esetben a

VIT—2=2 ¢é r=3

rendszert kell megoldanunk. Az els6 egyenletbél 97—z = 16, azaz x = 81, a masodik
egyenletbol pedig szintén x = 81 adddik, igy a masik megoldas z, = 81.
Mivel mindkét megoldds benne van a D = [0,97] zart intervallumban, igy a megol-
déashalmaz

M = {16,81}.
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10. Hatdrozzuk meg a v/80 + z + v/2 — x = 4 irracionalis egyenlet megolddshalmazat.

Megoldas. Az egyenlet értelmezési tartomanyanak meghatarozasahoz a kikotések
80+x>0 és 2—x>0,

vagyis © > —80 és z < 2 alapjan az értelmezési tartomany a D = [—80,2] zart
intervallum. Vezessiik be a v/80 + x = a és v/2 — = = b helyettesitéseket, ahonnan
80+ 2 = a* és 2 — x = b*. Ekkor az eredeti egyenlet helyett felirhaté a

a+b = 4,
at+ vt = 82

egyenletrendszer. Mivel a masodik egyenlet bal oldala felirhato
at+ b = ((a+b)? = 2ab)* — 206 = (16 — 2ab)* — 2a%6* = 2a%0* — 62ab + 265
modon, igy az adott egyenlet felirhato
2a%b* — 64ab + 265 = 82, illetve (ab)? — 32(ab) +87 =0

masodfoku egyenlet alakjaban, ahonnan a megoldasok ab = 29 vagy ab = 3. Ezek
szerint most a kovetkez6 két egyenletrendszert kell megoldani:

a+b=4, , a+b=4,
ab =29 ab = 3.

Az els6 egyenletrendszer megoldasa: az els6 egyenletbol b = 4—a, ezt behelyettesitve
a méasodik egyenletbe addédik a(4 — a) = 29, azaz a a* — 4a + 29 = 0 mésodfoki
egyenlet, ahonnan nem kapunk valds megoldast.

A masodik egyenletrendszer megoldasa: az els6 egyenletb6l b = 4 — a, ezt behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe adédik a(4 — a) = 3, azaz a a®> —4a + 3 = 0
masodfoki egyenlet, ahonnan a; = 1 és ay = 3 a megoldasok, a hozzdjuk tartoz6 b
értékek pedig by = 3 és by = 1.

Mivel a helyettesités szerint v/80 + z = a, igy a

V80 +x =1, illetve 80+ 2z =3

irracionalis egyenleteket kell megoldanunk. Negyedik hatvanyra emelve mindkét
egyenletet adodik
80+x =1, illetve 80+ x =81,

ahonnan az r; = —79 és o = 1 megoldasokat kapjuk.
Ellendérzéssel megdallapithatju, hogy ha a v/2 —x = b egyenlségbe helyettesitjik
vissza a by = 3 és by = 1 értékeket, akkor ugyanehhez a két megoldashoz jutunk.
Mivel mindkét megoldas benne van a D = [—80, 2] zart intervallumban, igy a megol-
déashalmaz

M ={-79,1}.
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7.5. Irracionalis egyenlotlenségek

Irracionalis egyenl6tlenségnek nevezziikk az olyan egyenlotlenségeket, amelyekben az is-
meretlen gyokjel alatt is szerepel. Ezeknek az egyenlotlenségeknek a megoldasa még
Osszetettebb mint az irraciondlis egyenletek megoldasa, ezért itt csak a négyzetgyokre
korladozédunk. Az egyenl6tlenség mindkét oldalanak négyzetre emelése viszont nem
mindig engedélyezett. Példaul, a —4 < —1 helyes egyenlGtlenséget négyzetre emelve
a 16 < 1 helytelen egyenl6tlenséget kapjuk. Arra kell torekedniink, hogy az y = 22
fiiggvénygrafikon monotonitdsi tulajdonsdgait hasznaljuk ki, miszerint y = 2? szigortian
monoton csokkeno negativ értékekre, illetve szigorian monoton névekvo pozitiv értékekre.
Ezt a tulajdonsagot igy is felirhatjuk:

T < 19 <0 << zf>a:§, valamint 0 < z; < 1y < zf<a:§
Az irraciondlis egyenl6tlenségek megoldasakor arra toreksziink, hogy azokat a
fl@) <gl), V@) <glx), Vfl)=glx) vagy /flz)>g(x

alakra hozzuk, a kapott egyenlétlenségeket pedig a kovetkezo, veliik ekvivalens egyenl('ﬁt—
lenségrendszerekkel helyettesithetjiik:

fl@) <g(z) <= flz) 20 A g(z) 20 A f(z) < [g(@)],

illetve
fl) 2 g(x) = (f(2) 20 A g(x) S0)V(f(2) 20 A g(x) 20 A f(z) > [g(2)]).
Az \/f(z) < g(x) és \/ f(x) > g(x) eset hasonlé médon oldhaté meg.

7.41. Példa. A \/z + 6 < x — 6 irraciondlis egyenlGtlenség a kovetkezé ekvivalens egyen-
16tlenségrendszerekkel helyettesitheto:

T+6<2—-6 <= 7+6>0ANT-6>0 A 2+6< (v—6)~.
A kapott egyenl6tlenségrendszer ekvivalens az
r>—-6 ANz>6 A (x <3V z>10)

egyenlGtlenségrendszerrel, amelynek megoldasa x > 10, vagyis a harom tartomany met-
szete, azaz a (10,00) intervallum. Az eredeti egyenlétlenség megoldashalmaza tehat az
M = (10, 00) nyitott intervallum.

7.42. Példa. A v/x + 3 > x + 1 irraciondlis egyenlotlenség megoldédsa a kovetkezo ekvi-
valens atlakitasokkal oldhaté meg:

Ve+3>z+1

(z+3>0 A 24+1<0) V(z+3>0Az+1>0 A 2+3> (z+1)%)
(z>-3ANz<-1)V(E@E>-3ANz>-1Az+3>2"+2z+1)
(-3<z<-1) V(@>2-3Az>-1A2*+2-2<0)
(3<z<-1)V@E>-3ANz>-1A -2<zx<]1)

(—

MMM

—3§:17§<1.

Eszerint az eredeti egyenl6tlenség megolddshalmaza az M = [—3, 1) intervallum.
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7.43. Példa. A

Ve+l+vVr—2>V2—z

egyenlotlenség értelmezett, ha x > —1 és x > 2 és x < 2, vagyis csak az v = 2 értékre.
Mivel behelyettesitve az x = 2 értéket kapjuk, hogy v/2 + 14++/2 — 2 > /2 — 2, illetve ren-
dezés utdn /3 + 0 > V0, megéllapithatjuk, hogy ez igaz 4llitas, tehéat az egyenl6tlenség
megoldashalmaza M = {2}.

7.44. Példa. A

Vhr+6>Vr+1+vV2x-5

6 5 5
egyenlotlenség értelmezett, ha v > —— éso > —1 és o > 3 vagyis x > 5 esetén, ami azt

5
jelenti, hogy az egyenlotlenség értelmezési tartomanya a D = 57 intervallum. Ez az
egyenlet az alapesetek koziil egyikkel sem egyezik meg, tehat ekvivalens atalakitasokat kell
alkalmazni. Mivel mindkét oldalon pozitiv kifejezés all, ezért négyzetre emelheté mindkét

oldal, s a relacidjel nem valtozik, vagyis

56046 >x+ 1428 —542y/(z+ 1)(22 — 5),

illetve +/(z +1)(2z —5) <z + 5.

A kapott ekvivalens egyenlGtlenség az alapesetekhez tartozik, ezért a kovetkezo egyenlét-
lenségek konjunkcidjaval ekvivalens:

(x+1)(22 -5 >0 A o +5>0 A 22> — 30 —5 < 2? + 10z + 25.
A megoldast most a kovetkez6 konjunkcié alapjan kapjuk:
27

x € (—o0,—1]U F oo) A x €]=5,00) A x € (—2,15),

)
amelynek megoldasa = € (—2,—1] U {5, 15).
)
Az eredeti egyenlétlenség megolddshalmazat az (—2, —1] U [5, 15) intervallum D értel-

. , , . 5 .
mezési tartomannyal valé metszete adja, amely most az M = {5, 15) intervallum.

FELADATOK
20 — 1
r+1

Megoldas. Mivel az egyenlétlenség bal oldala egy nemnegativ kifejezés, a jobb oldal

pedig negativ, igy az allitdas mindig igaz, amikor a gyok alatti kifejezés nemnegativ,
2z —

1. Oldjuk meg a

> —2 irracionalis egyenl6tlenséget.

azaz > () esetén.

x
Az adott hanyados el6jelét a kovetkezo tablazatbol konnyen kiolvashatjuk:

1 1
(—o0, —1) -1, = —, 00
2 2
20 —1 — + +
r+1 — — +
20— 1
+ — +
x+1
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20 —1 L 1 , )
hanyados akkor pozitiv, ha z € (—oo0,—1) U 5 ) ésa kapott in-
tervallum az adott egyenlotlenség megoldédsa is, tehat az eredeti egyenlGtlenség
megoldashalmaza most intervallumok uniéja:
1
M = (—o0,—1)U 5]

2. Adjuk meg a Vz?2 — x — 1 < 1 irraciondlis egyenl6tlenség megoldashalmazat.
Megoldas. Az értelmezési tartomany meghatarozasahoz az egyetlen kikotés az,
hogy 2% — x — 1 > 0 teljesiiljon, gy az értelmezési tartomdny a

1—+/5 1 5
D = (—oo, \/_] U +\/7,oo>
2 2
intervallum. Mivel az egyenl6tlenség / f(z) < g(x) tipusi, ezért megoldashalmaza
az
??—z—1>0 A 1>0 A 2*-z-1<1
rendszer megoldashalmazaval ekvivalens, ez pedig
1—+5 1 5
x € (—oo, 2\/1 U +2f,m> AN zeR AN z€(-1,2).
A kapott intervallumok metszete, s egyben az eredeti egyenlotlenség megoldéashal-
maza
1—+/5 1 5
Mo (o LV Y5 L)
2 2
3. Oldjuk meg a v3 — x > x — 2 irraciondlis egyenlotlenséget.

Megoldas. Az egyenl6tlenség a masodik alaptipushoz tartozik, ezért
V3i—zrz>r—-2 <—

B-2>0A2-2<0) VEB-220A2-2>0A3—z>(z—2)?%
(<3 AN2<2) V(<3 Az>2A2°-32+1<0)

3—5 3+x/3>
5 <

—
—

(:)z§2v<2§x§3/\ T < 5

<— <2 \/<2§x< 5

3+5

— T < .
2

3+\/5>

Ez azt jelenti, hogy a megoldashalmaz ismét egy intervallum, mégpedig

M = (oo,s_l_\/g).
2
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4. Hatérozzuk meg a (z—1)v —2% + z + 6 > 0 irraciondlis egyenl6tlenség megoldésait.

Megoldas. Az egyenlétlenség bal oldala egy szorzat, amelynek nemnegativnak kell
lennie, mikozben a szorzat egy tényezdje, a gyokos kifejezés nemnegativ, ezért a
masik tényezonek is nemnegativnak kell lennie. Ugyanakkor a gyok alatti kifejezés
sem lehet negativ. fgy a kovetkezo feltételeknek kell teljesiilnie:

(=120 A —2"+2+6>0) < (z>1 A —2<a2<3).

A kozos tartomany az [1,3] zart intervallum. Az adott irracionélis egyenl6tlenség
megoldasa még az r = —2 szam is, mert ekkor a gyokos tényezo nullaval egyenlo.
A megoldashalmaz tehat M = {—2} U [1, 3].

. Oldjuk meg a v/4 — 3z — /6 + > 1 irraciondlis egyenl6tlenséget.

Megoldas. A D értelmezési tartomanyt a kovetkezo kikotések alapjan hatarozzuk
meg:

4
(4=32x>0 AN 6+22>0) <= —6§x§§,

4
igy D = [—6, g] . Mivel az egyenlotlenség egyik alaptipusnak sem felel meg, ezért

rendezés, illetve négyzetre emelés utan

Vd—3r>14++vV6+x illetve 4—3x>14+2V6+2x+6+x,

tovabbi rendezés utan pedig

3

\/6+x<—2x—§

irraciondlis egyenlet adodik. Ez mar alapeset, igy ekvivalens a kovetkezd kon-

junkciéval:

3 9
64+2>0 A —29:—520 A 6+x<4x2+6x+1,

amelynek megoldésa
3
12 =6 ANr<—7 A 162% 4+ 20z — 15 > 0,

vagyis
3 —5 — V85 -9+ V8>
r < T V x> T y

ahonnan

A kapott intervallum metszete az értelmezési tartomannyal maga a kapott interval-
lum, tehat a megoldashalmaz

M- [657@)
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. Keressiik meg a Va2 — 3z + 2 < 2x—1 irracionélis egyenlitlenség Osszes megolddsat.

Megoldas. Mivel az adott egyenlotlenség alapeset, igy a megoldas a kovetkezo
egyenlotlenségek konjunkcidja:

2 =3x4+2>0 A 22—1>0 A 2° =32 +2<4a® — 4o +1,

illetve rendezés utan

1 1—v1 1 1
(x<1V x>2) /\xZ5 A <x<T\/73 \/x>+T\/73>

adddik, amelynek megoldasa az eredeti egyenlet megoldashalmaza:

M = (1%7@1] U[2,00).

. Oldjuk meg a vV—22+ x4+ 6 4+ 2 — 1 > 0 irraciondlis egyenl6tlenséget.

Megoldas. frjuk fel az adott egyenlétlenséget
V—r?+zx+6>1—x

alakban. Ekkor valéjaban a masodik alapesetet kell megoldanunk. A megoldés a
kovetkezé moédon vezetheto le:

(-2’ +2+6>0 A 1-2<0) V
V(-2 +2+6>0A1-2>20A 2" +2+6>(1-12)°) <

11
— (2<z<3 Azxz>1)V (—2§:c§3 ANax<1lA 1<I<Z> =
— (1<z<3)V (-l<z<1l) <= -1<x<3.

Az egyenl6tlenség megoldashalmaza tehat az M = (—1, 3] intervallum.

. Hatdrozzuk meg a V6 — x — 22 < v/3x + 6 irraciondlis egyenlStlenség megoldashal-

mazat.

Megoldas. Vizsgaljuk ki az adott irracionalis egyenlGtlenség értelmezési tartoma-
nyat. A kitfizéseink most 6 — 2 — 2% > 0 és 3x + 6 > 0. Ez azt jelenti, hogy a
—3 < x < 2és x> —2 feltételek mindegyikének teljesiilnie kell, igy a megoldas
—2 < x <2, azaz az értelmezési tartomany a D = [—2,2] zart intervallum.

Mivel az egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv, ezért négyzetre emelve mindkét
oldalt a relacidjel nem valtozik. Ekkor a

6—x—2°><3x4+6, iletve z>+4x>0

masodfoku egyenlétlenségre vezetodik vissza a feladat, amelynek megolddsa most
az My = (—oo, —4) U (0, 00) intervallum. Végiil a kapott M; intervallum metszete
a D értelmezési tartomannyal adja meg az egyenlGtlenség megoldashalmazat, igy

M= MnND=(0,2]
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9.

10.

Oldjuk meg a V9 — 22 + v/6x — 22 > 3 irraciondlis egyenlStlenséget.

Megoldas. Hatdrozzuk meg az egyenl6tlenség értelemzési tartomanyat. A kitiizések
most 9 — 22 > 0 és 62 — 22 > 0, ami szerint a —3 < 2 < 3 és 0 < x < 6 feltételeknek
kell egyszerre teljesiilnie, ami pedig 0 < z < 3 esetén kovetkezik be. Igy a feladat
értelmezési tartomédnya D = [0, 3].

Az egyenlotlenség mindkét oldala pozitiv, igy négyzetre emelve mindkét oldalt a
relaciéjel nem valtozik. Ekkor a

9—2? 4+ 60 —22+2/(9 — 22) (62 — 22) > 9, illetve /(9 — 22)(62 — 22) > 2° —3x

irracionalis egyenlétlenséget kapjuk, amely a masodik alapesetnek felel meg, igy
megoldéasa a kovetkez6 ekvivalencia alapjan torténik:

(9—2*)(6z—2°) >0 A 2* =32 <0) V
V ((9-2*)(6z—2")>0 A 2*=32>0 A (9—2°) (62 —2°) > (2 — 32)°) <=
— 0<2z<3AN0<z<3)VO0<z<3 A (<0 Vr>3)AN0<zr<3) <=
— 0<z<3Vzel < 0<z<3.

Mivel a kapott intervallum az értelmezési tartomany részét képezi, ezért az egyen-
16tlenség megolddshalmaza az M = (0, 3) intervallum.

1 1
Vi+tzr J1-u
Megoldas. Az adott irraciondlis egyenlotlenség nem alapeset, ezért az értelemzési
tartomanyara lesz sziikség, amelynek meghatarozasahoz a kittizések 1 + x > 0 és
1—x>0,azaz x > —1 ésx < 1. A két feltétel egyszerre teljesiil, ha —1 <z < 1, az
értelemzési tartomény tehat a D = (—1, 1) nyitott intervallum. Hozzuk most kozos
nevezore a bal oldalt, majd szorozzunk be a kozos nevezével. Ekkor a

Vi—z—+1+u .
> 1, illetve Vi—22<V1—z—-+V1+ax
V1—a2 - -

egyenlotlenséget kapjuk, amelybdl latszik, hogy a bal oldal pozitiv, tehat a jobb oldal
is az kell legyen. Igy médosul az értelmezési tartomany, mert a /1 — z—+/1+ 2 > 0
feltételnek is teljesiilnie kell, ahonnan /1 — z > /1 + z, illetve 1 —2 > 1+ adédik,
ahonnan x < 0. Az értelmezési tartomdny most a D* = (—1, 0) intervallumra sztikiil.
Négyzetre emelve a V1 — 22 < /1 — x — /1 + x egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

l—2?<1l—2—-2V1—a2+1+z iletve 2v1—22<1+2?%

ami mar alapeset, igy megolddsa a kovetkez6 ekvivalencia alapjan torténik:

Hatarozzuk meg az > 1 irraciondlis egyenlotlenség megoldasait.

(1-2">0 A 1+2°>0 A 41 —2%) <1+22°+2")

— (:)36[—1,1] ANz€ER A z€ (—oo,—\/2\/§—2 U{\/Q\/ﬁ—Q,oo)).

Figyelembe véve a feltételek mindegyikét és a D* értelmezési taromanyt, az adott
irracionalis egyenlotlenség megoldashalmaza

- (1yavaa).



8. Exponencialis és logaritmusos egyenletek,

egyenlotlenségek és egyenletrendszerek

287

8.1. A hatvanyozas kiterjesztése irracionalis kitevOokre és az ex-

ponencialis fiiggvény fogalma

Vezessiikk be a hatvanyozast valds kiteviokre a
2 hatvanyainak példajan és az exponencidlis
figgvényt az f(xr) = 2% fiiggvény példdjan
keresztiil, majd altalanositsuk a 2-es alap
helyett tetszoleges valds pozitiv a # 1 alapra.
Vizsgaljuk eldszor az f(x) = 2%, x € N
fliggvény grafikonjat, vagyis azt az esetet,
amikor a hatvanykitevo csak természetes szam
lehet. Megallapithatjuk, hogy ebben az esetben
a fliggvény grafikonja az abran lathaté modon
elhelyezkedd kiilonallé pontokbol all.

Ha az f(x) = 2 figgvény értelmezési tar-
tomanyat kibovitjik a nulla, a negativ és
a tortkitevokre adott hatvanyozasi definiciék
alapjan, akkor az f fliggvény néhany értéke
most

23 = V16 =2,52. .., 2—3:\/220,35....

Az 1gy kapott értékeket az elézéekkel egyiitt
a koordinatarendszerben abrazolva a jobb
oldalon lathaté megnyugtatd abrat kapjuk. Az
Ujonnan szamitott értékeket abrazolé pontok
ugyanis szabdlyosan illeszkednek a fiiggvény
grafikonjat jelenté korabban &brazolt pontok
kozé, s azokkal egyiitt egy monoton novekvo
pontsorozatot alkotnak. Konnyen belathato,
hogy érvényes a kovetkezo tétel.

y
A
8—------- °
|
|
|
|
|
|
|
|
:
ap----- *
| |
| |
C
2--9
| | |
o
| | |
Il Il Il T .
1 2 3
y
A
8—------- °
|
|
|
|
|
|
|
|
:
ap----- *
| |
S
---@® | |
2--e |
- @ I 1 |
1"\\\\ |
| B |
®- - 7
o e L
-3 -231 113 2 3

8.1. Tétel. Ha a > 1 walds szam és x € Q, akkor az f(x) = a® figguény szigorian

monoton novekvo.
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Bizonyitds. Azt szeretnénk megmutatni, hogy ha zo > xy, akkor a™ > a*'. Tudjuk,
hogy ha a > 0, akkor a® > 0 minden z racionalis szam esetén, hiszen pozitiv szam egész
kitevojii hatvanya, vagy egész hatvanyanak gyoke mindig pozitiv szam. Ezért ha a™' és
a® nagysagviszonyat akarjuk eldénteni, akkor a hanyadosukat (amely a fentiek alapjan
mindig pozitiv) viszonyitjuk 1-hez. Ekkor ugyanis

a’®?

— = a®* " ahol x9—1x7 >0
a

és w9 — x1 is racionalis szam, hiszen x5 és x; is raciondlisak voltak. Igy xo — 2 felithaté —

alakban, ahol n és m természetes szamok. Mivel egy pozitiv szam természetes kitevé?%i
hatvanya akkor és csak akkor nagyobb 1-nél, ha maga a szam is nagyobb 1-nél, igy a > 1-
bol kovetkezik, hogy

(a”_ml)m = (a%)m =a" > 1,

de akkor am is nagyobb, mint 1, mert a szdm m-edik természetes hatvdnya nagyobb, mint
1. Igy belattuk, hogy

T2
Ta—T1 _ 1
Y

a”®t

am =a
vagyis azt, hogy a*? > a*', ha x9 > x1. ©

Végiil pedig a tetszoleges valds, vagyis irraciondlis kitevéjii hatvanyokat kell értelmezniink,
illetve az f(z) = 2%, majd f(x) = a” exponencidis fliggvényt tetszileges x € R esetén.
Mivel az irraciondalis szamokat kozelito értékeikkel hatarozzuk meg, igy kézenfekvd, hogy
egy pozitiv szam irracionalis hatvanyan azt a szamot értsiik, amelyet a kitevo racionalis
kozelito értékeire emelt hatvanyai zarnak kozre. Ezzel az exponencialis fiiggvény mono-
tonitasanak érvényességét tessziik az értelmezés alapelvévé. Térjlink at megint egy konkrét
feladatra, példaul a 2V2 irracionélis kitevéjii hatvany meghatérozasara. A v/2 irraciondlis
szam és /2 = 1,41421 . .. kozelitésébél indulunk ki. Ennek értelmében felirhaté, hogy

1<v2<2,
14 15
— =14 2<1,b=—
= h4<V2<li=1p,
141 142
—=141<V2<1,42=—
100 ’ \/7 ’ 100’

Mivel mér bizonyitottuk az f(z) = 2* fiiggvény szigorian monoton névekvé tulajdonsagét,
igy az is érvényes, hogy
2l < 2V2 < 22

4

210 < 2V2 < 215,

[
o

141 2 142
2100 < 2\/_ < 21007

141

Mivel 2106 — 2100 = 2100 <2ﬁ — 1) < 0,02, az eljarast folytatva pedig egyre kisebb

kiilonbségeket kapunk az intervallumok hosszara, ami azt jelenti, hogy a 2V2 szimot egyre
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jobban kozelitik az egyméasba dgyazott intervallumok alsé és felsé hatarai. Ez szugeralja
azt a gondolatot, hogy pontosan egy olyan szam van, amely beletartozik az egymaéasba
agyazott intervallumok mindegyikébe, és ezt a szamot ,nevezziik ki” a 2V2 értékének. A
fenti okoskodas alapjan fogalmazzuk meg a kovetkezd definiciot.

8.1. Definicié. Legyen a # 1 pozitiv valds szam, x tetszdleges valds szdm, valamint ko,
Ko; ki, Ki; ko, Ko; ... ky, Ky oo azx szam olyan also €s felsd kozelitd értékei, amelyek
eqgymdasba skatulydzott intervallumokat hatdroznak meg, és ezen intervallumok hosszusdagai
kézott van tetszolegesen kis érték is, akkor a® az

(ako,aK‘)) , (akl,aKl) S (ak",aK”) e

intervallumok dltal meghatdarozott értéket értjuk.

A fentiek alapjan elmondhaté, hogy az

flx)=2" 2€Q

fliggvény grafikonja ,.kitolthet6” pontokkal ugy,
hogy egy folyamatos gorbét kapjunk, és ez a
gorbe lesz az

flz)=2%, ze€eR (8.1)

fliggvény grafikonja, amelyet a jobb oldali abran
mutatunk be.

Hasonléan lesz minden a > 1 valés szam esetén
az f(r) = a®, © € R exponencidlis fliggvény
grafikonja a (8.1) fiiggvény grafikonjdhoz ha-
sonlé monoton novekvé gorbe.

Legyen most az a” hatvany alapja 1-nél kisebb,
azaz legyen 0 < a < 1. Ebben az esetben

az f(z) = a%, x € R fliggvény grafikonjdra
a novekvé tulajdonsdg nem érvényes. Ekkor

1
ugyanis b = — > 1, s ha xy > =z, akkor
a
1 1
b*? > b*, illetve — < —, ahonnan
brz  p

1\* 1\
(E) <<Z) ,  vagyis a”? < a"'.

A fent leirt tulajdonsdg 0 < a < 1 esetén az
f(x) = a* figgvény grafikonjanak szigortan
monoton csokken6 tulajdonsagat fejezi ki, s
minden ilyen fliggvény grafinja a jobb oldalon
lathato f(x) = (%)x fiiggvény grafikonjdhoz ha-
sonlé.
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8.2. Exponencialis egyenletek, egyenlotlenségek
és egyenletrendszerek

8.2.1. Exponencialis egyenletek

8.2. Definicid. Ezxponencidlis eqyenleteknek nevezzik azokat a egyenleteket, amelyekben
az ismeretlen a hatvanykitevében (exponensben) szerepel.

Az exponencidlis egyenletek megolddsakor arra toreksziink, hogy az egyenlet mindkét
oldalat azonos alapu hatvanykifejezésre hozzuk, azaz a # 1 pozitiv valés szam esetén

W@ — qo@)
alakira transzformaljuk, ahonnan az y = a® fiiggvénygorbe szigori monoton tulajdonsa-

gabol kovetkezik, hogy ha az af® és a9 figgvényértékek megegyeznek, akkor meg kell
egyeznitik az f(x) és g(x) hatvanykitevoknek is, vagyis f(x) = g(z) teljesiil.

Osszetettségiiket és megolddsi menetiiket figyelembe véve az exponencislis egyenleteket
megoldasi médjuktdl fiiggéen négy csoportba sorolhatjuk.

I. Azonos alapra hozhat6é exponencialis egyenletek

Az y = a" fliggvénygorbe szigori monotonitasi tulajdonsaga miatt tetszéleges a # 1
pozitiv valés szam esetén érvényes:

'@ =@ = f(z) = g().

0,8z
’ 64
8.1. Példa. Oldjuk meg a 1 =5 exponencialis egyenletet.

Mivel az adott egyenlet felirhato
3\ 087 3\ 3
() - ()

xT

3
ekvivalens alakban, igy az f(z) = <—) fliggvény szigoruan monoton tulajdonsagat

4
figyelembe véve kapjuk, hogy a hatvanykitevok kiegyenlithetok, azaz
4 1
0,8¢ = —3, ahonnan gx = =3, illetve z = —15.

8.2. Példa. A (3%)° = 33 exponenciilis egyenlet felirhaté a 3% = 323 ekvivalens alak-
ban, s az f(z) = 3% fiiggvény szigorian monoton tulajdonsagat figyelembe véve kapjuk,
hogy a hatvanykitevok kiegyenlithetok, azaz

3
3r=x+3, ahonnan 2z =3, illetve x = 7

II. Tényezokre bontassal megoldhaté exponencialis egyenletek

Ebben az esetben tetszéleges a # 1 pozitiv valds szam és z,y € R esetén az
At =a" - a¥ és "V =—

azonossagok alkalmazéasara utalunk az egyenlettipus megnevezésében.
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8.3. Példa. Hatérozzuk most meg az 5" — 577! = 24 exponencialis egyenlet megoldas-
halmazat. Alkalmazva a fent emlitett hatvanyozasi szabalyokat, alakitsuk at az egyenletet
a kovetkezo ekvivalen atalakitasok segitségével:

2l _5rml — 94— 5-5%-%:24
1
= 5w<5—g):24
24
< €_5m:24

<= 5"=5 ahonnan x=1.
Az egyenlet megolddshalmaza tehat M = {1}.

8.4. Példa. Tekintsitkk most a 7 - 3%t — 5212 = 3771 _ 573 exponencidlis egyenletet,
amelyben 5-6s alapt és 3-as alapt hatvanykifejezések is vannak, tehat nem hozhatok koézos
alapra. Ilyenkor a kétféle alapot csoportositjuk az egyenlet két kiilonbozé oldalan. Ebben

az esetben felirhato a
7 X 3:C+1 o 31‘+4 — 51‘+2 o 5:C+3

ekvivalens egyenlet. Tényezokre bontas utan a
7-3°-3-3".3"=5"-5"—-5".5
ekvivalens egyenlet kovetkezik, amelybdl pedig rendezéssel kapjuk a
21-3"—81-3"=25-5"—125-5" illetve 60-3" =100 -5"
ekvivalens egyenletet. Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 60 - 5*-nel. Ekkor a

3 100 3\* 5 . 3\ “ 3\ !
— = —, azaz —| ==, illetve -1 ==
57 60 5 3 5 5

3 x
egyenlet addédik, ahonnan az f(x) = (S) fliggvény szigoruan monoton tulajdonsagat
figyelembe véve kapjuk, hogy a hatvanykitevok kiegyenlithetok, azaz © = —1.
I11. Masodfoku egyenletre visszavezethetd exponencialis egyenletek

Ha egy exponencidlis egyenletben tetszoleges a # 1 pozitiv valés szam esetén az a”

hatvanykifejezés mellett az (a*)* = a®** = (a®)® hatvanykifejezés is szerepel, akkor az
ilyen egyenlet a® = t és a** = t* helyettesitéssel visszavezetheté mésodfoki algebrai
egyenletre.

8.5. Példa. Oldjuk meg a 4” + 2% = 20 exponencidlis egyenletet. Vegyiik észre, hogy
47 = (2%)" = 22* = (2%)2, majd vezessiik be az egyenletbe a 2” = t helyettesitést. Ekkor
az eredeti exponencidlis egyenlet a t* +¢ —20 = 0 masodfoki algebrai egyenletre vezetédik
vissza, amelynek megoldésai t; = —5 és ty = 4. Visszahelyettesités utan a

2"=—-5 és 2" =4

exponencialis egyenleteket kapjuk, melyek koziil a 2* = —5 egyenletnek nincs negoldasa,
hiszen az exponencidlis kifejezés mindig szigorian pozitiv, tehat negativ értéket nem ve-
het fel. A 2% = 4 egyenlet megoldasa x = 2, s igy az adott exponencialis egyenlet
megoldashalmaza M = {2}.
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8.6. Példa. Keressiik most meg az 5° — 5% = 20 exponencidlis egyenlet megoldésait.
Hasonléan kell eljarnunk, mint az eloz6 feladatban. Vegyiik észre, hogy az egyenlet
felirhato az

53
x —
5" — o 20
ekvivalens alakban, s célravezeto tjra bevezetni az 5* = t helyettesitést. Ekkor az eredeti

125
exponencialis egyenlet a t — - = 20, illetve t* — 20t — 125 = 0 masodfoki algebrai

egyenletre vezetodik vissza, amelynek megoldasai a t; = —5 és t, = 25 szamok. Vissza-
helyettesités utan az

5" =—=5 és H5"=25
exponencialis egyenleteket kapjuk, melyek koziil az 5* = —5 egyenletnek nincs negoldasa,
hiszen most is ¢t > 0 érvényes. Az 5 = 25 egyenlet, igy az eredeti exponencialis egyenlet
egyetlen megoldésa z = 2.

IV. Osszetett tipusi exponencislis egyenletek
Ezekben az egyenletekben az el6bb emlitett tényezokre bontast, kiemelést és helyettesitést
vegyesen alkalmazzuk.
8.7. Példa. Hatarozzuk meg a 64 - 9° — 84 - 12* 4+ 27 - 16° = 0 exponencialis egyenlet
megoldashalmazat. Vegyiik észre, hogy az adott egyenlet felirhaté a

6437 —84-3" 4" +27-4* =0

ekvivalens alakban, amely egy homogén egyenlet. Osszuk el a kapott egyenlet mindkét
oldalat a 4** hatvéanykifejezéssel. Ekkor a

32 37 . 4 . 3\ * 3\°
64-@—84~W+27:0, illetve 64.(1) —84~(Z) +27=0
ekvivalens egyenlethez jutunk, amelyben célszerii bevezetni a 1) = t helyettesitést.

Ekkor az eredeti egyenletet a 64t? — 84t + 27 = 0 masodfoki egyenletre vezettiik vissza,

amelynek megoldasai t; = 16 és ty = T Visszahelyettesités utan az

3\ 9 4 3\"* 3
4 16 4 4

exponencialis egyenleteket kapjuk, ahonnan a megoldasok x; = 2 és x9 = 1, az adott
exponencidlis egyenlet megoldashalmaza pedig M = {1, 2}.

8.8. Példa. Végiil oldjuk meg a 20" —6-5"+10" = 0 exponencidlis egyenletet. Rendezéssel
az adott egyenlet felirhaté a

(4-5)"—=6-5"4+(2-5)*=0, illetve 4%-5—6-5°+2"-5 =0
ekvivalens alakban. Innen kiemelve a kozos tényezot adodik, hogy
5% (4°* =6 +2%) =0, ahonnan 5*=0 vagy 4°+2°—6=0.

Mivel 5% > 0, igy az 5* = 0 egyenletnek nincs megoldasa. A 4% + 2* — 6 = 0 egyenletben
alkalmazva a 2% = t helyettesitést, a t?+t—6 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek
gyokei t| = 2 és to = —3. Visszahelyettesités utan 2* = 2 egyenletbol x = 1 kovetkezik, a
2% = —3 egyenletnek pedig nincs valés megoldasa.

Az eredeti exponencidlis egyenlet megoldashalmaza tehat M = {1}.
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8.2.2. Exponencialis egyenl6tlenségek

8.3. Definicid. Fzxponencidlis eqyenlotlenségnek nevezzik az olyan egyenldtlenséget, a-
melyben az ismeretlen a hatvdanykitevoben szerepel.

Figyelembe véve az f(x) = a® exponencialis fiiggvény szigorian monoton névekvé tulaj-
donsagat a > 1 valds szamok esetén, valamint szigortiian monoton csokkeno tulajdonsagat
0 < a < 1 valés szamokra, megfogalmazhatjuk a kovetkezdket:

1°Ha a > 1, akkor o/ < a9®  —  f(z) < g(x).

2°Ha 0 < a < 1, akkor a/@ < o™  «—  f(z) > g(z).

Az exponencidlis egyenlotlenségekre vonatkozo imént felsorolt tulajdonsagok nagyon szé-
pen leolvashatok a kovetkezo két abrardl is.

T <Xy < a"'<a™ T <Xy < a"'>a"™

Az elmondottak alapjan az exponencialis egyenlétlenségek megolddsakor arra toreksziink,
hogy az Gsszetettebb exponencialis egyenlétlenségeket

@ < 9D vagy of® > 090 vagy ol @ < g9®  vagy f@ 5 g9

alaktra transzformaljuk.
z+2 1 T

1
8.9. Példa. Oldjuk meg az (g > (5) exponencialis egyenlotlenséget. Hozzuk

azonos alapi hatvanyra az egyenlotlenség két oldalat. Ekkor az
1 42 1 2x
— > —
) -0)

1
ekvivalens egyenlotlenséget kapjuk, ahonnan az f(z) = (5) fliggvény szigorian mono-

ton csokkend tulajdonsagabdl x + 2 > 2z, illetve x > 2 kovetkezik.
Az egyenlétlenség megoldashalmaza tehat az M = (2, 00) intervallum.

8.10. Példa. Hatdrozzuk meg az 527! > 5% + 4 exponencidlis egyenlétlenség megoldés-
halmazat. Irjuk fel az adott egyenlStlenséget elészor az 5 - 5% — 5% — 4 > 0 ekvivalens
alakban, majd vezessiik be az 5” = t helyettesitést. Ekkor az 5t —t — 4 > 0 méasodfoku

egyenlotlenséget kapjuk, amely t € (—oo, —é) U (1, 00) esetén teljesiil, azaz a megoldas a

5

4
t<_§ vagy t>1



8. EXPONENCIALIS ES LOGARITMUSOS EGYENLETEK,
294 EGYENLOTLENSEGEK ES EGYENLETRENDSZEREK

egyenlGtlenségek megolddshalmaza. Visszahelyettesités utan a
€T 4 €T
5" < — vagy o >1

egyenlotlenségek megoldashalmazat keressiik. 5* > 0 miatt az els6 egyenlotlenségnek
nincs megolddsa. A mésodik egyenlétlenség felirhaté az 5% > 5° ekvivalens formaban,
ahonnan az f(z) = 5 fliggvény szigorian monoton névekvo tulajdonsiga miatt kovetkezik,
hogy x > 0.

Az eredeti egyenlétlenség megolddshalmaza tehat az M = (0, 00) intervallum.

8.11. Példa. Keressilk meg most a 2°t2 — 2713 _ 974 » 5o+l _ 5242 oxponencidlis
egyenlotlenség megoldashalmazat. Végezziik el el6szor a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:

21‘+2 _ 2Z‘+3 _ 2:(:+4 > 5SC+1 o 5Z‘+2

— 22.97_93.9v _ 4. 9" 5 5. 5% _ 52,57
< 2%(4—8—-16) > 5%(5 —25)
— —-20-2% > —-20-5"
— 2°< 5% /:5% (mert 5 > 0)
2(2
= —<1
5:(:
=

B R

2
Mivel az f(x) = (5) fliggvény szigortian monoton csokkend, ezért az utolsé egyenlot-

lenségbol kovetkezik, hogy = > 0.
Az eredeti egyenlStlenség megoldashalmaza tehat az M = (0, 00) intervallum.

8.2.3. Exponencialis egyenletrendszerek
8.4. Definicié. Ezxponencidlis egyenletrendszernek nevezziik az olyan egyenletrendszert,
amelyben legaldbb az eqyik egyenlet exponencidlis.
8.12. Példa. Oldjuk meg a kiovetkezd exponencidlis egyenletrendszert:
3V = 729,
3WT.9% = 243,
Végezziik el az egyenletrendszeren a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:

32\/5\/5 — 36’
FUTVE 30,

Vivi = 3,
2yy++vVxr =5

A masodik egyenletbdl kapjuk, hogy v/x = 5 — 2,/y, s ezt a kifejezést behelyettesitve az
els6 egyenletbe adddik az
(5 2/7Vi=3
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a /y-ra masodfoku egyenlet. Bevezetve a /y = t helyettesitést kapjuk a 2t° — 5t +3 =0
masodfoku algebrai egyenletet, amelynek gyokei t; = 1 és t, = 5 Visszahelyettesités

utan kapjuk, hogy

3

9
Vy=1 ¢és @:5, ahonnan 1y =1 és y2 =
A Vr =5 —2/y egyenlbséghdl = (5 — 2,/y)*, ahonnan z; = 9 és =, = 4. Az

9
egyenletrendszer megolddsai tehét a (9; 1) és (4; 1) rendezett parok, az egyenletrendszer

- fo ()}

8.13. Példa. Addjuk meg a kivetkez6 exponencialis egyenletrendszer megoldashalmazat:

megoldéshalmaza pedig

4ot — 128,
53x—2y—3 - 1.

Végezziik el az egyenletrendszeren a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:

22(:(:+y) — 27’
53r—2y—3 _ 50
20+2y = T,
3r—2y = 3

N W

A kapott ekvivalens egyenletrendszer megoldasa a (2; ) rendezett par, az eredeti egyen-

letrendszer megoldashalmaza pedig

{3

8.14. Példa. Keressiik meg a kovetkezd exponencialis egyenletrendszer megoldasait:

r+y = 4
2°+2Y = 10.

Az egyenletrendszer elsé egyenlete linearis, s ebbol y = 4 — x. Behelyettesitve a kapott
kifejezést a masodik egyenletbe adédik a 2 4 2 = 10 exponencialis egyenlet, ahonnan
4

16
2" + 5% = 10. Bevezetve a 2° = t helyettesitést kapjuk a ¢t + il 10, majd rendezés
utdn a t? — 10t + 16 = 0 masodfoki algebrai egyenletet, amelynek gyokei t; = 8 és t, = 2.
Visszahelyettesités utan kapjuk, hogy 2* = 8, ahonna x; = 3, majd hogy 2* = 2, ahonnan

Ty = 1. y =4 —x miatt y; = 1 és yo = 3 kovetkezik, vagyis az az eredeti egyenletrendszer
megoldashalmaza M = {(1;3),(3;1)}.
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FELADATOK

1. Oldjuk meg a “V2e+1 = /2. 82~1 exponenciilis egyenletet.
Megoldas. Az egyenletet hatvanyok alakjaban

IS

z+

2+

z—1

8%

H
8=

=2

modon irhatjuk fel. 2-es alapi hatvanyok segitségével az egyenletet felirhatjuk az

ekvivalens
z+4 1 3z—3 . z+4 1, 3z—3
2ol =2z -2« | illetve 241 =217

alakban, ahonnan az f(z) = 2% fiiggvény szigori monotonitasabol kovetkezik, hogy
kiegyenlithetok a hatvanykitevok, azaz

T+ 4 1+3x—3 . xz+4 3x-—2
== vagyvis =
r+1 x x &Y x+1 x

, x#0, v#—1.
Beszorozva az egyenlet mindkét oldaldt x(x + 1)-gyel adédik az

r(x+4)=(r+1)B3x—2), illetve 22* -3z —-2=0

1
masodfoku egyenlet, amelynek megoldasai 1 = 2 és x5 = —5

1
Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat az M = {—5, 2} kételem1i halmaz.

2. Adjuk meg a 8ia7 - \3/ *V/0,5%~1 = 1 exponencidlis egyenletet megoldashalmazat.

Megoldas. A 8, 0,5 és 1 szamok kozos alapja a 2 lehet, ezért irjuk fel az egyenlet
bal és jobb oldalat 2 hatvanyaiként a kovetkezoképpen:

(23)% : (2_1)3?;—:1) =20 illetve 957825 — 90

Az f(x) = 2" fiiggvény szigori monotonitasabol kovetkezik, hogy

3z —9 1—3x_ 3r—9 3zx-—1

7
— 0. illet _ ! 1.
3w 7 T3p_g O dlletve = —os, wAg e

Beszorozva az egyenlet mindkét oldaldt (3x — 3)(3x — 7)-tel kapjuk a
3z —9)(3x —3) = (Bx — 1)(3x — 7), majd rendezés utan a 12z = 20

5 5
egyenletet, ahonnan xr = 3 a megoldashalmaz pedig M = {g}

3. Hatarozzuk meg a 4* 373 = 3ot 02—l exponencialis egyenletet megoldashalmazat.

Megoldas. Az egyenlet felirhato a 2 és a 3 hatvanyai segitségével, s rendezés utan
a

2% 37 3
22m+—:3z~\/§+—3, ahonnan = - 2% = - 3",

2 V3 2

S
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majd tovabbi rendezés utan

22m

v e e () - ()

3
egyenlet kaphatd, amelybdl 2x = 3, majd x = 5 kovetkezik.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat M = {g}

242 2x—5 2x—3

4. Oldjuk megab s —4 3 =55

14750 exponencialis egyenletet.
Megoldas. Rendezés és tényezokre bontas utdn az egyenlet felirhato az

2x 2x 2x

- 55 43 4%
5% .58 20 =20 %2
43 43

3
5

ekvivalens alakban, majd kiemelés utan kapjuk a

2z 5—1_ 22 4 1 . 5 2z 4 (s 2z 5
55 - T —43-\3/4_5, illetve (\/5) -553—(\/1> - —,

rendezés utan pedig a

(\5/3)296: 5V5 illetve V5 2:0: V5 8
(A a2V V4 V4

exponencialis egyenletet, ahonnan 2x = 8, vagyis x = 4.

Az eredeti egyenlet megolddshalmaza tehat M = {4}.

5. Keressiik meg a 9%~ —36.3" 3 +£3=0 exponencialis egyenlet megoldésait.

Megoldas. Végezziik el el6szor a tényezdkre bontast. Ekkor

9% 36 .,
.3 43=0.
9 27 +

Bevezetve a 3°° =t helyettesitést az

1, 4
—t? — ~t+3=0, illetve *—12t+27=0

9 3
masodfokt egyenletet kapjuk, amelynek gyokei t; = 3 és to = 9. Visszahelyettesités
utan a
2 , 2
3 =3 é 3" =9
exponencidlis egyenleteket nyerjiik, amelyekbdl 2% = 1, azaz 1, = 1 és 29 = —1,

majd 2% = 2, vagyis 23 = /2 és 4 = —/2 adédik.
Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat M = {—\/5, —1,1, \/5}
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6. Hatarozzuk meg a ( 2 - \/g) + (\/2—1— \/5) = 4 exponencialis egyenletet

megoldéshalmazat.

Megoldas. Ebben és az ehhez hasonlé esetekben azt kell észrevenni, hogy 2 — /3
és 2 + /3 egymas reciprokai. Ekkor az egyenlet felirhat6

e () -

—_— _l_
(V2+V3)
alakban. Bevezetve most a (\/ 2+ \/5) =t helyettesitést kapjuk az

1
¥+t:4, illetve t*—4t+1=0

mésodfoki egyenletet, amelynek megolddsai t; = 2 + /3 és t, = 2 — /3. Visszahe-
lyettesités utan a

<2+\/§)§:2+\/§ és (2+\/§)§: (2+\/§)_1

exponencialis egyenleteket nyerjiik, amelyekbdl a hatvanykitevék kiegyenlitésével
I = 2 és To = —2 adddik.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat M = {—2,2}.

. Oldjuk meg a 2v/9 — 5v/6 + 3v/4 = 0 exponencidlis egyenletet.

Megoldas. frjuk fel az egyenletet
2.9% —5.65 +3-4: =0, illetve 237 —5-2% 3% 4327 =0

alakban, majd osszuk el az egyenlet mindkét oldalat a 2: hatvannyal. Ekkor a

2 1 2 1
2'3—:—5'3—3:—1-3:0, illetve 2<§) _5.<§) +3=0
2= 2% 2 2

1
3\ =
egyenletet kapjuk, amelyben bevezetve a (5) = t helyettesitést az 2t> —5t+3 = 0

masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai t; = 5 és to = 1. Visszahe-

1 1
3N _3 . (3)_,
2) —2 % \3) =

exponencialis egyenleteket kapjuk, ahonnan

lyettesités utan a

1
— =1, azaz x, =1 adddik, illetve — =0,
x x
amely egyenletnek nincs megoldasa.

Az eredeti egyenlet megolddshalmaza tehat M = {1}.
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8. Adjuk meg a (z — 3):02_:0 = (z— 3)2 exponencialis egyenlet megoldashalmazat.

Megoldas. Mivel az egyenlet bal oldalan a hatvanykitevében is szerepel az x
ismeretlen, igy az z — 3 kifejezés, mint egy hatvanykifejezés alapja pozitiv kell
legyen, azaz x — 3 > 0, illetve x > 3 kell teljesiiljon. Masrészt, ha © — 3 = 1, akkor
az egyenlet bal és jobb oldala megegyezik, mindketté 1-gyel egyenlo, igy z1 = 4
megoldédsa az egyenletnek.

Ha = > 3 és o # 4, akkor azonos alapi hatvanyokat egyenlitettiink ki, tehat
a hatvanykitevéket is kiegyenlithetjiikk. Ekkor az 2? — x = 2 mdsodfokd egyen-
letet kapjuk, amelynek megoldasai zo = 2 és x3 = —1. Mivel ezen szamok koziil
egyik sem elégiti ki az x > 3 feltételt, igy az egyenletnek csak egy megoldasa van,
megolddshalmaza pedig M = {4}.

9. Oldjuk meg a 4% — 47+ = 3. 277V ogvenletet.
Megoldas. Az egyenlet értelmezett, ha

>0 és 4% >4V azaz x> o+ 1.

Rendezve az utolsé egyenldtlenséget kapjuk a z — /r — 1 > 0 egyenlStlenséget,
amelybe bevezetve a /1 = y helyettesitést az y>—y—1 > 0 mdsodfoku egyenlStlenség
adddik, amelynek megoldéasa

1-+5 1+5
< 5 vagy y > 5 ;

visszatérve az eredeti valtozora és figyelembe véve, hogy x > 0 kell, hogy teljesiiljon,
a feladat értelmezési tartomanya

D= \/14_7\/5,00 , ahol 1+2\/gm1.23.

Végezziik el a kovetkezo ekvivalens atalakitdsokat, amelyek soran el6szor osszuk el
az egyenlet mindkét oldaldt 22V®-szel.

47— VTR = 30T HVE e 92V g g eV
2
= (Qx—ﬁ) —3.97VE _ 4 =

Vezessiik most be a 2°7V® = ¢ helyettesitést. Ekkor az egyenlet az t> — 3t —4 = 0
masodfoku egyenlettel lesz ekvivalens, amelynek megoldasai t; = 4 és t, = —1,
ahonnan ¢t > 0 miatt a t5 gyok nem ad megoldast. Helyettesitsiik akkor vissza a
els6 gyokot, vagyis legyen

2EVE — 22 ahonnan z —+z =2, illetve 2?2 —5z4+4=0,

amelynek megoldasai z1 = 4 és xo = 1, de ezek koziil csak x; = 4 van benne a D
értelmezési tartomédnyban, igy a megolddshalmaz M = {4}.
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10.

11.

Hatarozzuk meg a
2m+2+2x+1+2m+2x—1+_._:3x+3+3m+2+3w+1+3m+”.

egyenlet megoldashalmazat.

Megoldas. Kiemelve az egyenlet bal és jobb oldalan a kozos tényezot adodik a
20 (22 42!+ 20+ 271 ) =37 (32 + 37 +3' +3°+37)
egyenlet, majd felhasznalva mindkét oldalon a végtelen mértani sor 0sszegzoképletét

kapjuk, hogy A -

amely rendezés utan a

2\" 81 2\* [2\"
3) “160 Y \3) T\3

egyenletet adja, ahonnan a megoldas ©r = —4.
Hatarozzuk meg a kovetkez6 egyenlet megolddshalmazat:

N RN Gl E)
(z —3)(z+1)

=0.

Megoldas. Az egyenlet értelmezett, ha érvényesek a kovetkezo feltételek: x—3 # 0
ésx+1#06s —a®>—x+12>0. A fenti egyenlStlenségrendszer megoldashalmaza,
s igy az egyenlet értelmezési tartomanya D = [—4,—1) U (—1, 3).

Egy hanyados akkor nulla, ha a szamlaldja nulla, tehéat a
Ve — a1z (3% - vB) =0

egyenlet megoldéashalmazanak azt a részhalmazat keressiik, amely benne van a D
értelmezési tartomanyban. Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezéje nulla,

tehat
V—1?—x+4+12=0 vagy 37T — /3 =0.

V=22 —2+12 =0, ha —2? — 2 + 12 = 0, amely mésodfoki egyenlet megoldédsai
r1 = —4 és 19 = 3. EbbOl x5 nincs az egyenlet értelmezési tartomanyaban, tehat
nem megoldasa az egyenletnek.

47 1
3% V3 = 0, ha 37T = 3, azaz % — 7= amely egyenlet megoldasai
7 7
r3 = — és x4 = —=. EDbbOl az x3 nincs az egyenlet értelmezési tartomanyaban,

tehat nem megoldésa az egyenletnek.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat M = {—4, ;}
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12. Hatdrozzuk meg az (z + 1)9°7% + 42 - 3*7® — 16 = 0 egyenlet megolddshalmazt.

Megoldas. Vezessiik be a 3772 = ¢ helyettesitést. Ekkor az egyenlet ekvivalens az
4

r+1
ty = —4. Mivel t > 0 miatt a t; gyok nem ad megoldést, ezért helyettesitsiik vissza

a els6 gyokot, ahol x +1 > 0, azaz x > —1. Ekkor

és

(x4 1)t* + 4ot — 16 = 0 mésodfokii egyenlettel, amelynek megoldésai t; =

4
3773 = T amelynek x =3 megoldasa.
x

Mivel az y = 3" fiiggvény szigorian monoton novekvé, az y = o1 figgvény
x

pedig szigorian monoton csokkeno, igy az egyenletnek tobb megoldasa nincs, vagyis
a megoldashalmaz M = {3}.

22z %
3 xr
13. Oldjuk meg a (<?> ) > 1 egyenlotlenséget.

3
Megoldas. Fejezziik ki az egyenlotlenség mindkét oldalat - hatvanyaként. Ekkor

a
3\ 5 /3\°
2 > (2 0
)7 =2G)

3 3\"
egyenlotlenséget kapjuk. Mivel = < 1, gy az f(z) = (—) fiiggvény szigorian

7
monoton csokkend, s a kitevokre érvényes, hogy

r—2 <0
x

A kapott egyenl6tlenséget a baloldali
(=00,0) | (0,2) | (2,00) tablézat scgitségével oldjuk  meg.
T —2 - + + A tablazatbél kiolvashaté, hogy az
L - — + egyenldtlenség 0 < z < 2 esetén
=2 + — + teljestil, tehat a megoldashalmaz az

L M = (0, 2] intervallum.

o 3w+1

14. Hatérozzuk meg az 2° - 3” < 0 egyenldtlenség megoldashalmazat.

Megoldas. Tényezékre bontéds és kiemelés utan kapjuk a
3" (2* —=3) <0

egyenlGtlenséget. Mivel 3 > 0 minden valés x esetén, igy a fenti szorzat csak akkor
lesz nempozitiv, ha
*—3<0

teljesiil. A kapott mésodfoki egyenlStlenség teljesiil, ha —v/3 < 2 < /3, az ere-
deti exponencidlis egyenlStlenség megolddshalmaza pedig az M = [—+/3, /3] zért
intervallum.
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15. Adjuk meg az

16.

3 13 > Sete 1 exponencialis egyenlétlenség megoldashalmazat.

Megoldas. Tényezékre bontas utan kapjuk az
1 1
>
220 43~ 4.2° — 1

exponencialis egyenlGtlenséget, majd bevezetve a 2% =t helyettesitést kapjuk az

1 1
>
?+3 " 4t—1
egyenlotlenséget, amelynek megoldasa a kovetkezo ekvivalens atalkitasokkal torténik:
1 - 1 — 1 B 1 >0
24+3 ~ 4t—1 243 4t—17—
4t —1—1t* -3
= Ern@-n ="
PN —t* + 4t — 4 N
(t2+3)(4t—1) —
2
— (t—2) <0

(t2+3)(4t—1) —
Az utolsé egyenlotlenségbol kiolvashatd, hogy t = 2 esetén lesz igaz az egyenlOség, s

hogy (¢ —2)? > 0 és t* +3 > 0 miatt a hanyados akkor és csakis akkor lesz negativ,

1
ha 4t — 1 < 0, vagyis t < T

Visszahelyettesités utdan kapjuk, hogy a t = 2 megoldasnak megfelel a 2° = 2!
exponencialis egyenlet, ahonnan z = 1 megoldéasa az adott egyenl6tlenségnek.

1
Haat < 1 megoldashalmazt tekintjiik, akkor itt visszahelyettesités utdn a 2° < 272

exponencialis egyenl6tlenséget kapjuk, ahonnan z < —2 a megoldas.

Az eredeti exponencialis egyenlétlenség megolddshalmaza tehat
M = (—o0, —2) U {1}.
Oldjuk meg a (2 + V/3)" + (2 — V/3)* > 4 egyenlétlenséget.

1
Megoldas. Mivel 2 — /3 = YL ezért az egyenlet felirhato a

+V3
1
24 VEF s L >y
( ) 21 var
ekvivalens alakban. Vezessiik be a (2 + \/g)x = y helyettesitést. Ekkor kapjuk az

y* — 4y + 1 > 0 masodfoki egyenlStlenséget, amely akkor teljesiil, ha y < 2T 3
+
vagy y > 2 4+ /3. Visszahelyettesités utdn azt kapjuk, hogy

2+V3)" <2+ V3! vagy (2+V3)" > (2+V3),
ahonnan kovetkezik, hogy © < —1 vagy x > 1, vagyis a megoldashalmaz

M = (—o0,—1) U (1, 00).
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17. Hatérozzuk meg az egyenlotlenség megoldashalmazat.

1 - 8
Vz+1 Va2
Megoldas. Az egyenlotlenség x + 1 > 0 esetén értelmezett, tehat az értelmezési

tartoméanya a D = [—1, 00) intervallum. Figyelembe véve, hogy V22 = |z|, felirhaté

az eredetivel ekvivalens ) .

VAl ~ 2m

az egyenlotlenség. Most vessziik mindkét oldal reciprokat, s némi rendezés és a
relacidjel megvaltozasa miatt kapjuk, hogy

2\/1‘+1 < 2‘1“—3'

Az f(x) = 2% figgvény szigorian monoton névekvo, a négyzetgyokos kifejezés pedig

nem lehet negativ, ezért
0<Vz+1<]z|-3.

Mivel most nemnegativ mennyiségeket hasonlitunk ossze és az g(x) = z? fiiggvény
pozitiv értékekre szigorian monoton novekvo, igy ezért az

r+1< (|| —3)?
egyenlotlenséget kapjuk, amibol az
2> — 6z —2+8>0

masodfoku egyenlétlenség adodik. Két esetet vesziink figyelembe.

1. eset. Ha o > 0, akkor |z| = z. Ekkor az 22 — 6x — x + 8 > 0, illetve rendezéssel

7T—17
az 2 — Tz + 8 > 0 mésodfoki egyenl6tlenség adddik, amely x < —a vagy

V17 . . , .
pedig z > v esetén teljesiil. Figyelembe véve, hogy most x > 0, igy a

— V1 17
megoldashalmaz M; = [O, 77\/77> U (%, oo).

2. eset. Ha —1 < z < 0, akkor |z| = —x. Ekkor az 2*> + 6z — x + 8 > 0,
illetve rendezéssel az x? + 5z + 8 > 0 mésodfoku egyenlétlenséget kapjuk, amely
minden valds = esetére teljesiil. Figyelembe véve, hogy most —1 < x < 0, igy a
megoldashalmaz M, = [—1,0).

Az eredeti egyenl6tlenség megoldashalmaza

7—\/ﬁ>u<7+\/ﬁ OO)

M:M1UM2:[—1, 2 2

18. Oldjuk meg a kovetkezé exponencialis egyenletrendszert:

821‘+1 — 32 . 24y—1’

5.5 = /2521,
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19.

20.

Megoldas. frjuk fel az els6 egyenletet a 2, a méasodikat pedig az 5 hatvanyaiként.
Ekkor a

6x+3 4y+4
2 2yt

5x—y+1 — 52y+1

egyenletrendszert kapjuk, ahonnan a megfelelé exponencidlis fliggvények szigoru
monotonitasa miatt a hatvanykitevok kiegyenlithetok, vagyis felirhaté a

6r+3 = 4dy+4,
r—y+1 = 2y+1

linearis egyenletrendszer, amelynek megoldasa a rendezett par, s igy az

14’ 14
3 1
eredeti exponencialis egyenletrendszer megoldashalmaza M = { (ﬂ’ ﬁ) }

Hatarozzuk meg a kovetkezo exponencialis egyenletrendszer megoldashalmazat:

2% .Y — 24,
9.3 — 54,

Megoldas. A két egyenlet Osszeszorzasaval kapjuk a
6% -6Y =24-54, illetve 6" =¢6"

exponencialis egyenletet, ahonnan a megfelel6 exponencialis fiiggvény szigort mono-
tonitasa miatt a hatvanykitevok kiegyenlithetok, vagyis felirhato az x+y = 4 linearis
egyenlet, ahonnan y = 4 — x. Behelyettesitve ezt a kifejezést az els6 egyenletbe
adodik a

81 2\ 2\’
27.3%" =24, illetve 2°- 3% = 24, majd a (5) = (5)

exponencialis egyenlet, amelybdl a hatvanykitevok kiegyenlitésével x = 3, majd
behelyettesitéssel y = 1 adodik.

Az eredeti exponencialis egyenletrendszer megoldashalmaza igy M = {(3,1)}.

Adjuk meg a kovetkez6 exponencidlis egyenletrendszer megoldashalmazat:

3\ (2\"7 _ 65
2 3 36’
ry—c+y = 118

3\
Megoldas. Vezessiik be az elsé egyenletbe a <§> =t helyettesitést. Ekkor a

1
t——:@,ﬂmmzw%wm—%zo
t 36
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. , . 9, 4 P
masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek ¢; = 1 és ty = 3 a megoldésai. Visszahe-
lyettesités utan a
N3\ e 3\*Y 4
2) T \2) > P \9) T
exponencialis egyenleteket kapjuk. Az elsé egyenletbdl az x — y = 2 linedris egyen-
letet kapjuk, a masodik egyenletnek pedig nincs valés megoldasa. Igy az
r—vy = 27
zy—x+y = 118
egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletbol x = y + 2, s ezt a masodik egyenletbe
helyettesitve az
yly+2)— (y+2)+y =0, iletve y*>+2y—120=0
masodfoki egyenletet nyerjiikk, amelynek megoldasai y; = 10 és y, = —12. A
megfeleld x parok x; = 12 és o = —10, az eredeti exponencidlis egyenletrendszer
megoldashalmaza pedig
M = {(12;10), (=10; —12)}.
8.3. A logaritmus fogalmanak bevezetése

Legyen a # 1 pozitiv valds szam. Tudjuk az el6z6 fejezetbol, s az alabbi dbrakrol is
leolvashatd, hogy az y = a” fliggvénygrafikon a > 1 esetben szigortian monoton novekvo,
0 < a < 1 esetben pedig szigortian monoton csokkend.

Legyen tovabba b egytetszileges valds szam. Azt a kérdést szeretnénk megvizsgalni, hogy
létezik-e, és ha igen, akkor egyértelmiien-e, egy olyan x € R valds szam, amelyre a® = b.
Ennek a kérdésnek a geometriai interpretacidja az lenne, hogy vajon metszi-e az y = b
egyenes, és ha igen, akkor hany pontban, az y = a® exponencidlis gorbét.

y y
A y=a¥, A
a>1
y=b b
1 b =b
|
: ™
7 | l =a¥,0<a< ]
~ - X ~ = X
T < Ty < a"'<a™ T < Ty < a"'>a™

A kérdésre a valaszok az f(x) = a® exponencidlis fiiggvény megfelel$ tulajdonsagaibol
kovetkeznek. Eloszor is az f fiiggvény értelmezési tartoménya a valds szamok R halmaza.
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Ugyanakkor az f fliggvény szigortian monoton, ami azt jelenti, hogy bijektiv fliggvényrdl
van szd, vagyis egy eredetihez egy és csakis egy képelem tartozik. A harmadik fontos
tulajdonsdg, hogy az f fliggvény képtartomanya a pozitiv valés szamok halmaza.

A feltett kérdésre a vélaszokat tehat igy fogalmazhatjuk meg:

1 Ha b > 0, akkor az y = b egyenes pontosan egy pontban metszi az y = a” exponencialis
gorbét, vagyis egyértelmiien létezik olyan valés x szam, amelyre a* = b.

2° Ha b < 0, akkor az y = b egyenes nem metszi az y = a” exponencialis gorbét, vagyis
nempozitiv b-re az a® = b egyenletnek nincs megoldasa.

Azt az x szamot, amelyre a # 1 pozitiv valds szam és b > 0 esetén a* = b, © = log, b
moédon jeloljitk (olvasd: x egyenld logaritmus a alapon b), vagyis

r=1log,b, ha a®=b, vagy masként a'°8b=p.

A megfelel6 x # 0 valos szamra, a # 1 pozitiv valds szamra és b > 0 pozitiv valés szamra
a kovetkezo Osszefiiggéseket irhatjuk fel:

@ =b = Vb=a <=  log,b=ux.

Ugyanarrol az osszefiiggésrol van szd, csak a harom szam koziil mindig mésikat fejeziink
ki explicit médon. Ez a szdmharmas olyan értelemben tartozik ossze, hogy barmelyik
kettohoz egyértelmiien hozzatartozik a harmadik.

Mindebbol kitlinik, hogy az a alapu logaritmuskeresés egy miivelet, méghozza a hat-
vanyozas inverz miivelete (ezért lehet a logaritmaldst mésképpen hatvénykeresésnek is
nevezni). Mivel a gyokvonds is a hatvdnyozds inverz miivelete, igy megéllapithatjuk,
hogy a hatvanyozasnak két lényegesen kiilonboz6 inverz miivelete van, a gyokvonas és a
logaritmalas.

8.5. Definicié. Legyen a € R, a > 0, a # 1 ésb € R, b > 0. Az a szdm b alapu
logaritmusdnak nevezzik azt a valos x szdmot, amellyel kell hatvinyozni az a szamot
ahhoz, hogy megkapjuk a b-t, vagyis amelyre igaz, hogy a* = b. Ezt a szaimot v = log, b-
vel jelolyiik, s erre igaz, hogy

x =log,b akkor és csakis akkor, ha a* = 0.

Az a szamot a logaritmus alapjdnak, a b szdmot pedig a logaritmus argumentumdnak vagy
numeruszanak nevezzik.

8.15. Példa. A logaritmus definiciéja alapjan hatarozzuk meg a kovetkezd logaritmus
értékeket.
log,2 =1, mert 2'=2; log, 8 =3, mert 2°=3§;

1 1
log, 1 —2, mert 277 = 7 log, 1 =10, mert 2°=1;
1 1 -2
log, VT = o1 mert 72 = ﬁ; log% 9=-2, mert (_) =9;

| 16 A . 2\* 16 | 1 3 C10-2 1 1
(0] — = mer — = — O — — ——., 1mer = — =
g% 81 9 3 817 glO 1000 27
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Nemzetkozi megallapodés szerint a 10-es alapt logaritmust (log,, =) log (egyes magyaror-
szagl tankonyvekben lg) jeloléssel (logz, lgz), az e alapi logaritmust In (Inz, logaritmus
naturalis, s annyit jelent, mint természetes alapt logaritmus) jeloléssel roviditjiik (egyes
magyarorszagi tankonyvekben log jeloli a természetes alapi logaritmust).

8.16. Példa. Alkalmazva a roviditett jeloléseket felirhatjuk a kovetkezdket:
log10 =1, mert 10' = 10; log100 =2, mert 10 = 100;

log0,1=—1, mert 107'=0,1; log0,0001 = —4, mert 107* =0,0001;
1 1
log V10 = 2 mert 102 = \/10; Ine=1, mert e' =e.
8.17. Példa. A logaritmus definiciéja alapjan hatarozzuk meg az x ismeretlen értékét a
kovetkezo egyenletekben:

logsz =0 <= 5=z —= =1,
—

1
log4Z:x = 4" =

log, 125 =3 <= 1°=125 <= az=5.

8.4. A logaritmus miiveleti azonossagai

Az el6z6 fejezetben leszogeztiik, hogy a logaritmuskeresés egy miivelet. Nézziik meg, hogy
milyen kapcsolatban all ez az j miivelet a tobbi miivelettel.

19 Vizsgaljuk meg el6szor a szorzas és a logaritmus kapcsolatat. Haa > 0, a # 1 ésx > 0,
y > 0 valés szamok, akkor léteznek olyan « és [ valds szamok, amelyekre

log,r=a é log,y=p4, vagyis a®* =2z és a’ =uy.

Haz > 0ésy > 0, akkor z -y > 0, s igy létezik a log, xy érték is. Ekkor a definicié
alapjan
alog“’ ry = x‘y — aa . aﬁ — aa-"_ﬁ — CLlOga w"’_lOgay

ami azt jelenti, hogy
log, xy = log, x + log, v.
Szavakkal: Szorzat logaritmusa egyenlo a tényezok logaritmusanak Osszegével.

2° Vizsgaljuk most meg a hatvanyozas és a logaritmus kapcsolatat. Legyen a > 0, a # 1,
x > 0 és s valés szamok. Ekkor létezik olyan o valds szam, amelyre

log,r =, azaz a“ =ux.
Mivel x® pozitiv valds szam, igy 1étezik a log, x® érték is. A definicié alapjan

S
alogam — 5 = (aa>8 = a5® = aslogax7
s innen (az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitasa miatt)
s __
log, x* = slog, x.

Szavakkal: Hatvany logaritmusa egyenl6 a kitevo és az alap logaritmusanak szorzatéval.
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3% Vizsgaljuk tovabbd az osztas és a logaritmus kapcsolatdt. Tekintettel arra, hogy
x

felirhaté az — = -y~ egyenldség, gy felhasznélva az el6z6 két szabalyt kovetkezik:
)

1

log, - log, -y~ =log, x + log, yl = log, =+ (—1)log, v,
)

vagyis
x
log, — =log, z — log, y.
Y
Szavakkal: Hanyados logaritmusa egyenl6 a szamlalo és a nevezo logaritmusainak kiilonb-
ségével.
4° Vizsgélva a gyokvonds és logaritmus kapcsolatat, és felhasznalva az elsé két szabélyt,
haa>0,a# 1, x > 0 valés szamok és n € N, akkor
1 1
log, /7 = log, 27 = —log, z, vagyis log, /= = — log, z.
n n
5°Haa>0,a#1,b>0,b+# 1 valés szamok és n € N, akkor ha
log,. V" =, akkor (a™)* =10", illetve a®*=0b és log,b=a,

vagyis igaz, hogy

log,.» b" = log, b.
6°Haa>0,a#1,b>0,b# 1 valés szamok, akkor a definicié alapjan a'°%«® = b, s ezt
az egyenloséget b alapon logaritmalva kapjuk, hogy

log, a'%«® = log, b = 1,

illetve a hatvany logaritmusara vonatkozé szabaly alapjan

1
log, a’

log,b-logy,a =1, ahonnan log,b=

7 Haa > 0,a # 1, s # 0 valés szdmok, akkor az eléz6 szabalyt kétszer alkalmazva a
log,. x© értékre kapjuk, hogy
1 1 1

1
log,. x = = = —-log,z, vagyis log,x = —"-log,.
log,a®* s-log,a s 5

8% Végiil vizsgaljuk meg a més logaritmus alapra vald attérés lehetoségét. Ha a > 0,
a#1,b>0,b#1,¢>0,c# 1 valds szamok, akkor '8’ = ¢'°8«® = . Ha az egyenléség
els6 részét logaritmaljuk ¢ alapu logaritmussal, akkor a

log. b __ log, b
log,. c =log.a

Osszefiiggést kapjuk, amelyre a hatvany logaritmusanak szabalyat alkalmazva
log.b-log.c=1log,b-log.a, illetve log.b=log,b-log. a

adddik (log,c = 1 miatt).
A fenti egyenléséghdl kovetkezik a mas logaritmus alapra valo attérés képlete:
log,.b

log, b= ——"—.
log.a
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8.18. Példa. A 8° szabaly segitségével szamithatjuk ki példaul a tetszoleges alaptu loga-
ritmus értékét, ha a zsebszamologépen csak log és In talalhato. Példaul:

log 5 Inb

log, 5 = log 2 ~ 2,32 vagy log,b= ) ~ 2,32;
log 7 In7
logs 7 =:12§3 ~ 1,77 vagy log,7= ﬁ}g ~ 1,77,

8.19. Példa. Alkalmazzuk a logaritmalasi szabalyokat a kovetkezd kifejezésekre:

A =32%72, log, A =log, 3x*y* = log, 3 + 2log, = + 3log, v,

2
B = 6xv/y?, log, B =1log,6x+v/y%=log,6+ log, z + 3 log, v,

1 1
C =\/2z\/x3\/y?, log,C =log, \/2z\/ 23/y? = 3 (log, 2 + log, :)3)+Z log, x+§ log, y.

8.20. Példa. Hatérozzuk meg a log, x = log, 4+log, 3—log, 2 egyenletbdl az x ismeretlen
4-3
értékét. Alkalmazva a jobb oldalon a logaritmalési szabalyokat kapjuk a log, © = log, —~

ekvivalens alakot, ahonnan log, 2 = log, 6. Innen z = 2'°%2° azaz 2 = 6.

8.21. Példa. Legyen logsy3 = x és loggy5 = y. Fejezziik ki x és y segitségével a
logs, 8 szamot. Irjuk fel s 8-at a 3, 5 és 30 szamok segitségével. Mivel 8 = 27 ezért
gondolkodhatunk a kovetkezé moédon:

30 30
10g30 8 - 10g30 23 - 3 10g30 2 — 3 10g30 1_5 - 3 10g30 ﬁ -

- 3 (10g30 30 - 10g30 3 - 10g30 5) - 3(]. — T — y)

8.22. Példa. Legyenek a > 0, b > 0, x > 0, a # 1, ab # 1 és © # 1 valds szamok.

Bizonyitsuk be, hogy
1
D8l _ + log,, b.
logab z
Térjiink at az egyenléség bal oldalan = alapu logaritmusra és alkalmazzuk a logaritmalasi

szabalyokat. Ekkor felirhat6, hogy

1 b 1 log, b
08290 log b illetve —8el T80y g0, g
log, a log, a
tovabbd, hogy
1 log,, b log,, b
0824 | 080 _ 4 log, b, illetve 1+ Bl 14 log, b.
log,a log,a 08, @

Most a kapott ekvivalens egyenloség bal oldalan attérhetiink a alapd logaritmusokra.
Ekkor addédik, hogy

log,, b
log,

1+ =1+ log, 0,

log, a
log,

ahonnan egyszeriisités utan, valamint a log, a = 1 egyenl6séghdl kovetkezik, hogy
1+log,b=1+log,D,

ami igaz egyenloség, s ekvivalens az egyenléséggel, amit bizonyitanunk kellett.
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8.5. Logaritmusos egyenletek, egyenlotlenségek
és egyenletrendszerek

8.5.1. A logaritmusfiiggvény és logaritmusos egyenletek

Az f(x) = a® figgvényrdl elmondtuk, hogy a > 0, a # 1 valés szdm esetén értelmezési
tartomanya a valos szamok, azaz Dy = R halmaza, értékkészlete pedig a pozitiv valds
szamok halmaza, azaz Ry = R*, valamint hogy a > 1 esetén szigorian monoton névekvé,
0 < a < 1 esetén pedig szigoriian monoton csokkeno. fgy

f:R— R f:z—d", zcR,a"cR"
egy bijektiv fiiggvény, ezért létezik az f~! inverzfiiggvénye, melyre a > 0, a # 1 valds
szam esetén és @’ = <= y = log, x miatt igaz, hogy
fTT:R"—R, f':z—log,z, zcR" log,zeR,
s amely a > 1 esetén szigorian monoton névekvd, grafikonja pedig az alabbi bal oldali
abran lathaté y = log, = fliggvénygrafikonhoz hasonld, 0 < a < 1 esetén pedig szigorian

monoton csokkeno, grafikonja pedig az alabbi jobb oldali abran lathaté y = log% x
fliggvénygrafikonhoz hasonlo.

8.6. Definicio. Logaritmusos egyenletnek neveziink egy egyenletet, ha benne az ismeretlen
a logaritmus alapjdban vagy argumentumaban szerepel.

A logaritmusfiiggvények szigori monotonitasi tulajdonsaga miatt, az exponencialis egyen-
letek megolddsahoz hasonldan, a logaritmusos egyenleteknél is felhasznalhaté az a tulaj-
donsag, hogy egyenl6 fiiggvényértékek esetén az eredetik is egyenldk, azaz

a#1 valés szam esetén log, f(z) =log,g(x) <= f(x)=g(x),
ahol természetesen az f és g tetszoleges pozitiv értékili valés fliggvények lehetnek.

Osszetettségiikté]l és megolddsi menetiiktd] fiiggden az exponencidlis egyenletekhez ha-
sonldan a logaritmusos egyenletek is csoportokba sorolhatok.

I. Azonos alapra hozhato6 logaritmusos egyenletek

Ezeknél a tipusoknal alkalmazhatjuk, az elobb mar emlitett monotonitasi tulajdonsagot:

log, f(x) =log, g(x) <= (f(z) =g(x) A [flz)>0)
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8.23. Példa. Oldjuk meg a log,(z—3) = log,(z*—5x—10) logaritmusos egyenletet. Ennél
az egyenletnél kozvetleniil alkalmazhaté az f(x) = log, x fliggvény szigori monotonitasi
tulajdonsédga, s ekkor

r—3=a2>-5x—10 é x—3>0, iletve 22 —6x—7=0 é x>3

kovetkezik, amelybol az 1 = —1 és x9 = 7 gyokok kozil x > 3 miatt csak x9 = 7 lesz
megoldéasa az eredeti logaritmusos egyenletnek is, vagyis az eredeti logaritmusos egyenlet

megoldashalmaza
M = {7}.

8.24. Példa. Hatarozzuk meg a logs (5 + 4logs(z — 1)) = 2 logaritmusos egyenlet meg-
oldashalmazat. Kozos alapt logaritmusra felirva az egyenlet mindkét oldalat kapjuk a

logs (5 + 4logs(z — 1)) = log, 3°

ekvivalens egyenlet, majd az f(z) = log, z fliggvény szigori monotonitdsi tulajdonsaga
alapjan felirhaté, hogy

5+4logg(x —1) =9, illetve logs(x —1)=1,

ahonnan r — 1 = 3, illetve x = 4 addédik. Mivel a kapott megoldas kielégiti az eredeti
logaritmusos egyenletet, igy a keresett megoldéshalmaz

M = {4}.

I1. Helyettesitéssel megoldhaté logaritmusos egyenletek

Ezekben az egyenletekben egy tobbszor is el6forduld logaritmusos kifejezést helyettesitiink
1j valtozoval.

8.25. Példa. Oldjuk meg a log, (2% + 1) - log, (2™ + 2) = 2 logaritmusos egyenletet.
Vegyiik észre, hogy 2% +1 > 0 és 27 +2 > 0 minden valés z-re teljesiil az exponencidlis
kifejezések szigoru pozitivitasa miatt, ezért az egyenlet értelmezési tartomanya D = R.
Tényezokre bontassal az egyenlet felirhaté

log,(2° 4+ 1) - logy(2- 2" +2) =2, illetve logy(2” + 1) - [logy 2 + log,(2° + 1)] = 2

alakban. Ha most a kapott egyenletben a log,(2” + 1) = ¢ helyettesitést alkalmazzuk,
akkor a t(t + 1) = 2, illetve rendezés utdn a t*> +t — 2 = 0 mdsodfokti egyenletet kapjuk,

amelynek megoldéasai a t; = 1 és ty = —2 szamok. Visszahelyettesités utan kapjuk a
1
log,(2°4+1) =1 és logy(2°4+1) =—-2, illetve 2°4+1=2 és 24+ 1= 1
egyenleteket, amelyekbdl rendezés utan a
3
2" =1 és 2" =—-
és 1

exponencialis egyenlet adédik. Az els6é egyenlet megoldasa x = 0, a masodik egyenletnek
pedig nincs megoldasa, hiszen exponencidlis kifejezés negativ értéket nem vehet fel. Az

egyenlet megoldashalmaza tehét
M = {0}.
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ITI. Logaritmalassal megoldhaté egyenletek

Amikor egy exponencidlis egyenlet alapjaban is és kitev6jében is megtaldlhato a keresett
ismeretlen, akkor az ilyen egyenleteket legtobbszor csak az egyenlet mindkét oldaldnak
megfeleld alapon torténo logaritmélasaval tudjuk megoldani.

8.26. Példa. Oldjuk meg az '3 Vitz = 3 egyenletet. Mivel az egyenlet bal oldaldan
a hatvanykifejezés alapjaban is és kitevojében is megtaldlhatéo az x ismeretlen, ezért
logaritmaljuk az egyenlet mindkét oldalat 3-as alapu logaritmussal. Ekkor viszont a
log, 7lo8s V=g — log, 3 logaritmusos egyenletet kapjuk, majd a hatvany logaritmuséara
vonatkozo szabdly alapjan a

(logsx — 1) -loggz =1

1 1
(log3 Vi — 5) loggz =1, illetve 3

ekvivalens egyenleteket. Vezessiik be a kapott egyenletbe a log;x = t helyettesitést.
Ekkor a (¢ — 1)t = 2, illetve rendezés utén a t* — t — 2 = 0 méasodfoki egyenletet kapjuk,
amelynek megoldasai a t; = 2 és t, = —1 szamok. Visszahelyettesités utan adédnak a

logsx =2 ¢és logge = —1

1
logaritmusos egyenletek, ahonnan az r; = 9 és 5 = - megoldasokat nyerjiitk. Mivel az

adott egyenlet értelmezési tartomédnya az x > 0, x # 1 feltétel miatt D = (0,1) U (1, 00),
igy az eredeti egyenlet megoldashalmaza

8.27. Példa. Hatarozzuk most meg az g1-5loga?

= - egvenlet megoldashalmazat.
/100 > s

Hasonlé meggondolésbdl kiindulva, mint az el6z6 példaban, logaritmaljuk az egyenlet
mindkét oldalat, de ez esetben 10-es alapu logaritmussal. Ekkor kapjuk a

1
Y100’

1 2
1—3logz

2 2
log x = log majd az (1 —3 log :17) logx = ~3

2 2
ekvivalens egyenletet. Bevezetve a logx = t helyettesitést az (1 — gt) t = —3 illetve

rendezés utéan a 2t* — 3t — 2 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek gyokei ¢, = 2 és

ty = —5 Visszahelyettesités utan a

1
logr =2 és logx = —3

1
logaritmusos egyenleteket kapjuk, amelyek megoldasai z; = 100 és x5 =

= ‘
S

Mivel az eredeti egyenlet értelmezési tartomanya ebben az esetben is az x > 0, z # 1
feltétel miatt D = (0,1) U (1, 00), igy az eredeti egyenlet megoldashalmaza

M:{\/%,mo}.
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8.5.2. Logaritmusos egyenl6tlenségek
8.7. Definicié. Logaritmusos egyenldtlenségnek nevezzik az egyenldtlenséget, ha benne
az ismeretlen a logaritmus alapjdban vagy argumentumaban szerepel.

Felhaszndlva az f(x) = log, z logaritmusfiiggvény szigorian monoton névekvd tulaj-
donsagat a > 1 esetén, felirhatjuk, hogy

log, f(x) <log,g(x) <= (f(x) <glz) A f(z)>0)

vagy log, f(z) <log,g(x) <= (f(z)<g(z) A f(z)>0)
0 < a < 1 esetén, az f(x) = log, z logaritmusfiiggvény szigortian monoton csékkend
tulajdonsaga alapjan felirhatjuk, hogy

log, f(z) Zlog,g(x) <= (f(z)<g(x) A flz)>0)
vagy log, f(z) >log,g(x) <= (f(z)<glz) A [f(z)>0)

-1
8.28. Példa. Oldjuk meg a log, x—+1 < 1 logaritmusos egyenlétlenséget. Mivel az
x

egyenlotlenségben szerepld logaritmusfiiggvény alapja a = 2 > 1, igy az elso két ekviva-
lencia alapjan felirhatjuk, hogy

r—1 r—1 r—1

10g2:1:+1<10g22 = x+1<2 A x+1>0
—r—3 r—1
— <0 A >0
z+1 +1
— zr€(-00,-3)U(-1,0) A x€(—00,—1)U(1,00)
— 1z € (—00,—3)U(1,00).

Az ekvivalencia jobb oldalén 4116 2
T

16tlenség értelmezési tartomanyat hatarozzuk meg.
Az adott logaritmusos egyenl6tlenség megoldashalmaza tehat

1 > 0 egyenlotlenséggel tulajdonképpen az egyen-

M = (=00, —3) U (1, 00).

Osszetettebb akkor a helyzet, amikor a logaritmusos egyenlétlenségben szerepld logarit-
musos kifejezés alapjaban is szerepel az ismeretlen. Ilyen esetben kiilon kell targyalni azt
az esetet, amikor a logaritmus alapja nagyobb, mint 1, valamint azt az esetet, amikor a
logaritmus alapja 0 és 1 kozott van.

8.29. Példa. Hatarozzuk meg a log, v + 12 > 1 logaritmusos egyenlotlenség meg-
oldédshalmazat. Vegyiik észre, hogy az egyenlétlenség felirhaté a log, v + 12 > log, x
ekvivalens alakban, s hogy ez értelmezett, ha x > 0, x # 1 és = + 12 > 0, vagyis az
egyenl6tlenség értelmezési tartomanya D = (0,1) U (1, 00).

1. eset. Ha x > 1, akkor

= r+12>x
= r+12>2°
= 2*-1-12<0
< 1z € (-3,4).

log,. V& + 12 > log, x

(y = 2% szig. mon. névekvd, ha z > 0)
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Figyelembe véve, hogy az adott eset feltétele z > 1, a megoldashalmaz M; = (1,4).
2. eset. Ha 0 < x < 1, akkor

log, vV +12 > log, Ve+12 <z

o
(y = 2% szig. mon. novekvd, ha x> 0) <= x+12 < 2?
= P —2r—-12>0
— 1z € (—00,—3)U (4, 00).

Figyelembe véve, hogy az adott eset feltétele most 0 < x < 1, a megolddshalmaz M, = ().
Az eredeti egyenlGtlenség megoldashalmaza tehat

M = M; UM, = (1,4).

8.5.3. Logaritmusos egyenletrendszerek

8.8. Definicid. Logaritmusos eqyenletrendszernek neveziik eqy eqyenletrendszert, ha benne
legalabb az eqyik egyenlet logaritmusos egyenlet.

8.30. Példa. Oldjuk meg az y + log% r =1 és 2v = 3 egyenletekbél 4ll6 rendszert.
Az els6 egyenletbol y = 1 — log 1w, azaz y = 1+ logs . A kapott kifejezést a mésodik
egyenletbe helyettesitve kapjuk az

xl—l—logg T _ 312

egyenletet, amelynek mindkét oldalat 3-as alaptu logaritmussal logaritmaljuk, s igy a

1+logs x

log, « = log; 3", illetve (1 + log;x)logsz = 12

egyenlethez jutunk. Bevezetve a log, x = t helyettesitést kapjuk az (1 + t)t = 12, illetve
rendezés utén a t? +t — 12 = 0 mésodfoki egyenletet kapjuk, amelynek gyokei t; = 3 és

to = —4. Visszahelyettesités utan a

logsz =3 ¢és logge=—4

1
logaritmusos egyenleteket kapjuk, amelyek megoldéasai x1 = 27 és x5 = TR A megfelel6

y értékeket a kovetkezo egyenletekbol szamithatjuk ki:
) 1
Yy =1+1logs27T=14+3=4 és y2:1+log3g:1—4:—3.

Az egyenletrendszer akkor értelemzett, ha x > 0 és x # 1, tehat értelmezési tartomanya
D ={(z;y)|z € (0,1) U (1,00),y € R}, megolddshalmaza pedig

M= {(27; 2, (8—11 —3) } |
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8.31. Példa. Hatarozzuk most meg a

log(z+1)+log(ly —1) = 2
log(z — 1) +log(y +1) = 5log2+log3

egyenletrendszer megoldashalmazat. Alkalmazva mindkét egyenletben a logaritmalasi
szabalyokat kapjuk a

log(x +1)(y —1) = log10?
log(x —1)(y+1) = log2°-3

ekvivalens egyenletrendszert, amelyben az f(x) = logz fliggvény szigori monotonitasa
miatt a fliggvény argumentumai kiegyenlithetok, ezzel pedig az

(x+1)(y—1) = 100
(z—1)(y+1) = 96

egyenletrendszer adédik. Rendezés utdn kapjuk az

zy—xz+y—1 = 100
xy+r—y—1 = 96

egyenletrendszert, s a két egyenlet kivonasaval nyerjik a —2x + 2y = 4 linearis egyenletet,
ahonnan y = = + 2. A kapott kifejezést az elsé egyenletbe helyettesitve az

r(r+2)—x+z+2—1=100,

majd rendezés utan az
2® + 22— 99 =0

masodfoki egyenletet, amelynek megoldédsai z; = 9 és xy = —11, a hozzajuk tartozo y
parok pedig y; = 11 és z, = —9. A lehetséges megolddsok tehdt a (9;11) és (—9; —11)
rendezett parok.

Mivel az eredeti egyenletrendszer csak akkor értelmezett, ha

r4+1>0 és y—1>0 és x—1>0 és y+1>0,
vagyis ha x > 1 és y > 1, igy az egyenletrendszer értelmezési tartomanya
D ={(z;y)lz >1,y>1},

ezért a negativ koordinataju rendezett par nem megoldas, vagyis az egyenletrendszer
megoldashalmazaban csak a pozitiv koordindtaju rendezett par lehet benne. Az eredeti
egyenletrendszer megoldashalmaza tehat

M ={(9;11)}.



8. EXPONENCIALIS ES LOGARITMUSOS EGYENLETEK,
316 EGYENLOTLENSEGEK ES EGYENLETRENDSZEREK

FELADATOK

1. Egyszertsitsiik a kovetkezo logaritmusos kifejezést, ha a > 1 és b > 1:

A =2(log, b)% (loga Vab + log, \4/%) 7 <10ga i‘/g + log, il/%)

Megoldas. Alkalmazzuk a logaritmus és a hatvanyozas miveleti szabdlyait. Ekkor

1
A = 2\/1ogab\/1(logaa+1ogab+logba+logbb)—

1
2

1
— 24/log, b\/i (log, b — log, a + log, a — log, b)
1 1
= +/log,b log, b+ +2— 4 /log, b+ -2
log, b log, b

a a

_ m(\/(logable)?_\/(logab—i-l)?)

log, b log, b

= |log,b+ 1| —|log,b—1].
Mivel @ > 1 és b > 1, ezért log, b > 0, s igy A =1log,b+1— |log,b—1]|.
Ha a > b, akkor log, b < 1, s ekkor A =log,b+ 1+ log,b—1 = 2log, b.
Ha a < b, akkor log, b > 1, s ekkor A =log,b+1—log,b+ 1= 2.

Az eredmény tehat felirhaté a kovetkezd forméaban:

A 2, ha a < b,
| 2log,b, haa>b.

2. Ha log,, 18 = a és log,, 54 = b, akkor mennyivel egyenl6 ab + 5(a — b)?
Megoldas. Térjink at az a és b kifejezések egy kozos, mondjuk 10-es logaritmus
alapjara. Ekkor
log18 log2+2log3 w+ 2y
log12  2log2+1log3 2z 4y’
ahol bevezettiik az 4j log2 = x és log3 = y jeloléseket. Ugyanezeket a jeloléseket
hasznalva adédik, hogy

logb4  3log3 +log2 x+ 3y
log24 log3+3log2 3z+vy’
Rendezziik most a keresett kifejezést a kovetkezo modon:

b+ 5a—b) = x+2y.x+3y+5<x+2y_x+3y)
2v4+y 3r+y 2v+y 3 +vy
2+ bay + 6y? 322 4 2% — 222 — 3y?
T @etyBr+y) T Qe+y)Brty)
2?4 bxy 4 6y° + ba® — 5y
a (22 +y)(3z +y)

622 + by + y> B

=1.
622 + bay + y?
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3. Hatdrozzuk meg a logz + log2® + - - - + log 2" = 5050 egyenlet valés megoldésait.

Megoldas. Végezziik el a kovetkezo ekvivalens dtalakitasokat:

logx +loga® + -+ +logz'™ = 5050
logz +2logz +---+100logz = 5050

(1+2+---4100)logz = 5050

100
— (1+100)logz = 5050

loge = 1
z = 10.

Az egyenlet megoldashalmaza M = {10}.

4. Hatérozzuk meg a 3-2'°8:(52=2) 1 9. 3loe.(32=2) _5.6log,2(52-2) — () egyenlet megolddsait.

Megoldas. A kikotések ebben az esetben a kovetkezok:

3r—2>0 é x>0 és x#1,

2
amelyek alapjan a feladat értelmezési tartomanya D = (5, 1) U (1, 00).

Vezessiik be a log,» (327 —2) = y helyettesitést, ahonnan log,(3x —2) = 2y, az eredeti
egyenlet pedig ekvivalens a

3-2%42.3%_5.6Y=0

exponencialis egyenlettel. Osszuk most el ezt a egyenletet a 3%Y kifejezéssel. Ekkor

2 2y 2 Yy
3-(2) —5-(= 2=0.

2 Yy
Vezessiik most be a (5) = t helyettesitést, amely a 3t — 5t + 2 = 0 mdsodfoku

egyenlethez vezet, amelynek megoldésai t; = 1 és t; = 3 Visszahelyettesités utan

2\" 1 2\ 2
— — va — — —
3 gy 3 3’

vagyis hogy y; = 0 és y, = 1. fgy adodik, hogy

kapjuk, hogy

log,2(3z —2) =0 vagy log,2(3z—2)=1,

ahonnan 3z — 2 = 1 vagy 3z — 2 = 22 kovetkezik, amely egyenletek megolddsai
r1 = 1, amely nem eleme a D értelmezési tartomanynak, illetve o = 2 és x3 = 1,
ahol z3 szintén nem eleme a D értelmezési tartomanynak. fgy az egyetlen megoldas
az x = 2, az egyenlet megoldashalmaza pedig M = {2}.
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1
5. Oldjuk meg a log, (2 +2x —7) = —————— egyenletet a valés szamok halmazan.
J g &2

10g(9—6x+x2) 4
Megoldas. Az egyenletre a kovetkezo kikotéseket tehetjiik:

2420 -T7>0 é 22 +20—-T#1 és x#3.

A fenti egyenlétlenségrendszer teljesiil, ha © < —1 — 2v/2 vagy > —1 + 2v/2, de
azzal a feltétellel, hogy x # 2 és x # —4 és © # 3. Az értelmezési tartomany tehat

D = (=00, —4) U (=4, —1 — 2v2) U (=1 +2v/2,2) U (2,3) U (3, 00).

o logy 22 2
logy(3—1)2  logy(3 — )

Mivel 9 — 6z + 2 = (3 — x)* és 1og(g_gy442) 4 5 {gy az

eredeti egyenlet felirhaté a
1
logy (2% + 22 —7) = 5 log,(3 — x)?

ekvivalens alakban, ahonnan a logaritmusfiiggvény szigori monotonitasa alapjan
kovetkezik, hogy

2?4+ 2r —7=|3—21
Két esetet vesziink figyelembe.

1°x < 3esetén 3—x > 0, s igy az egyenlet 2% +2x—7 = 3—x, azaz 22 +3x—10 = 0,
amelynek megoldasa x; = 2 és xo = —5, amelyek koziil 21 nincs benne az értelmezési
tartomanyban.

2°x > 3esetén 3—x <0, sigy az egyenlet 22 +22 —7 =2 —3, azaz 2° + 2 —4 = 0,

—1 =17 -1+ V17
amelynek megoldasa x5 = ——— és x4 = %, amelyek kozil egyik se
nincs benne az értelmezési tartoméanyban.

Igy a megoldashalmaz M = {—5}.

. Oldjuk meg a log, (—x3 + 322 + 6:5) log_,(2 —x) = 3 egyenletet a valds szamok

halmazan.

Megoldas. Az egyenlet értelmezett, ha
2-—2>0682—a0#1és —x>06és —ax#1és —a°+ 32>+ 6x > 0.

A kapott egyenlotlenségrendszer megoldashalmaza az egyenlet értelmezési tartoméa-
3 — \/33>

nya, amely ebben az esetben D = (—oo, 5

Az egyenlétlenségen végezziik el a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:

log,_, (—2° + 32>+ 62) -log_,(2—xz) = 3
3
log_,(2—z)
log,_, (—2° + 32>+ 62) = 3log, ,(—x)
logy_, (—a° + 32> 4+ 62) = log,_,(—2°)
—2* + 32 + 62 = —af
3x(r+2) = 0.

log,_, (—x3 + 327 + 6x) =
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Egy szorzat akkor nulla, ha legaldbb egyik tényezdje nulla, igy = = 0 vagy x = —2.
Ebbdl a két lehet6séghdl a 0 nincs benne a D értelmezési tartoméanyban, tehat az
egyetlen megoldas az © = —2, a megolddshalmaz pedig M = {—2}.

7. Oldjuk meg a log s, 7)(9 + 122 + 42%) + log(y, , 3 (627 + 23z + 21) = 4 egyenletet a
valds szamok halmazan.

Megoldds. Vegyiik észre, hogy 9 + 12z + 42° = (2z + 3)? és 62% + 232 + 21 =
(3x + 7)(2x 4+ 3). Az értelmezési tartomany meghatarozdsahoz a kikotések:

3r+7>0 és 3x+T7T#1 és 20+3>0 és 2x+3+#1,

3 . .
amelynek megoldasa = > 5 és © # —1, ahonnan az értelmezési tartoméany

D= (-%,—1) U (=1,00).

Rendezziik az adott egyenletet a
2108 (3547 (22 + 3) +108(2,45) (22 + 3) + 10g(9,45)(3r +7) = 4

ekvivalens alakba, majd vezessiik be a y = log, 7 (27 + 3) helyettesitést. Ekkor
1

a2y+ 14— =4, azaz 2y° — 3y + 1 = 0 mésodfoki egyenletet kapjuk, amelynek
Y

1
megoldésai y; =1 és yy = 5 Visszahelyettesités utan kapjuk, hogy

log(3,+7)(20 +3) =1, ahonnan 2r+3=3r+7, illetve z; = —4,

de ez a megoldés nincs benne az értelmezési tartomanyban. A masik esetben

1 1
log(3,4+7)(27+3) = 3 ahonnan (2r+3)? =32+7, illetve x5 = —p 8= -2,

de a két megoldés koziil x3 nincs benne az értelmezési tartomanyban, igy az egyenlet

1
megoldashalmaza M = {_Z }

8. Hatédrozzuk meg a log,(6 + 77%) = = + 1 egyenlet val6s megoldasait.
Megoldas. Rendezziik az egyenletet a

10g7(6 + 7—1‘) - 10g7 7Z‘+1

ekvivalens alakba, ahonnan az y = 7% exponencialis fiiggvény szigorian monoton
novekvo tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy

647" =T7""
Rendezziik a kapott exponencialis egyenletet a 7 - 7% — 6 - 7° — 1 = 0 ekvivalens
alakba, majd vezessiik be a 7% = t helyettesitést. Ekkor a 7t —6t—1 = 0 méasodfoki

1
egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai t; = 1 és t, = ——=. Mivel exponencidlis

kifejezést helyettesitettiink t-vel, igy ¢t > 0 kell legyen, ezért a ty megoldast kizarjuk.
Ekkor
7% =1, ahonnan 7% =7 ebbdl pedig x =0.

Az egyenlet megolddshalmaza tehat M = {0}.
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9. Hatédrozzuk meg a log, (9% — 27)— = x+1 egyenlet megoldasait a valds szamok

log, 9
halmazéaban.

Megoldas. Hatarozzuk meg elészor az egyenlet D értelmezési tartomanyat. A
kikotés ebben az esetben az, hogy 9% — 27 > 0. Oldjuk meg ezt az egyenlotlenséget.

9F —27>0 <= 9% > 27

= >3
(f(x) = 3® szigorian monoton névekvd) <= 2z >3
3
— T > —.
2
Az értelmezési tartoméany a D = 5 oo | intervallum. Végezziik el most az adott

egyenlet ekvivalens atalakitasait.

log, (9% — 27) — =2+1 <= log; (9" —27) —logy 2 = log, 3"

log, 9

9* — 27
<— log, 5= logy 3*1

9* — 27
2

= 9°-27=2.3""

— (392 -6-3"-27=0.

(f(x) = logs x szigorian monoton) <= = 3!

A 3% = t helyettesités utdn a t>—6t—27 = 0 méasodfoki egyenletet kapjuk, amelynek
gyokei t; = —3 és ty = 9. Visszahelyettesités utan a

3'=-3 é 3" =

exponencialis egyenleteket kapjuk, amelyek koziil csak az 3% = 9 egyenletnek van
valés megoldasa, ez pedig x = 2. Mivel 2 € D, igy ez a megoldds benne van az
értelmezési tartomanyban, s az egyenlet megoldashalmaza M = {2}.

]- O "E—ZE2
10. Oldjuk meg a —— = (3x — 5)1 8 (F¥50=) logaritmusos egyenletet.

V3x — b

Megoldas. frjuk fel az egyenlet bal oldalat hatvany formajaban. Ekkor
1 o, z—x>
(3 — 5)7 = (31 — 5)'%H),

5
Ha 3z — 5 =1, akkor x = 2. Ha viszont 3x —5 > 0és 3x — 5 # 1, azaz x > = és

x # 2, akkor az exponencialisfiiggvény szigori monotonitasa miatt kiegyenlitheték
a kitevok, s igy a

1
logs—2(2 + br — 2°) = —5 majd logs(2 + 5z — 2%) = 1

ekvivalens logaritmusos egyenletet kapjuk. A kapott egyenletbdl a logaritmus definicidja
alapjan 2+ 5x — 22 = 5, ahonnan az 22 — 5z + 3 = 0 masodfoki egyenletet nyerjiik,
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ennek megldasai pedig 11 = ——— ~ 4,3 és 19 = —— ~ 0,7. Mivel az

5
x > 3 feltételt csak x; elégiti ki, igy az adott egyenlet megoldashalmaza

M:{Q,%ﬂ}.

11. Hatdrozzuk meg a log s, ,(1+cosz) = 2 logaritmusos egyenlet megoldashalmazt.

sin x

Megoldas. Az egyenlet értelmezett, ha
sint >0 és sinz#1 és 14cosx >0,

illetve ha = € (0 + 2k, g + 2k7r> U (g + 2k, + 2k7r>, k € Z igy az egyenlet

értelmezési tartomanya
D= <2k7r,g+2k:7r> U (g +2k:7r,7r+2k7r) . keZ
A logaritmus definiciéja alapjan az adott egyenletbdl a

2
(\@Sinx) =1+4cosx

trigonometrikus egyenletet nyerjiik, amelynek ekvivalens alakja
2sin®z =1+ cosz, illetve 2—2cos’z =1+ cosuz.

A kapott egyenletbdl a cosz = t helyettesités alkalmazasaval a 2t* +t —1 = 0

1
masodfoku egyenlet adodik, amelynek megoldasai t; = 3 és ty = —1.

Visszahelyettesités utan a

1

cosx = és cosz = —1

trigonometrikus egyenleteket kapjuk. Az elsé egyenlet megoldasai xq = g + 2k és

Ty = —% + 2km, k € Z, de ebbdl x5 nem fogadhatd el, mert a sinz > 0 feltétel

miatt nincs benne az értelmezési tartomanyban. A mésodik egyenlet ekvivalens
az 1 + cosx = 0 egyenlettel, amelynek megoldasait szintén kizartuk az értelmezési
tartomanybol.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat M = {g + 2km, k € Z}.

12. Keressitkk meg a 30083 D | glossr — 162 logaritmusos egyenlet megoldasait.

Megoldas. Az egyenlet a kovetkezo ekvivalens atalakitasokkal oldhatd meg:

3(logs z)? 408t — 162 = 3lomswlogyr | logsr _ 169
(3102 w)!88% | ploss® — 169
218 4 glogsT — 162

2. %8s = 162

78" = 81.

1111
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13.

14.

Logaritmaljuk most a kapott egyenlet mindkét oldaldt 3-as alapu logaritmussal.
Ekkor a kovetkez6 ekvivalens atalakitasok vezetnek a megoldéshoz:

7837 = 81 = log; 2'°%" = log, 81
< logzx-logsz =4
— (logsz)* =4
> loggz =2 vagy logzz = —2.

1
A most kapott logaritmusos egyenletek megoldasai 1 = 9 és 1 = —. Az egyenlet
akkor értelmezett, ha x > 0, tehat mindkét megoldas elfogadhaté.

1
Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat M = {5, 9}.

1
Oldjuk meg a log% (1’ — 5) + log% (r — 1) > 1 logaritmusos egyenl6tlenséget.

Megoldas. Az egyenlGtlenség értelmezett, ha

1 1
:1:—§>0 és x—1>0, illetve :)3>§ és x>1

teljesiil. Az értelmezési tartomany tehat a D = (1,00) intervallum.

Alakitsuk 4t az adott egyenl6tlenséget a kovetkezd ekvivalens formara:

N

1 1
log% (1’ - 5) (r—1) > log 5

Felhasznélva az f(x) = log% x fliggvény szigori monotonitasi tulajdonsagat kapjuk
az

illetve 22 — gx <0

3
masodfoku egyenlotlenséget, amelynek megoldéasa az M; = |0, 5} zart intervallum.

Figyelembe véve az eredeti egyenlGtlenség értelmezési tartomanyat adodik, hogy a
megoldashalmaz

M=MnND = {O,g} N(1,00) = (12]

Hatarozzuk meg a (logs (6 — x))* 42 log% (6 — x)+logs 27 > 0 logaritmusos egyen-
16tlenség megoldashalmazat.

Megoldas. Az egyenlétlenség értelmezett, ha 6 — xz > 0, tehat az értelmezési
tartomany a D = (—o0, 6) nyitott intervallum.

Mivel log, 27 = 3, igy az 5-6s alapt logaritmusra hozas utan a

log; (6 — )

(logs (6 — z))* + 2 +3>0, azaz (logs (6 —x))* —4log (6 —2)+3 >0

1
2
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ekvivalens egyenlétlenséget kapjuk, amelyben log.(6 — z) = t helyettesitést alkal-
mazva adédik a 2 — 4t + 3 > 0 mdsodfoki egyenlétlenség, amelynek megoldasa a
t <1 vagy t > 3 valos szamok. Visszahelyettesités utan kapjuk a

logs(6 —x) <1 vagy logs(6—x)> 3,
illetve némi atalakitas utan a
log;(6 — ) <log;5 vagy logs(6—x) > log;125

logaritmusos egyenlétlenségeket. Az f(x) = logs x fliggvény szigori monotonitasi
tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy a megfeleld fiiggvény argumentumokra is ugyana-
zok a relacidok érvényesek, azaz felirhatd, hogy

6—x<5 vagy 6—x>125 lletve x>1 vagy x < —119.

Ez azt jelenti, hogy a megoldasok az M; = (—oo, —119] U [1,00) intervallumban
levé szamok. Figyelembe véve az adott egyenlotlenség értelmezési tartomanyat, a
megoldashalmaz

M =MND = ((—oc0,—119] U[1,00)) N (=00, 6) = (—o0, —119] U [L, 6).

6222 — 352 + 6
15. Keressiik meg a log, ‘ T

> 3 logaritmusos egyenl6tlenség megoldasait.

35 — 6z
Megoldas. Az egyenlGtlenség értelmezett, ha
6222 — 352 + 6
>0 é 1 ¢ > 0.
x és x#1 és TR

Mivel 6222 —352+6 > 0 minden = € R esetén (az f(z) = 622> —352+6 fiiggvénynek
nincsenek valds gyokei, mert a megfelel6 masodfoki egyenlet diszkriminansa negativ,
viszont az adott parabolanak minimuma van, igy minden valés x esetén szigoruan
pozitiv), ezért a harmadik egyenlétlenség igaz, ha

35

35 —6x >0, vagyls =< 5

igy az adott egyenlétlenség értelmezési tartomanya:
35
D=(0,1)U (176) .

frjuk fel az adott egyenlétlenséget a

622 — 352 + 6
1 >1 3
T

ekvivalens alakban, majd a tovabbiakban tekintsiink két esetet:

1. eset. Ha x > 1, akkor felirhaté a

6222 — 350 +6 _ 6222 — 352 + 6
> illet — 23>0
35— 6p v BOWe 35 — 6 =
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ekvivalens egyenlotlenség. Rendezés utdn nyerjik a

6z — 3523 + 622* — 352 + 6 >0
35 — 6z -

egyenlStlenséget. Mivel a 62" — 352% + 622% — 352 + 6 = 0 szimmetrikus egyenlet
1 1
megoldéasai az {5, 2, 3 3} halmaz elemei, igy az egyenlétlenség

6<x—%) (x—%) (x—2)(z —3) y

ekvivalens alakban is felithatd, melynek tablazatos médszerrel kapott megoldasai a

(—oo, 1} U F,Q} U [3, ?:3—5] intervallum elemei.

3 2

Figyelembe véve az értelmezési tartomanyt és az x > 1 feltételt, a megoldédshalmaz
ebben az esetben:

35
M, = (1,2]U lB, E} .
2. eset. Ha 0 < x < 1, akkor felirhato6 a

6222 — 352 + 6
35 — 6x

20% —
<23 illetve 622" — 39z + 6 — 23 <0
35 — 6z

ekvivalens egyenlotlenség. Az 1. esettel analég médon rendezés utdan nyerjiik a

6z — 3523 + 622* — 352 + 6 -
35 — 6x -

0

egyenlOtlenséget, amely a

6<x—%) (x—%) (2 —2)(z —3) y

35 — 6z

ekvivalens alakban is felirhat6. Tablazatos maddszerrel a kapott egyenlGtlenség

11
megoldasai a {g, 5} Ul2,3luU [?:3—5, oo) intervallum elemei.

Figyelembe véve az értelmezési tartoméanyt és a 0 < z < 1 feltételt, a megoldashal-
maz ebben az esetben: -
M2 = |5y = -
32

Az eredeti egyenlGtlenség megoldashalmaza tehat

11 35
1 U 2 [37 2:| U ( 9 ] U [37 6 :|
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16. Az a valds parméter mely értékeire lesz igaz az
2 2
1 —log: (2”7 +1) > log; (az® + 42 + a)

egyenlotlenség minden x valds szamra?

Megoldas. Az egyenldtlenség értelmezett, haigaz az az*+4x+a > 0 egyenlétlenség,
amely pontosan akkor igaz, ha a foegyiitthatéra a > 0, a diszkriminansra pedig
16 — 4a? < 0, azaz 4 — a®> < 0 teljesiil. Az igy kapott egyenl6tlenségrendszer
megolddsa a (2, 0o0) intervallum, ezért a feladat értelmezési tartomanya D = (2, c0).

Az egyenlétlenségen végezziik el a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:

1-— log% (:):2 + 1) > log- (ax2 + 4 + a)
log; 7+ log; (z° +1) > log; (az® + 4z + a)
log; (72> +7) > log; (az® + 4z + a)
(f(x) = log, x szig. mon. névekvd) TP +7 > ar’+4r+a
(7T—a)x®> =4z +(7T—a) > 0.

Az utolsé egyenlétlenség akkor teljesiil, ha 7—a > 0 és 16 —4(7—a)? < 0. A kapott
egyenlétlenségrendszer megoldédsa a (—oo,7) és (—oo, 5] U9, 00) intervallumok met-
szete, azaz a (—oo, 5] intervallum. A kapott intervallum és az értelmezési tartomany
metszete adja a megoldashalmazt, azaz

M = DN (—o00,5] =(2,5].
17. A p valés paraméter mely értékeire lesz a

p 2 p p
2—1 —_— 2(14+1 _— —2(1+1 —— ] >0
( og2p+1)x -+ < + og2p+1)x < + og2p+1)

egyenlotlenség igaz minden x € R esetén?

Megoldas. Vezessiik be a log, i 7= t helyettesitést. Az egyenl6tlenség igaz, ha
p

az y = (2 — t)2® + 2(1 + t)x — 2(1 + t) parabolara teljesiil, hogy a féegyiitthatéja
pozitiv, a diszkriminénsa pedig negativ, azaz

2—t>0 és 4(1+t)*+802—1)(1+1) <0.
A fenti egyenlétlenségrendszer ekvivalens a
2—t>0 és (1+t)(5—-1) <0

egyenlStlenségrendszerrel, amelynek megolddshalmaza a (—oo, —1) intervallum.

Most még teljestilnie kell a log, P ] < —1 egyenlétlenségnek, amely ekvivalens a

1
0< 2 < —, illetve p(p + 1) > 0 és p*> — 1 < 0 egyenlétlenségrendszerrel. A

p+1 2
megoldashalmaz most a (0, 1) intervallum, vagyis 0 < p < 1.
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18.

19.

Az m valds paraméter mely értékeire lesz y < 0 minden x € R esetén, ha

—1 -1
Y = <logéz+1—2)x2—2<2+logéz+1)x+2+log%

m— 1
m4+1

m —

1
Megoldas. Vezessiik be a log 1 1= t helyettesitést.

Az y < 0 egyenlétlenség mindenﬂ; _\lf_alés szamra teljesiil, ha az
fl@)=({t—2)2* =22+ t)z+ (2+1)
masodfoku polinom féegyiitthatoja és diszkriminansa is negativ, azaz ha
t—2<0 és 42+t —4(t—2)(t+2) <0.

A fenti egyenl6tlenségrendszer ekvivalens a t — 2 < 0 és 2+t < 0 egyenl6tlenség-
rendszerrel, amelynek megoldashalmaza a (—oo, —2) intervallum.

—1
Most teljesiilnie kell a log 1 m 1 < —2 egyenlttlenségnek, amely ekvivalens az
m

m—1
m—+1

mt 1 m+1 3 =9

egyenlotlenséggel ekvivalens.

m—1 m — 1 -
> 0 és > (—) egyenlGtlenségrendszerrel, amely az

5
A kapott egyenlotlenség megoldashalmaza a (—1, —1) intervallum.

Oldjuk meg a kovetkez6 logaritmusos egyenletrendszert:

45 7. 97— g,

810g9 (z—4y)

Megoldas. Az egyenletrendszer értelmezett, ha = + 4y > 0, illetve ha x > 4y.

Az elsé egyenlet felirhaté 8'°80@~4) — 8% alakban, ahonnan az f(z) = 8 expo-
nencialis fiiggvény szigori monotonitasa alapjan kiegyenlitheték a hatvanykitevok,
azaz felirhatd, hogy logy(x — 4y) = 0, vagyis logy(z — 4y) = logy 1. Most az
f(x) = logy x logaritmus fliggvény szigori monotonitdsa alapjan egyenlitheték ki
a megfeleld logaritmusok argumentumai, azaz felirhaté, hogy © — 4y = 1, ahonnan
r = 1+ 4y. A kapott kifejezést behelyettesitve a rendszer masodik egyenletébe
adddik a

gity=2y 7 oll=2y g — () lletve 4% —7.2%F 8=

exponencidlis egyenlet. A 2%"! —= ¢ helyettesités bevezetésével a t* — Tt — 8 = 0
masodfoki egyenletet nyerjiik, amelynek megoldasai t; = —1 és t, = 8.
Visszahelyettesités utan a 22" = —1 egyenletnek nincs megoldasa, mig a 2™ =8

egyenletbdl 2y + 1 = 3, illetve y = 1 kovetkezik, ahonnan = = 5.

Az (5;1) rendezett par eleget tesz az x > 4y feltételnek, igy az egyenletrendszer
megoldéshalmaza
M ={(5:1)}.
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20. Adjuk meg a kovetkezo6 logaritmusos egyenletrendszer megoldashalmazat:
y- 28T = 3
log,y -log,(3z —y) = 1.
Megoldas. Az egyenletrendszer értelmezett, ha
x>0 és y>0 és y#1 és 3x—y>0.

Logaritmaljuk az elsé egyenlet mindkét oldalat y alapon, majd hozzuk ko6zos loga-
ritmusra a méasodik egyenlet bal oldalat. Ekkor a kovetkezé ekvivalens egyenlet-
rendszereket kapjuk:

log, y + log, T8 = log, 3 ,

1
— - log, (3z — =1
log, 4 0g,(3z —y) ,
5
1 +log, x-log,z = 3 log, z,
log,(3r —y) = log,4,
5
(logy x)2 ~ 3 log, z+1=0,

dr—y = 4,

ahol az utolsé lépésben felhasznéltuk az f(r) = log, x logaritmus fiiggvény szigori mono-
tonitdsi tulajdonségdt. Alkalmazzuk az elsé egyenletben a log, x = t helyettesitést, a
masodikbdl pedig fejezziik ki y-t. Ekkor y = 3x — 4, a kapott mésodfoku egyenlet pedig

2t> — 5t + 2 = 0, amelynek gyokei t; = 2 és t, = 5 Visszahelyettesités utan a

log,r =2 ¢és log,r =

NN

logaritmusos egyenleteket kapjuk, ahonnan az =z = y* és x = ,/y egyenletek, ezek
segitségével pedig két linearis egyenletrendszer nyerheté. Ezek koziil az elso

y=23r—4, x=1%
Behelyettesitve a mésodik egyenletet az elsébe adddik a 3y%> —y — 4 = 0 méasodfoku

4
egyenlet, amelynek megoldasai y; = —1 és y = 3 megfelel6 parjaik pedig 1 = 1 és

16
x9 = —. Az (1,—1) rendezett par nem tesz eleget az y > 0 feltételnek, tehat ez nem

4
megoldas. A 9 5) rendezett par megoldasa az egyenletrendszernek.

A masodik egyenletrendszer:
y=3r—4, x=./y,
s ennek nincs valés megoldasa. Az eredeti egyenletrendszer megolddshalmaza tehat

v {9}
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9. Kombinatorika

9.1. Kombinatorikai alapfogalmak

A kombinatorika, noha az altala targyalt problémak kozott egészen egyszeriiek is akad-
nak, viszonylag késén jelent meg a matematikaban. A matematikatorténet az els6 miivel6i
kozott Pierre Fermat-t (1601-1665) és Blaise Pascalt (1623-1662) emliti, akik valészintiség-
szamitasi problémak részeként foglalkoztak kombinatorikaval. A XX. szazad hozta meg a
kombinatorika szaméra azt az attorést, amelynek révén a matematika egyik dinamikusan
fejlodo agava valt. Ma mar nem csak a valdszinliségszamitas tamaszkodik a kombina-
torikdra (lasd kombinatorikus valésziniiség), hanem a matematika mas dgai is.

Az altalanos iskolaban tanult matematikdban mar megjelentek olyan problémak, amelyek
a kombinatorika témakorébe tartoznak. E fejezet célja, hogy az alapveté kombinatorikai
fogalmakat megalapozza, és a hozzajuk fiz6dé problémaknak egy rendszerezését adja.
A legtobb kombinatorikai probléma egy véges elemszamu halmaz valahany elemének a
kivalasztasardl szol valamilyen feltételek kozott. Ilyen problémékat fogunk targyalni a
kovetkezokben.

9.1.1. Logikai szita

9.1. Példa. Keresztespok iskolat nyitott a kispékoknak a flizfa egyik agan. Légyfogasbol
és pokhaloszovésbol lehet leckét venni téle. 7 kispok jar a légyfogasorara, 9 pedig a
pokhaloszovésre. Csak négyen vannak, akik mindkét éran részt vesznek. Hany tanitvanya
van Keresztespdknak, ha a kispokok kozil mindegyik jar valamilyen orara?

Egyik fajta érara 7-en, a mésik fajta érara 9-en jarnak. A ketté Osszege 16, de most
kétszer szamoltuk azokat, akik mindkét orara jarnak, ezért négyet ki kell vonnunk a 16-
bol. Osszesen 12 kispdk jar Keresztespok iskoldjaba.

A fenti feladat nem a nehézsége miatt érdekes. Ha A-val jeloljiik a légyfogast tanuldk hal-
mazat és B-vel a pdkhaloszovést tanulokét, akkor a feladat az AU B halmaz szamossagara
kérdez ré. Ekkor a bevezetett halmazjeloléseket alkalmazva szamitasunkat igy frhatjuk:

|AU B| = |A| +|B| — |AN BJ.

A fenti gondolkodasmdéd alapjan belathato a kovetkezo tétel:

9.1. Tétel. Legyen A és B két véges halmaz. Ekkor uniojuk elemszama
|AUB| = |A|+ |B| - |AN B].

Nézziik a kovetkezo példat, amelyben azt vizsgaljuk, hogy vajon hogyan modosul a képlet
harom halmaz esetén.
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9.2. Példa. Egy régebbi felmérés soran 100 embert megkérdeztek, hogy milyen forrasbél
szerzi a hireket. A kovetkezo valaszokat adtdk: tévébdl 35, radiobol 38, ujsaghdl 39,
tévébol és radiobdl 20, tévébdl és ujsagbol 20, radiobol és 1ijsagbdl 9, tévébol. radidbdl és
1jsaghdl 6. Hanyan vannak, akik a felsoroltak koziil egyik forrasbol sem szerzik a hireket?
(A felmérés készitésekor internet még nem volt.)

Jeloljiik a tévébol tajékozodok halmazat A-val, a radiébol tajékozdédokét B-vel, az jsagbdl
tajékozodokét C-vel. Ha ismernénk az AU B U C' szamossagat, akkor azt 100-bdl kivonva
megkapnank a feltett kérdésre a vélaszt. Szamoljuk hat meg A U B U C' elemeit! A
feladat szovegét atolvasva és a bevezetett jeloléseket figyelembe véve lathatjuk, hogy
az A,B,C,ANB,ANC,BNC, AN BN C halmazok szdmossagat ismerjiik, ezeknek a
segitségével kellene kifejezniink a harom halmaz uniéjat. Eloszor jeloljik meg a keletkezo
diszjunkt halmazrészeket az abra szerint.

A A B
(N ™

Az dbra alapjan fenndll a kovetkezd egyenldség:
|Al+[B|+[C] = (ID[+[E[+ |G|+ [H]) + (|E| + |F|+ [H| + [I]) + (|G + [H] + [I[+]J]]) =
= |D|+2|E| + |F| 4+ 2|G| + 3|H| + 2|I] + |J|.

Latjuk, hogy az Osszeg nem a kivant eredményt adja, mert egyes halmazok tobbszor
is szerepelnek az Osszegben, és igy a benniik 1év6 elemeket tobbszor is megszamoltuk.
Probaljuk meg az 6sszeghben résztvevo E, G, H és I halmazok szamat csokkenteni a kovet-
kez6 modon:

Al + Bl +1C] = [AN B[ = [ANC] = [BNC| = (|D| + [E| + |G| + |H[)+
HUE+HEL+ [ H+ ) + (G [H [+ [T]) = (B[ + [H]) = (H|+G) = (2] + [1]) =
= DI+ |E[ + [F| + G| + 1] + |J].

Jo tton jarunk, hisz ebben az 6sszegben minden halmaz pontosan egyszer szerepel, csak
éppen hianyzik a H halmaz szamossidga. Ezen konnyen segithetiink, mert az éppen a
harom halmaz metszete, amelynek szamossagat megadtak a feladatban. fgy osszeallt a
kovetkezo képlet:

|JAUBUC| =|A|+|B|+|C]—=|ANB| - |ANC|—|BNnC|+|AnBNC|.
A haromféle hirforrdsbdl tehat a 100 megkérdezett koziil 6sszesen
65+384+39—-20—-20—9+6=99

f6 tajékozodik, tehat egyetlen ember van, aki nem néz tévét, nem hallgat radiét és nem
olvas ujsagot sem.
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A fentiek alapjan felirhaté a kovetkezo tétel:
9.2. Tétel. Legyenek A, B és C' véges halmazok. Ekkor unidjuk elemszima
JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANnC|—|BnC|+|AnBNC|.

Ha a 9.2. Példa &ltal emlitett kutatast ma végeznék, akkor az internethasznaldokkal is
szamolni kellene, tehat nem harom, hanem négy halmazunk lenne. Foglaljuk ossze eddigi
tudasunkat és fogalmazzuk meg hogyan alakulna a képlet ebben az esetben.

|JAUB| = |A|+ |B| - |AN B].

JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|AnB|—|ANnC|—|BnC|+|ANnBNC]|.

Keressiik, hogy mennyi |[AU BUC U D|.

9.3. Tétel. Legyenek A, B, C és D véges halmazok. Ekkor uniojuk elemszdma
|AUBUCUD| = |A|+|B|+|C|+|D|-|ANB|—|ANC|—|AND|—|BNC|—|BND|—|CND|+
+ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|—|ANnBNCND|.

Bizonyitds. A haromhalmazos esethez hasonléan itt is vezessiink be tjabb jeloléseket az
abra szerint:

A tételben szerepld egyenlet bal és jobb oldalat felbontva az abra szerinti diszjunkt hal-
mazokra, azt kapjuk, hogy a két oldal egyenls. ©

A 9.1. Tételben, a 9.2. Tételben és a 9.3. Tételben szerepl6 képleteket szitaformuldnak
nevezziik. Bizonyitas nélkiil megfogalmazzuk a szitaformula altaldnositasat:

9.4. Tétel. Legyenek az Ay, A, ..., A, halmazok végesek. Ekkor az unidjuk szdmossdga:

n

[ALUA U UA =D A= Y JANAl+ > JANANAl -+

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

+H(=D)"HANA N AN N Al

A bal oldalt is lehet rovidebben irni: U A,.

i=1
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n
A tételben szereplé formula jobb oldalan a Z |A;| kifejezés Osszegezi az A; halmazok
i=1
elemszamat, a Z |A;NA,;| kifejezés szerint Ossze kell adni az Osszes olyan halmaz elem-
1<i<j<n
szamat, amelyek két halmaz metszeteként allnak eld, a Z |A;NA;N A kifejezés az
1<i<j<k<n
osszes olyan halmaz elemszamanak az 0sszege, amely el6all harom halmaz metszeteként,
és igy tovabb.
Ha a tételben szerepl halmazok paronként diszjunktak, azaz minden 7,5 € {1,2,... n}
és i # j esetén A; N A; = (0, akkor a tételben szereplé Gsszegzések koziil csak az elsd lesz
nullatol killonbozo, azaz

AT U Ay U U A, =D A
=1

Ezt az 6sszefiiggést dsszeaddsi szabdlynak szoktak nevezni. Vegylik észre, hogy az 0sszeadasi
szabaly tulajdonképpen azt a nyilvanvalo eljarast igazolja, hogy egy halmaz elemeinek a
megszamlalasakor a halmaz elemeit csoportositva el6szor a keletkezo csoportok szamossagat
allapitjuk meg, majd ezeket a részosszegeket 0sszegezve kapjuk meg a halmaz szamossagat.

9.1.2. Permutacié

9.3. Példa. Egy irodalmi esten 5 vers hangzik el. Hanyféleképpen kovethetik a versek
egymast?

Jeloljiik a verseket A-val, B-vel, C-vel, D-vel és E-vel. (A feladat most tgy is megfogal-
mazhatd, hogy az ABCDE betiliknek hanyféle sorrendje van). Az els6 vers az 6t koziil
lehet barmelyik. A lehetséges esetek:

A B C D E___.

)

Az A____ esetben az A vers utan kovetkezhet a B, a C', a D és az F is, tehat négyféle
folytatas lehetséges. Mivel mind az 0t esetben négy folytatas lehetséges, igy a lehetoségek
szama 5 - 4 = 20.

AB__, BA_, CA_, DA_, EA_.
AC__, BC_., CB.__, DB, EB_.
AD_, BD._, CD_., DC_., EC_.
AE_, BE_, CE._., DE_, ED_.

Hatérozzuk meg most azt a verset, amely harmadikként hangzik el. Vegyiik az AB___
esetet. Nyilvanvald, hogy ABC__, ABD__ és ABE__ egyarant lehetséges, vagyis a fenti
20 eset mindegyike haromféleképpen folytathatd. Vagyis az elsé harom vers 20 - 3 = 60
lehetséges sorrendben tiizheté miisorra.

Térjiink most ra a negyedik versre. Az eddigi 60 lehet0ségbol valasszunk ki egyet. Legyen
ez az ABC __sorrend. Ez kétféleképpen folytathaté: ABC'D_vagy ABCE_. Igaz ez mind
a 60 esetre, igy az els6 négy vers lehetséges sorrendje 60 - 2 = 120. Ha az elsé négy verset
meghataroztuk, akkor otodiknek csak az egyetlen eddig ki nem jelolt verset tehetjiik, igy
a lehetdségek szama tovabb mar nem szaporodik.
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A fenti gondolatmenetet jol szemlélteti az aldbbi graf:

A jobb szélsé halmaz elemszaméat kellene megallapitanunk. A rajzon is jol nyomonkovet-
het6, hogy az els6 verset 5 versbol vélaszthatjuk ki, igy az elsé két versnek 5 - 4, az elso
haromnak 5 -4 - 3, az els6 négynek 5-4-3 -2, az 6t versnek pedig 5-4-3-2-1 = 120
lehetséges sorrendet jelolhetiink ki az irodalmi estre.

Mivel az 5-4 -3 -2 -1 tipusu szorzat gyakran el6 fog fordulni, ezért célszeri egy kiilon
jelolést bevezetni ra.

9.1. Definicid. A pozitiv egész szamok szorzatat 1-tol n-ig ,,n faktoridlis”-nak nevezzik,
és igy jeloljik: 1-2-...-n =nl. Definicio szerint 0! = 1.

A 9.3. Példa valdjaban egy 6telemii halmaz elemei lehetséges sorrendjeinek a megszam-
lalasardl szél. A tovabbiakban n mindig egy pozitiv egészet jelol.

9.2. Definicid. Egy n-elemi halmaz elemeinek eqy lehetséges sorrendjét permutdcionak
nevezzuk.

9.5. Tétel. n kilonbizo elem dsszes permutdciojinak a szama n!. Jele: P™.

Bizonyitds. Teljes indukciéval. Ha n = 1, azaz a halmaz egyelemii, akkor valéban ele-
meinek sorbarendezésére egyetlen lehetoség van. Tegyiik fol, hogy n = k esetén k! sorrend
létezik. Bizonyitsuk a tétel allitasat n = k + 1-re.

Vegyiik a halmaz elsé k elemének egy konkrét sorrendjét: Ay AsAs...Ap. A k+ 1. elem
hozzavételével éppen k + 1 sorrendet tudunk el6allitani a kovetkezé mddon:

A1 Ay Ay o A A
Al A Ay o A Ay
Ay Ay Apr 0 A A
Ay Ay o A A A
Ay Ay o A A A
Ay Ay o Ay A A

Tehéat k elem egy adott sorrendjébol k41 1j sorrend lesz, k elem pedig k! sorrendben
helyezhetd el, igy k + 1 elemnek k! (k+ 1) = (k+1)! permutacidja létezik. Ezzel a tételt
bebiznyitottuk. ©
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A 0! = 1 megéllapodast is er6siti a fenti tétel, mert 0 darab elem egyféleképpen helyezhet6
sorrendbe: sehogyan sem. A tétel bizonyitasaban rejlé gondolat az n! rekurziv definidla-
sanak a lehet&ségét is tartalmazza: Legyen 1! =1, és han > 1, akkor n! = (n—1)-n. A
0! =1 eset itt is kiilon kezelendé.

Végezetiil tekintsiik a permutacié egy kiilonleges fajtajat.

9.4. Példa. Tegyiik fol, hogy a 9.3. Példa szerinti 6t verset szaval6 didakot egy kerekasz-
talhoz szeretnénk leiiltetni. A kerekasztal iilésrendjében nem kiilonboztetjiikk meg azokat,
amelyekben minden személynek ugyanaz a jobb és a bal oldali szomszédja. Latjuk tehat,
hogy bizonyos sorrendek, amelyek a versek elhangzasakor kiionbozoknek szamitanak, a
kerekasztalnal nem kiilonboznek. Példaul az ABCDFE és az EABC'D sorrend az irodalmi
esten kiilonbozik, a kerekasztalnal nem, mert olyan, mintha mindenki a sajat jobb oldali
szomszédjanak a helyére tilne at, azaz a szomszédsagi viszonyok nem valtoznak. Ezek sz-
erint az 5! = 120 lehetéség tobbszorose a kerekasztalnal 1étez6 6ssz iilésrendek szamanal.
Figyeljiikk meg, hogy az

ABCDE, FEABCD, DEABC, CDEABé BCDEA

sorrendek a kerekasztal iilesrendjében azonosak, tehat az 5! éppen Otszorose a keresett
szamnak, ezért 5 ember egy kerekasztalhoz
5! 120

— =20
o o

lehetséges modon iiltetheto le.

9.1. Megjegyzés. A fenti permutdaciot ciklikus permutdcionak nevezzik. n elem ciklikus

permutdcioinak a szama
n!

n

A szorzasi szabaly

A 9.3. Példa szerint olyan rendezett (a,b,c,d,e) 6tosoket kell Gsszeszamldlnunk, ame-
lyeknek az els6 tagja egy otelemi, a masodik tagja egy négyelemi, a harmadik tagja egy
haromelemt, a negyedik tagja egy kételemii, az otodik tagja pedig egy egyelemii hal-
mazbdl keriil ki, azaz a A x B x C' x D x E halmaz szamossdgat keressiik, ahol |A| = 5,
|B| =4, |C| =3, |D| =2, |E| =1. A feladat megoldasaban lattuk, hogy

|Ax BxCxDxE|=|Al-|B|-|C|-|D|-|E|

A fenti formula altalanos alakjat, amelyet szokas szorzdsi szabdlynak is nevezni, az alabbi
tételben adjuk meg bizonyitas nélkiil.

9.6. Tétel. Legyenek az Ay, A, ..., A, halmazok végesek. Ekkor
|A1 X Ag X oo X An| = |A1||A2| R |An|

9.5. Példa. Legyen e, f és g harom kozos kezdopontu félegyenes. Az e félegyenesen
kijeloliink 3, az f félegyenesen 4, a g félegyenesen 5 pontot. (Egyik pont se legyen a
ko6zos kezdépont.) Hany olyan haromszoget hatdroznak meg a pontok, amelyek mindegyik
csucsa kiillonbozo félegyeneseken van?
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Jelolje az e félegyenes 3 kivalasztott pontjanak halmazat F. Hasonléan definidljuk az
F és a G halmazt is. Ekkor az E x F x G Descartes-szorzat minden egyes eleme egy
keresett haromszoget hataroz meg, és forditva, minden haromszoghoz hozzarendelhetd
egyértelmiien egy ilyen rendezett harmas. A szorzasi szabdly szerint a keresett haromszo-
gek szama: 3 -4 -5 = 60.

Ismétléses permutacié

A 9.3. Példa szovegében nem hangsulyoztuk ki, hogy az elhangzé versek mind kiilonbo-
z6ek, hiszen ez magatdl értetéd6. Vannak azonban olyan esetek is, amikor olyan elemeket
kell sorbarendezniink (permutédlnunk), amelyek kézott vannak egyformék is.

9.3. Definicié. Ha n darab elem kézott vannak egyformdk is, amelyeket nem kilonboz-
tetiink meg, akkor az n elem eqy sorrendjét ismétléses permutdcionak nevezzik.

9.6. Példa. Hanyféleképpen lehet sorbarakni 3 piros, 1 kék és 1 fehér golyot?

Tegyiik fol, hogy a 3 piros golyét ceruzaval megszamozzuk. A golyokat jeloljik igy:
p1, P2, D3 K, f. Ot golyét 51 = 120-féleképp lehet sorbarakni. De mi van akkor, ha a
P1, P2, P3 golyokat nem kiilonboztetjiik meg? Bizonyos eseteket igy a sziikségesnél tobbszor
vettink szamba, mert példaul a pfkpp esetet hatszor szamoltuk:

p1fkpaps,  pi1fkpspa, pafkpips, pafkpspr, psfkpipz, psfkpapr,
Méghozza azért éppen hatszor, mert a pi, ps, p3 elemeknek éppen ennyiféle permutacidja

létezik. A 120 tehat hatszorosa a keresett szammnak, igy ? = 20 kiilonbo6z6 permutacio
1étezik. '

9.7. Példa. Vizsgaljuk ki, hogy hanyféleképpen lehet sorbarakni 3 piros, 2 kék és 1 fehér
|

golyot. Ha a két kék golyot kiillonbozonek tekintjiik, akkor osszesen § sorrend van. Az

el6z6 példaban lattuk, hogy ha a két kéket is megkiilonboztetjilk, akkor a kapott szamot
|

osztanunk kell még 2!-sal, vagyis a keresett szam: ﬁ = 60.

Most mar elég tapasztalatunk van arra, hogy altalanositsunk.

9.7. Tétel. Legyenek n, r, valamint ki, ks, ..., k. adott természetes szamok, gy, hogy
r<néski+ko+---+k.=n. Han elem kozott ky, ko, ..., k, darab egyforma elem van,

n! —n

gl R T P

Vegyiik észre, hogy ha minden elembdl egyetlen darab van, akkor a nevezében 1! = 1
miatt 1 lesz, vagyis visszakapjuk az ismétlés nélkiili premutacio képletét.

Nem lenne sziikséges a bevezetett jelolésben feliilvonast alkalmazni, hiszen a paraméterek
egyértelmiilen mutatjak, hogy a permutacié ismétléses fajtajarél van szd, mi azonban a
kiilonb6z6 kombinatorikai fogalmak ismétléses fajtait mindig feliilvonassal fogjuk jelolni,
szovegbhen pedig az ,,ismétléses” szdval fogjuk megkiilonboztetni a nem ismétlésestol, azaz
ismétlés nélkilitol.

Az eddigiekbdl kideriilt, hogy egy szam faktorialisanak a kiszamitasa fontos tényezoje
a kombinatorikai feladatok sikeres megolddsanak. Habar a szamolégépen is van ilyen
funkcié, szamolaskor mégis nagy nehezségekbe iitkozhetiink, melynek oka az, hogy a fak-
torialis mivelet mar viszonylag kis szamokra is viszonylag nagy eredményeket ad.

akkor ezek permutdcicinak a szama
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n n! n n!

1 1 8 40320

2 2 9 362880

0l — 1 3 6 10 3628800
’ 4 24 11 39916800
51 120 12 479001600

6| 720 13 | 6227020800

7 | 5040 14 | 87178291200

97! . .
Ezek utan a oAl kiszamitasa szinte lehetetlen vallalkozasnak tiinhet, de nem az:

97! 1-2---95-96- 97  95!-96-97 9697

I _ = 9312.
05! 1-2---95 05! 1

Nem csak konkrét szamokat tartalmazd kifejezések egyszertisitheték ezzel a fogassal,
hanem betiiket tartalmazé kifejezések is. Példaul a 9.1. Megjegyzésben szerepld képlet is
egyszeriibb alakra hozhaté:

%!:1'2”'(;1_1)'”:1-2---(n—1):(n—1)!,

vagyis n elem ciklikus permutécidinak a szama (n — 1)!.

9.8. Példa. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezést:

1 1
(n—1)! nl

A faktorialis definicidja szerint kifrva a szorzatokat, majd kozos nevezore hozva a kivetkezoket
kapjuk:
1 1 1 1

n—1! nl 1-2--(n—1) 1-2---n

n 1 n—1

1-2---(n=1)n 1:2---(n—=1)n n!

Fontos megjegyezni, hogy a faktoridlis segitségével a természetes szamok sorozatdnak
barmely szeletét kivalasztva konnyen folirhatjuk a szorzatot. Példaul

5.6---11 11
1-2-3.4 T
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9.1.3. Variacié

9.9. Példa. Egy futéversenyen 15 tanuld vesz részt. Hanyféleképpen alakulhat az elso 3
hely sorsa, ha tudjuk, hogy nem lesz holtverseny?

A 9.3. Példa megoldasahoz hasonléan jarhatunk el, gondolhatunk grafokra, de akar a
szorzasi szabdlyra is. Mi a szemléltetés kedvéért a grafos megoldast véalasztjuk.

Jol lathatd, hogy az elsé helyezett kivalasztasa 15-féleképpen torténhet. Mind a 15
esetben 14 mésodik helyezett valaszthato, és mind a 15- 14 esetben a harmadik helyezett
kivalasztasa 13-féleképpen lehetséges. Az elsé harom dijat tehat 15 - 14 - 13 = 2730-
féleképpen oszthatjak ki.

A 9.8. Tétel alapjan, ha n = 15 mellett & = 3, akkor éppen a 15 - 14 - 13 szorzatot

kapjuk, vagyis a megoldas folirhaté ' alakban, és éppen 15 futobdl akartunk 3-at

(15 —3)
kivalasztani.

A fenti gondolatmenetben el6fordulé 4j fogalmakat és allitasokat a kovetkezd definicioban
és tételben altalanosan is megfogalmazzuk:

9.4. Definicio. Ha egy n elemi halmazbol k darab elemet szeretnénk kivdlasztani és sorba
rendezni, akkor azt n elem k-ad osztalyd varidciojanak nevezzik. Jele: V,'.

9.9. Tétel. n elem k-ad osztdlyi varidcidinak a szdma:

n!

=T

A tétel 6sszhangban van eddigi ismereteinkkel, ugyanis ha a k = n, akkor az 6sszes elemet
sorbarendezziik, ami permutaciénak felel meg, és valoban, ebben az esetben a variacié
képlete is a 0! = 1 nevezd miatt a permutacié képletébe megy at.

Ismétléses variacid

A 9.9. Példa szovegébdl adédott, hogy a 15 futdbdl az els6 harom kivéalasztasanal egy adott
futét csak egyszer valaszthatunk, mert nem végezhet valaki egy versenyen tobb helyen is,
vagyis példaul aki els6 lett, az nem lehet masodik is vagy harmadik. A kovetkezo példa
egy olyan szitudciét ir le, ahol egy adott elemet tobbszor is kivalaszthatunk.

9.10. Példa. Egy matematikadran lefelel az osztdly névsor szerinti elsé hat tanuldja.
Mindenki ketté és 6t kozott kaphat valamilyen osztélyzatot. (Nincs egyes mert mindenki
biztosan tud legalabb kettesre.) Hanyféleképpen alakulhatnak az osztalyzatok?
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A lehetséges sorozatok nagysdg szerint sorbarendezve:

111111, 111112, ..., 111115, 111121, 111122, .. ., 555555.
Nehéz lenne mindet folsorolni, de nem is sziikséges, a szorzasi szabaly (9.6. Tétel) a
segitségiinkre lehet. Legyen A = {2,3,4,5}. Egy lehetséges sorrend legyen (a, b, c,d, e, f).
Az Ax Ax Ax Ax A halmaz barmelyik eleme egy lehetséges sorrend, és barmely lehetséges
sorrend mint rendezett hatos eleme az A® halmaznak. Tehat A% elemszdma a megoldds,
az pedig az emlitett szorzasi szabaly szerint 4% = 4096.

Lattuk tehat, hogy egy négy elemii halmazbdl hat elem kivalasztasara a sorrend fi-
gyelembe vételével 45-féleképpen lehetséges. Ezt az eredményiinket fogjuk altaldnositani
a kovetkezo definicié utan.

9.5. Definicio. Ha egy n elemi halmazbol k darab elemet szeretnénk kivdlasztani és sorba
rendezni gy, hogy a kivdlasztds sordn egy elemet akdr tobbszor is vdlaszthatunk, akkor
azt n elem k-ad osztalyiu ismétléses varidaciojanak nevezzik. Jele: V:.

Az ismétlés nélkiili varidcié definicigjabol (és tételébol is) kovetkezett, hogy n nem lehetett
kisebb k-ndl. Itt, az ismétléses esetben, ennek nincs akadélya.

2 s s, /47 7 I , el
9.10. Tétel. n elem k-ad osztdlyi ismétléses varidcidinak a szama: V, = n*.

9.1.4. Kombinacio

Az eddigi példakban mindig sorbarendezéseket szamoltunk meg. A tovéabbiakban olyan
problémakkal foglalkozunk, melyekben egy halmaz elemeibdl kivélasztunk valahanyat, de
a kivélasztas sorrendje nem szamit. Tekinthetjiik tgy, hogy a halmazbdl részhalmazt
véalasztunk ki. (A halmaz elemeinek nem tulajdonitunk sorrendet.)

9.6. Definicié. Ha egy n elemi halmazbol kivalsztunk k darab elemet gy, hogy a
kivdlasztott elemek sorrendjére nem fiegyeliink (azaz kivalasztunk egy k-elemii részhalmazt),
akkor n elem k-ad osztalyd kombindcigjarol beszélink. Jele: C7.

9.11. Példa. Egy véarosban az autobuszokon a jegyeket olyan lyukasztokkal kezelik,
melyek az dbran lathato négyzethaldzatbdl pontosan 3 mezot lyukasztanak ki. Hanyféle-
képpen allithaték be a lyukasztdk a kovetelményeknek megfeleléen?

11213
41516
71819

Tegyiik fol el6szor, hogy a lyukasztéd a harom szamot valamilyen sorrendben lyukasztja

------

9!
(9 —3)!
szamnal, mert példdul az (1,5,6) kombindciét annyiszor szdmoltuk, ahdny sorrendben
9!

eléfordul a harom szam, vagyis 3!-szor. Ez igaz mindegyik kombindaciora, ezért a W

m—féleképpen

kell kiszamolnunk, ami a képlet szerint: . Ez a szam azonban nagyobb a keresett

szam a hatszorosa a keresettnek. FEzek alapjan a kilenc szambol

lehet kivalasztani 3-at a sorrendet nem tekintve.
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A fenti példa eredményét dltalanositva kapjuk a kovetkezo tételt.
9.11. Tétel. n elem k-ad osztdlyi 6sszes kombindciojinak a szdma:

n!

i = (n— k) -kl

A kombindci6 és az ismétléses permutacié kozott szoros kapesolat van. A 9.11. Példa
szovegében szerepld autobuszjegy kilenc szamat jeloljiik fehér korokkel, a kivalasztott
harmat pedig feketével. Példaul az 1,5, 6 szamok kilyukasztasa legyen:

[ N ONONON N NONONON

A 9.11. Példa azt mutatta meg, hogy a kilenc korocskébol hanyféleképpen tudjuk kiva-
lasztani a harom feketetét. Minden ilyen kivalasztas pontosan a hat fehér és a harom
fekete kor egy sorrendjét jelenti és forditva, minden sorrend egy kivalasztasnak felel meg.
Ezek alapjan felirhato, hogy

/]

?2,3 = (Y, A4ltalanosan pedig P Cr.

n,n—k =
A fenti tételben szerpl6 képlet roviditésére ad médot a kovetkezd jelolés bevezetése.

n

9.7. Definicié. Jelolje (k

) (olvasd: ,n alatt a k) n elem k-ad osztdlyi kombindcidjdt.

Az el6zéek alapjan felirhato, hogy

Ismétléses kombinacid

9.12. Példa. Egy 6tf6s tarsasdg telefonon pizzat rendel, mindenki egyet. Haromféle
pizzabdl lehet valasztani: sajtos, sonkas és tonhalas. Hanyféle Osszetételti lehet piz-
zafajtak szempontjabol a rendelésiik?

A kiilonboz6 6sszetételli rendelésekhez rendeljiink hozza egy-egy jelsorozatot. Példdul a
o e o @00 o jelsorozatban a fehér karikak jelentsék a rendelések szamat, a sotét karikak
pedig pedig az egyes pizzafajtdkat hataroljak el egymastol. Az alabbi tablazatban néhany
konkrét példa talalhato erre a furcsa kédolasra:

1 sajtos, 3 sonkas, 1 tonhalas | cecococeo
2 sajtos, 3 sonkas, 0 tonhalas | coeococoe
0 sajtos, 0 sonkas, 5 tonhalas | eeocoooo
3 sajtos, 0 sonkés, 2 tonhalas | coceeoco

Minden 0Osszetételnek megfelel pontosan egy kod, és minden kédnak megfelel pontosan egy
Osszetételll rendelés. Ezek alapjan pontosan annyiféle Gsszetételti rendelést lehet leadni,
ahanyféle 5 fehér és 2 fekete korbol allé jelsorozat 1étezik. Ezekbdl pedig éppen annyi van,
ahdnyféleképp ki lehet valasztani 7 korbol 5-6t (amelyek fehérek lesznek). Kiszdmolandé

7
a hét elem otod osztalyt kombinacidja: (5) =42,
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Tegyiik most f6l, hogy n fajta pizza van, és egy k-fOs tarsasag szeretné leadni a rendelését.
A rendelésiik kédolasaban lesz k fehér korocske és n — 1 fekete (n pizzafajtat n — 1 kor
vélaszt szét). Ebb6l kell kivélasztani a k darab fehéret.

9.8. Definicié. Ha n elembdl kivdlasztunk k darab elemet ugy, hogy minden elemet akdr
tobbszor is wvdlszthatunk és a kivdlasztds sorrendje nem szamit, akkor azt n elem k-ad
osztalyu ismétléses kombindciojanak nevezzik. Jele: C'Z

Az el6z6 példa megoldéasa és altalanositdsa alapjan kimondhaté a kovetkezo tétel.

9.12. Tétel. n elem k-ad osztdlyu ismétléses kombindcioinak a szama

. 1 . 1
C'k:<n+z ), amely C’k:<nj;fl )

alakban is felirhato.

A tétel kimondasa el6tti gondolatmenetbdl is kovetkezik, ha az n + k£ — 1 kérbol nem a
fehéreket, hanem a feketéket szeretnénk az Gsszes lehetséges modon kivalasztani. A fekete
korok szama: Osszes — fehér = (n+k—1) —k=n—1.

FELADATOK

1. Hany 100-nal kisebb természetes szam van, amely a 2, a 3 és az 5 szamok egyikével
sem oszthato?

Megoldas. Legyen A a kettével, B a harommal és C' az oOttel oszthaté 100-nal
kisebb természetes szamok halmaza. Ekkor

Al =49, [B| =33, |C]=19.

Azoknak a szamoknak a szamat kell meghatarozni, amelyek 100-nal kisebbek, de
egyik halmzaban sincsenek benne, azaz keresendé a 99 — |A U B U C| szam. Ennek
megallapitdasaban a szita formula (9.2. Tétel) lesz segitségiinkre. Mivel AN B a
hattal, A N C a tizzel, a B N C a tizentottel és A N B N C pedig a harminccal
oszthaté 100-nal kisebb szamok halmaza, igy

|[ANB| =16, |AnC|=9, |BnC|=6é6é |ANBNC|=3,

vagyis a keresett szdm: 99 — [AUBUC| =99 —((49+33+19) — (16+9+6) +3) =
99 — 101 + 31 — 3 = 26.

2. Hany olyan 1000-nél kisebb természetes szam van, amely a 2, a 3, az 5 és a 7
egyikével sem oszthato?

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonlo jelolések bevezetése utan kapjuk, hogy
|A] =499, |B|=333, |C|=199, |D|=14, |AnB|=166, |ANC|=99,

|AND| =71 |BNC|=66, |BND|=47, |CNnD|=28, |ANnBNC|=33,
IANBND|=23, |[ANCND|=14, |BNCND|=9é |ANBNCND|=4.
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A végeredményt a 9.3. Tétel szerint a kovetkezd szamolas adja:

999 — ((4994 3334199+ 14) — (166+99+ 71 +66+47+28) + (33 +23+14+9) —4) =
— 999 — (1045 — 477 4 79 — 4) = 999 — 643 = 356.

. Anna, Béla, Csaba és Déra az osztdlykirdndulason egy 6don kastély tornyaba szeret-

nének folmenni, ahova egy 1020 1épcs6bol allo csigalépeso vezet f6l. Hogy érdekesebb
legyen a lépcsézés, elhatarozzdk, hogy Anna kettesével, Béla harmaséval, Csaba
négyesével és Dora 6t6sével veszi a lépeséket. (Csaba és Déra idésebbek a tobbiek-
nél, meg sem kottyan nekik.) Hany olyan 1épcsé lesz, amelyre pontosan két gyerek
lépett?

I. Megoldas. Jelolje A, B, C, D azoknak a lépcséknek a halmazat, amelyekre rend-
re Anna, Béla, Csaba és Déra lépett. Kiszamitandé azon halmazok uniéjanak a
szamossaga, amelyek az adott halmazok koziil pontosan kettének a metszetei, tehét
kiszdmitandé az alabbi rajz szerinta a kovetkezd osszeg: |F|+|H |+|I]|+|L|+|Q|+]|S|.

Adjuk 6ssze kiilon-kiilon az Osszes két- és haromelemi halmazt:

|ANB| = |F| +[J] + [K] + [N]
[ANC] = [M|+ 1| +|J] + |N]
|AND| = |H|+ |M] + N[ + [ K|
[BNC| = |J[+|N|+]0] + 5]
|BND| = |N|+ K|+ |L[ +[O]
|CN D =1Q|+ Q] + [N] + [M]

\F|+ 1|+ [S|+ [L| + Q| + [H| + 3(]J| + | K[ + [M] + [O]) + 6| N|
és

|IANBNC|=|J|+|N|
|JANBND| =|N|+ |K|
|JANCND|=|M|+ |N|
|IBNCND|=|N|+|O|

|J| + | K|+ | M|+ |O] + 4| N].
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Eszrevehetjiik, hogy ha Osszeadjuk azoknak a halmazoknak a szamossagat, amelyek
két halmaz metszeteként keletkeznek, és kivonjuk a harom halmaz metszetébe es6
halmazok szdmossdganak az Osszegének a haromszorosat, akkor —6|N|-t kapunk,
vagyis hozzd kell adni 6|AN BN C U DI-t, hogy ez a tag is kiessen, és maradjon csak
a|F|+|H|+ |I|+|L| +|Q| + |S|. Eszerint a

SoJANAI=-3- > JANA4NA4I+6[ANBNCUD|
1<i<j<4 1<i<j<k<4

képlettel szamolva megkapjuk a megoldast.
Szamoljuk ki most a kérdéses halmazok elemszamat:

|ANB| =170, |ANC| =255 |AND|=102,
|IBNC| =85 |BND|=68, |CnND|=>51.

Ez Osszesen: 731.
|IANBNC| =85 |AnBnND|=34, |AnCnD|=51, |BNnCND|=17.

Ez sszesen: 187. Tovédbba: |[ANBNC N D| =17. A végeredmény igy

731 —=3-187+6-17 = 272.

II. Megoldas. A négy szam legkisebb kozos tobbszorose a 60. A 60 az 1020-ban
17-szer van meg. Elég az els6 hatvan szam kozott megszamolni azokat, amelyek
pontosan két szammal oszthatok a négy koziil, és a kapott szamot megszorozni 17-
tel. A pontosan két osztéval rendelkezo szamok a 4, 6, 8, 10, 15, 16, 18, 28, 32, 42,
44, 45, 50, 52, 54, 56. Ez 16 darab, és 16 - 17 = 272.

. Aginak 7 szoknydja van. Héanyféle sorrendben veheti fel ezeket a hét folyaman, ha

minden szoknyat csak egyszer vesz fel?

Megoldas. 7 elem permuticidja: P7 = 7! = 5040.

. Hat diak felkeresett egy vendéglost, és a kovetkezé ajanlatot tették: ,,Mi hatan

szeretnénk minden nap itt ebédelni azzal a kikotéssel, hogy az asztal mellett all6
hosszu 16can mindig mas iilésrendet valaszthassunk. Akkor fizetiink, ha mar nincs
olyan iilésrend, amelyikkel még nem tltiink ebédhez.” A vendéglos belement az
iizletbe. Hany év mulva kellett a didkoknak fizetniiik?

Megoldas. A 6 didk 6sszesen P% = 6! = 720-féleképpen tud asztalhoz iilni, tehat
sziik két év mulva kell majd rendeznitik a szamlat.

. A2 34,5, 7 szamjegyek egyszeri felhasznédlasaval képezziink 6tjegyli szamokat!

a) Hany szamot képezhetiink?
b) Hény péros van kozottik?
¢) Héany olyan van, amely oszthaté néggyel?
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Megoldas. a) P° = 5! = 120, tehat 120-at.

b) A kettesre végz6ddk szdma Pt = 4! = 24, és a 4-esre végz6dOk szama is ugyan-
ennyi, vagyis az osszes paros szam szama 24+24 = 48. Gondolkodhattunk volna gy
is, hogy a 120 szdm haromotode végzodik paratlan, kétotode pedig paros szamra.
fgy is 24-et kapunk.

¢) A néggyel valé oszthatdsagnal az utolsé két szamjegyre kell odafigyelniink, ugyanis
a bel6lik képzett kétjegyli szamnak oszthaténak kell lennie néggyel. A kovetkezo
végzidések lehetségesek: 24, 32, 52, 72. Mindegyik elé¢ P? = 3!=6-féleképpen lehet
beirni a megmaradt 3 szamjegyet, igy a néggyel oszthatoé szdmok szama 4 - 6 = 24.

. Hany 5-tel oszthato hatjegyii szam képezhet6 a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamokbdl, ha minden

szamjegy csak egyszer szerepelhet?

Megoldas. Egy ottel oszthatd szam csakis 0-ra vagy 5-re végzddhet, és ez elég is
az oszthatosaghoz. Ha a szdam nullara végzodik, akkor a megmaradt ot szamjegyet
P> = 5! = 120-féleképpen irhatjuk elé. Ha a szdm otre végzdédik, akkor szintén
120-féleképpen irhatjuk elé a tobbi szdmjegyet, csak ebbdl ki kell vonni azoknak a
szamoknak a szamat, amelyek nullaval kezdddnek.

A megoldds: P° + P% — P*=2.120 — 24 = 216.

Ugy is gondolkodhattunk volna, hogy ha az utolsé helyre otost irunk, akkor az
elso helyre — mivel oda nullat nem irhatunk — négyféle szamot irhatunk, a masodik
helyre — most mar a nulla is szébajohet — szintén négyfélét, a harmadik helyre harom
szambdl valaszthatunk, a negyedikre mar csak kettobdl, az 6todik helyre pedig a
megmaradt szamjegyet irhatjuk be, azaz 4-4-3-2-1 = 96 szam végzodik 6tosre. A
120-at hozzaadva megkaptuk a 216-ot.

. Permutaljuk az 1234 szam szamjegyeit, és allitsuk az igy kapott szamokat nagysag

szerinti sorrendbe. Hanyadik ebben a sorban a 32147

Megoldas. Szamoljuk meg, hany szam el6zi meg a 3214-et! Megel6zi az Osszes
1-gyel kezd6dd (P?), az osszes 2-vel kezd6d6 (P?), a 3-mal kezdédék koziil megelézi
az Osszes 31 kezdetii (P?), és tobb nem, mert a 32-vel kezdéddk kozott a 3214 az
els6. Az alabbiakban sematikusan abrazoljuk eddigi gondolatmenetiinket.

1. P3=6
2. P*=6
31 P?*=2

A 3214-et 6sszesen 14 szam elézi meg, igy 6 a 15. Az alabbi tédblazatbdl meggy6-
z6dhetiink arrél, hogy ez valéban igy van:

1234 1342 2134 2341 3124
1243 1432 2143 2413 3142
1324 1432 2314 2431 3214 .

. Az A, B, K, O, R, U bettik egyszeri felhasznalasdaval képezziik az Gsszes hatbetiis

,,8z6t” , és irjuk ezeket dbécé sorrendbe! Hanyadik helyen szerepel ebben a ,,szotar-
ban” az UBORKA sz4?

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan vegyiik szdmba az UBORKA sz6t meg-
el6z6 szavakat.
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A P5 =120 UBA___ P3=6
B_____ P5 =120 UBK___ P3 =
K_____ P =120 UBOA__ P? =
O_____ P> =120 UBOK__  P?=2
R_____ P> =120 UBORAK 1
UA___ P'=24 UBORKA 1

Tehat az UBORKA sz6 e virtudlis szotdarban a 5-1204+24+2-6+2-2+1+1 = 642.
helyen szerepel.

10. Hanyféleképpen tilhet le négy hazaspar egy padra, ha mindenki a hazastarsa mellett
szeretne tlni?

Megoldas. Ha a hazastarsak elhelyezkedését nem figyeljiik, csak a parokét, 6sszesen
P* = 4! = 24 esetet tudunk megszamolni. Rogzitsiik a hdzasparok egy sorrendjét,
példaul legyen a sorrend BC'AD. Azéltal, hogy a B hazasparban a sorrend lehet
férfi-n6 és no-férfi, a lehetséges sorrendeket megduplaztam, ugyanis BC'D A helyett
lehet ByB,CDA és B, ByCDA. Ugyanigy dupldzza a lehetdségeket a tobbi hdzaspar
tagjainak a megkiillonboztetése is, tehat az osszes lehetoség szama
P*.2.2.2.2=41.2% =384,

11. Nyolc ember — jeloljiik Oket a-, b-, ¢, d-, e-, f-, g- és h-val — leill egy padra.
Hényféleképpen helyezkedhetnek el gy, hogy a és b, valamint g és h ne keriiljon
egymas mellé?

Megoldas. Azt a forditott modszert alkalmazzuk, amely szerint az Osszes sorrend
szamabdl kivonjuk azon sorrendek szamat, amelyek nem felelnek meg a feltételnek,
vagyis amelyekben a és b vagy g és h egymas mellett iilnek. A kapott szam lesz a
feltételt kielégito sorrendek szama.

Az Osszes lehetséges iilésrend szama P® = 8!. Jelolje A azon sorrendek halmazit,
amelyekben a és b egymas mellett iil, B pedig azokét, amelyekben ¢ és h keriil
egymas mellé. A feltételt nem kielégito sorrendek elemei az A vagy a B halmaznak,
vagyis az AUB halmaznak. Kiszamitandé az AUB halmaz szdmossaga. Az A halmaz
szamossiaganak megallapitasahoz az elézd feladatban latott tritkkot alkalmazzuk,
azaz A-t és B-t tekintsiik egy személynek. Az {gy kapott 7 személyt P7T = 7!-
féleképpen lehet letiltetni a padra. Az a és a b helycseréjével megduplazhatjuk a
lehetséges sorrendek szamat, vagyis |A| = 7! 2. Ugyanigy szamolhat6 ki a |B| is
és ugyanennyi is lesz: |B| = 7!'- 2. A szita formula (9.1. Tétel) alkalmazdsahoz
tudnunk kellene még az |A N BJ-t, vagyis azon iilésrendek szamat, amelyekben az a
a b mellett, a g pedig a h mellett iil. Ha mindkét péart egy személynek tekintjiik,
akkor P% = 6! sorrend addédik. Ezek mindegyikében egymds mellett iil a két par. A
parok tagjainak cseréjével (lasd az el6zé feladatot) megduplazhatdk az iilésrendek,
tehat |[A N B| = 6!-2-2. Az &sszes nem megfelel sorrend szama: |AU B| =
A+ |B| = |[ANB| = (71-2) 4+ (71-2) — (6! -2-2) = 4.7 — 4.6 = 17280.
Azon esetek szama, amelyekben az a nem keriil b mellé és g nem keriil h mellé
P? — |AU B| = 8! — 17280 = 23040.

12. Nyolc ember — jeloljik oket a-, b-, c-, d-, e-, f-, g- és h-val — leiil egy kerek asztalhoz.
Hényféleképpen helyezkedhetnek el tigy, hogy a és b egymas mellett iljon?
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13.

Megoldas. A szokasos triikkk szerint tekintsiik a-t és b-t egy személynek, mintha
Ossze lennének kotozve. 7 személyt egy kerekasztal koré 6!-féleképpen iiltethetiink le
(9.1. Megjegyzés). Minden egyes igy kapott tilésrendb6l csindlhatunk egy djabbat,
ha a és b helyet cserélnek, vagyis a lehetséges iilésrendek szama 6! - 2 = 1440.

Hényféle sorrendben flizheto fel négy kiilonbozo gyongy egy nyaklancra?

Megoldas. Elso ranézésre a kerekasztalos feladatokra hasonlit ez a feladat. Vajon
van-e valami kiilonbség?

b dd b

Az abran két kerekasztal-iilésrendet latunk. Egyértelmii, hogy ezek kiilonboznek
egymastoél, hiszen az egyik rajzon az a jobb oldali szomszédja a b, a masikon a d. De
ha a fenti abrakat ugy tekintem, mintha gyongysort abréazolnanak, akkor ez ugyanaz
a gyongysor, mert kézbevéve gy is letehetem az asztalra, ahogy a bal oldali, és gy
is letehetem az asztalra, ahogyan az a jobb oldali 4bran lathaté. Olyan ez, minhta
a kerekasztal alulrdl is és folilrol is vizsgalhato lenne, vagyis két kiillonbozé tilésrend
a kerekasztalnal, az egy azonos gyongysort jelent. (Kicsit zavard lehet, hogy hol
iilésrendrol, hol meg gyongysorrdl beszéliink, de talan érthet6 a két problémahelyzet
kozotti kapesolat.) Ezek szerint adott szamui gyongybdl feleannyiféle gyongysort
lehet késziteni, mint ahany kiillonboz6 iilésrend 1étezik egy kerekasztal koriil az adott
szamu emberrel. Négy kiillonboz6 gyongy esetén tehét

(41! _6

— =3
2 2

kiillonb6z6 gyongysor készithetd. FEzeket az alabbi dbran meg is mutatjuk. A
kénnyebb Osszehasonlitas végett mindegyik abran az a elem van legfolill. Az is
vilagos, hogy ha két azonos négy gyongybdl allé gyongyfiizéren van két szemkozti
gyongy, amely megegyezik (példdul mindketton az a és a b szemben van egymaéssal),
akkor az azonos gyongysor.

a a a
de c@d c@b
C
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14.

15.

Héanyféle sorrendben hizhatunk ki egy urnabdél 5 piros és 7 kék gyongyot, ha csak
azokat a huzasokat tekintjiik kiilonbozoknek, amelyekben a szinek més sorrendben
kovetkeznek?

12!
S =
hogy mint kombinéciét is kiszamithatjuk, ha gy kozelitiink a probléméhoz, hogy
a 12 huzésbol hanyféleképpen vélaszthaté ki 5 (vagy 7), amelyben a piros (kék)
golyokat kihtzzuk.

Megoldas. Ez ismétléses permutacio, tehat Féi = = 792. Megjegyezziik,

A MATEMATIKA sz6 betiiinek hany permutéciéja van? Ha az 6sszes permutéaciot
abécé sorrendbe rendeznénk, akkor hanyadik lenne a MATEMATIKA sz67

Megoldas. A koénnyebb attekinthet6ség kedvéért a MATEMATIKA sz6 betiiit
rendezziik abécé sorrendbe: A, A, A, E, I, K, M, M, T, T. Az ismétléses permutéci
képlete megadja az els6 kérdésre a valaszt:

—10 10!

P372’2 - m - 151200
A masodik kérdésre mar nehezebb vélaszolni. Alkalmazni fogjuk azt a sémat, ame-
lyet az ismétlés nélkili permutaciondl is alkalmaztunk, azzal a kiilonbséggel, hogy
mindig foltiintetjiik azokat a betiiket, amelyeknek a permutéaciéit megszamoljuk.
Az ismétlés nélkiili esetben ennek nem volt értelme, de most tudnunk kell, melyik
betib6l hany darab maradt. Nézziik hat, hany sz6 el6zi meg a MATEMATIKA szot
a képzeletbeli szotarban.

szoalak kimaradt betiik permutaciok szama
A AAE LK MMT,T P222_2,,§!,2,:45360
E_______ AAA LK, MMT,T P322_3,,‘2’§_2!:15120
I AJAAE K MM T, T P322_$+;2,:15120
K_ AAAELMMT,T P22_3),+{2,_15120
MAA AETLK MT,T Py =1 =2520
MAE AA LK MT,T P;2—2,2,—1260
MAT AAE K MT,T P;2—2,2,—1260
MAK AAELMT,T sz_ﬁ—mo
MAM AAELKTT F;,Q L= 1260
MATA AE LK MT P% =6 =720
MATEA ____ ALK M, T P’ = 6! =120
MATEI __ A A K, M, T Py =2 =60
MATEK ___ A A LM, T Py =2 =60
MATEMAT___ AK T PP=3l=6
MATEMAK . ALT PP=3=6
MATEMATA_ LK Pr=21=2
MATEMATIAK - 1
MATEMATIKA - 1

A jobb oldali oszlopba irt szamok Osszege adja a keresett szamot:
45360 + 3 - 15120 + 2520 +4 - 1260 + 720 + 1204+ 2-60+2-6 +2 + 1 + 1 = 99254.
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16.

17.

18.

Hozzuk egyszertibb alakra a kdvetkezo kifejezéseket:
1 1 (n+3)! (n+1)!
a) - b) :
n+1)!  (n—1)! (n+2)! (n—1)!
Megoldas. a)

c +
) +

1 1 1 n(n+1)

n+1)l (=1 m+1)! m-Dl-nn+1)

1 ar+l) l-nn+l) 1-n*-n
(n+1)! (+D! (n+D  (n+1)!

n+3)! n+1)! n+2)(n+3) (n—1Lnnr+1)
n+2)! (n—1!  (+2)  (n—1) = (n+3)n(n+1)

(n+3)! (n+1)! (n+3)! N (n+Dnn+1)(n+2)
n+2)! (n=1)! (m+2)! hm-Dhhm+1)n+2)
()4 Dnn+1)(n+2)  (n+2)(n+3)+ (n+1n(n+1)(n+2)
B (n+2)! B (n+2)!
(n+2)1n+3)+n+2nm+1)  (+2)!((n+3)+n(n+1))
(n+2)! B (n+2)!

=m+3)+nn+1)=n+3+n*+n=n+2n+3.

Az n+ 2 elem permutécidinak a szama 20-szorosa az n elem permutacioi szaméanak.
Mennyivel egyenl6 az n?

Megoldas. A megoldandé egyenlet 20 - n! = (n + 2)! alaki. Innen

(n+2)! 90 — nl(n+1)(n+2)

20 = n! n!

20=(n+1)(n+2).

A kapott egyenlet megoldhaté mint méasodfoki egyenlet, de a megoldas ki is talal-
hato, ha arra gondolunk, hogy olyan két szomszédos poztitiv egész szamot keresiink,
amelyek szorzata 20. Ez a 4 és az 5, a keresett szam tehat a 3.

Hany kétbetiis monogram készithet$ az A, B, C, D, E, F bettikbol, ha
a) a betlik nem ismétlédhetnek; b) a betiik ismétlédhetnek?

Megoldas. A betiik sorrendje szamit, ezért a variacié képletével szamolhatunk.
Ve 6! ~ 720

DV = G T

egyszertien eljuthatunk a helyes eredményhez a kovetkezo gondolatmenettel:

a monogram elsé betiijét hatféle, a masodik betiijét otféle betiibol valaszthatjuk ki,

azaz 6 -5 = 30.

b) az ismétléses varidcié képete alapjan V;l = 4% = 16. Az a) rész megolddsiban

tett megjegyzésiink itt is érvényes.

= 180. A variacié képletének alkalmazédsa nélkil is
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19.

20.

21.

A dé6, mi, sz6 szolmizaciés hangokbdl hanyféle hat hangbdl allo ;,dallam” kom-
ponalhatd?

Megoldas. A hangok sorrendje szamit egy dallamnal. A harom hangot nyilvan

tobbszor is felhasznalhatjuk a dallam megalkotdasaban, kiillonben nem tudnénk hat

hang hossziisagu dallamot késziteni. Igy az ismétléses variacio képetét fogjuk alkal-
. —4 6

mazni: Vg = 4" = 4096.

Marcinak kiilonbozo jatékai vannak. Ha kapna még egyet, akkor 18-cal tobbféle-

képpen tudna egyet-egyet adni Aginak és Bélanak, mint most. Hany jatéka van
Marcinak?

Megoldas. Tegyiik 51, hogy Marci jatékai szdma n. Ekkor Marci Aginak és
Bélanak V' = a-féleképpen tud jatékot adni. Ha eggyel tébb jatéka lenne (n + 1),
akkor Marci V;"t* = a+18 lehetséges médon adhatna jatékot a mésik két gyereknek.
Az elsé egyenletet behelyettesitve a masodikba kapjuk, hogy Vo't = V;* +18. Old-
juk meg az egyenletet.

(n+1)! ol (n+1)!  nl
mri-2) -2 ° - jHs =

Vit = V' 418 <=
: 2t =1 (n—2)

2

= nn+)=n—-1)n+18«=n*+n=n*—n+18<«=2n=18<=n=09.

Tehat Marcinak 9 jatéka van és a méasik két gyereknek 72-féleképpen tudna jatékot
ajéndékozni, de ha Marcinak 10 jatéka lenne, akkor 90-féleképp tudna ajandékot
adni Aginak és Bélanak.

Valahany kiilonb6zo6 szamjegybdl Pista olyan kétjegyii szamokat irt fel, amelyekben a
szamjegyek ismétlodhettek, Robi olyanokat, amelyekben nem ismétlédhettek. Hany
szamjegy koziil valogathattak, ha Pista 8 szdmmal tobbet irhatott fel, mint Robi?

Megoldas. Itt is egy egyenlet felallitdsa a cél. Pista 8 szammal tobbet tudott
folirni, mint Robi, mert az 6 szamjegyei ismétlédhettek (és nem azért, mert tébbet
vagy tobbol valaszthatott). A rendelkezésiikre allé szamjegyek szamét jeloljiik n-
nel. Két esetet kell megkiilonboztetniink: a kivalaszthaté szamjegyek kozott vagy
van nulla, vagy nincs nulla.

a) Ha nincs nulla, akkor Robi V3, Pista pedig V7 szémot tudott folirni. Innen

. !
V2”+8:V2@ﬁ+8:n2<:>(n—l)n+8:n2<:>

= n?P-n+8=n*<—=n*—n+8=n><n=2..

b) Ha a kivalaszthaté szamjegyek kozott van nulla, akkor Robi a kétjegyl szam
els6 jegyének n — 1 szamjegybdl valaszthat, majd a maradék n — 1-bél (amit mar
kivélasztott, azt nem vdlaszthatja megint, de most a 0 mér vélaszthat6). Pista
az els6 szamjegyet Robihoz hasonléan n — 1 szamjegybdl valszthatja ki, a masodik
szdmjegynek pedig akérmelyiket. Igy Robi (n — 1)(n — 1)-féle, Pista (n — 1)n-féle
kétjegyl szamot allithat Ossze. A feladat feltételei alapjan:

n—1)n-1)+8=n—-1n<=n*-2n+1+8=n>-—n<=n=09.
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22.

23.

24.

25.

Egy iskolai matematikaverseny dontéjébe hat tanulé keriilt: Anna, Béla, Csilla,
Dezs6, Endre és Ferenc. A versenyen egy elsO, egy masodik és egy harmadik dijat
adnak ki. a) Hényféleképpen alakulhat a sorrend a dijak szempontjabol?
b) Hény esetben lehet lany az els6?
c) Hény esetben lehet Anna a helyezettek kozott?

6!
(6—3)
b) Vagy Anna az els, és akarki a mésodik és a harmadik, V?gy Csilla az els6, és

=2-4-5=40.

Megoldas. a) Vi = 120.

akdrki a mdsodik meg a harmadik. Tehdt: Vy> + Vy =2 - )]

c) A feladat a) részének az eredményébél kikovetkeztetheté a valasz: Ha az elsd
harom hely sorsa 120 féleképpen alakulhat 6 tanuld esetén, akkor nyilvanvald, hogy
a 120 esetnek a felében Anna a legjobb harom ko6zott van, a masik felében meg
nincs. Tehat 60 esetben lesz Anna a helyezettek kozott. Természetesen a b) részben
alkalmazott megoldasra is tamaszkodhatunk. Szétvalogatjuk az eseteket aszerint,
hogy Anna els6, masodik vagy harmadik lett, és ekkor kapjuk, hogy

Vy + Vy + Vy =3-20 = 60.

Egy tiztagi tarsasag tagjai kozott 4 kiillonbozo konyvet sorsolnak ki gy, hogy egy-
egy személy csak egy konyvet nyerhet. Hanyféleképpen végzddhet a sorsolas?

Megoldas. Elsé ranézésre nehéz megéllapitani, hogy milyen tipusi kombinatorikai
problémaval van dolgunk. Gondolhatunk kombinaciéra is, de mivel a koényvek
kiillonbozoek, ezért a 10 emberbdl nem elég valahogy kivalasztani 4-et, hanem el
is kell donteni, hogy melyik ké%f'vet ki kapja a kivédlasztott négyesbol. fgy a
7(10_4)!4! -41'=10-9-8-7 = 5040.

Masik lehet6ség, hogy megjeldljiik az embereket (példaul a,b,c,...), és mindegyik
konyvre rairjuk, hogy kinek szeretnénk odaadni. Példaul a gahc egy lehetséges
konyvkiosztas. Ekkor a 10 bet{ibél V1% = 5040 ilyen négyes képezhetd.

lehetdségek szama O} - 4! =

Egy tiztagi tarsasag tagjai kozott 4 kiillonbozo konyvet sorsolnak ki gy, hogy egy-
egy személy tobb konyvet is nyerhet. Hanyféleképpen végzddhet a sorsolas?

Megoldas. Az el6z6 feladatban leirt gondolatmenetek koziil alkalmazzuk a mésodi-
kat. Jeloljitk ismét betiikkel a tiz személyt (a, b, ¢, ...). Ekkor példéul az fgad négyes
egy lehetséges kiosztast jelol. Ezzel a , kodolassal” azokat az eseteket is tudjuk
kezelni, amikor valamelyik személy tobb konyvet is kap (példdul az a: faha, vagy
mind a négy konyvet ugyanaz: dddd). Az a kérdés, hogy tiz betiib6l hanyféleképpen
tudunk kivdlasztani az ismétlédést is megengedve négyet: V[0 = 10* = 10000.

Tiikorszamoknak (vagy palindrom szédmoknak) nevezziik azokat a szamokat, ame-
lyek szamjegyei el6lrol hatra és hatulrdl elére olvasva is ugyanazok, példaul 12521.
Peti azt allitja, hogy 10-szer annyi hétjegyt tiikorszam van, mint hatjegyi. Igaza
van-e?

Megoldas. A hatjegyt tiikkorszamok abecba alakiak, ahol a kiilonbozé betiik nem
feltétleniil jelentenek kiillonb6zo szamokat. Mivel a kilencféle, b és ¢ tizféle szamjegy
lehet, igy a lehetOségek szama 9 - 10 - 10 = 900. Egy hétjegyti tiikkorszam abcdcba
alaku. Itt a lehetoségek szama 9 - 10 - 10 - 10 = 9000, tehat Petinek igaza van.
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26.

27.

28.

Irjuk fel a 0, 6, 9 szamjegyek (akér tobbszori) felhasznédldsaval képezhetd Gsszes
olyan négyjegyl szamot, amely
a) paros;  b) 4-gyel oszthat6;  c¢) 9-cel oszthatd.

Megoldas. a) Az 6sszes négyjegyli szamot Osszeszdmolva 2-3-3-3 = bd-et kapunk.
Mivel a harom szam koziil ketto paros, igy a kapott 54 szam kétharmada, azaz 36
paros.

b) A megadott szamjegyek felhasznalasaval a kovetkezo , kétjegyi”, néggyel oszt-
haté szamok irhaték le: 00,60,96. Az ezresek helyére 6 vagy 9 irhatd, a szdzasok
helyére pedig mind a hdrom. Igy az dsszes lehet6ségek széma: 2-3-3 = 18, azaz 18
haromjegyt néggyel oszthato szam képezheto.

c¢) Csoportositsuk a keresett szamokat a szamjegyeik Osszege szerint:

9: lehetséges szamjegyek: 0,0,0,9. Ezekbdl 1 négyjegyli szam képezheto;

18: lehetséges szamjegyek: 9,9,0,0 vagy 6,6,6,0. Mindkét esetben 3-3 szam képezheto;
27: lehetséges szamjegyek: 9,9,9,0 vagy 9,6,6,6. Az els6 esetben 3, a masodik eset-
ben 4 szam képezheto;

36: lehetséges szamjegyek: 9,9,9,9. Egy ilyen négyjegyii szam van.

fgy Osszesen 1+ 3+ 3+ 3+ 4+ 1 =15 szdmot szamoltunk oOssze.

Hény olyan hdromjegy(i szam van, amelyben a) csupa egyenld; b) két kiilonbozo; c)
harom kiilénb6zo szamjegy van? Hogyan lehetne egyszeriien leellendrizni a harom
eredményt?

Megoldas. a) Az aaa alaki hdromjegyti szamok szdma kilenc, mert a € {1,2,...,9}.
b) Az aab alaki szambol pontosan 9-9 = 81 van, mert az a és a b is kilenc kiilénb6z6
értéket vehet fol, ugyanis az els6 szamjegyet jelolé a nem lehet 0, a b pedig nem
lehet egyenl6 a-val. Ugyanigy 81-81 darab aba és baa alaki haromjegyli szdm van,
vagyis a két kiilonboz6 szamjegyet tartalmazo haromjegyli szamok szama 243.

¢) A csupa kiilonboz6 szamjegyeket tartalmazé szdmok szama 9 -9 - 8 = 648.

Mivel minden héromjegyti szdm az a), b) és c) feladatrészekben leirt tipusok koziil
pontosan az egyikbe esik, ezért az a), b) és ¢) feladatok eredményeit dsszeadva 900-at
kell kapunk, amennyi az 0sszes haromjegyli szam szama, és ez valéban ki is jon.

Egy dobozban 9 cédula van, rendre 1-t6l 9-ig megszamozva. Sorban egyesével
kihtizunk 3 cédulat ugy, hogy minden huzéas utan visszatessziik a kihizott cédulat.
Hényféle olyan hiizds van (a sorrend is szadmit), amely sordn

a) a kihuzott legkisebb szdm 5-nél nagyobb; b) a kihuzott legkisebb szam a 77

Megoldas. a) Az 6tnél nagyobb szamok: 6, 7, 8, 9, vagyis a kihtizott szamhérmast
e négy szabdl allithatjuk ossze. Egy szdm tobbszor is szerepelhet, mert visszatevés
utan djra kihuzhaté. Az Osszes lehet6ség szama V§ = 43 = 64.

b) A feladat feltételét értelemzziik gy, hogy a kihtzott szdmok kozott van hetes,
de nincs kisebb. (Esetleg érthetné valaki a ,,legkisebb” sz6t ugy is, hogy pontosan
egy darab hetes van, és nincs kisebb szam. A hétkoznapi szohasznédlatban ennek is
helye van, mert példaul ha valakinek van harom gyermeke, akik 4, 4 és 6 évesek,
akkor mondhatjuk azt, hogy nincs kozottiik legfiatalabb, mert két négyéves van. A
matematikdaban a ,,legkisebb” szdt altaldban nem ebben az értelemben hasznaljuk.)
A kovetkezd eseteket fogjuk megkiilonboztetni: 7. 7. 7 T7_ 777 77 777,
ahol a vonalakra 8-as vagy 9-es irhato. Ezek alapjan a lehetdségek szdma rendre igy
alakul: 4, 4, 4, 2, 2, 2, 1, azaz az 6szes lehetOség szama 19.
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29.

30.

31.

32.

33.

Egy éllashirdetésre 16-an jelentkeznek, de csak 2 f6t vesznek fol. Hényféleképpen
valaszthatjak ki a két 1j alkalmazottat?

Megoldas. A feladat szovege nem emliti, hogy a két alkalmazottat egyforma vagy
kiilonb6z6 munkahelyre veszik-e f6l, ezért nincs okunk az alldasokat megkiilonboztetni,
vagyis a sorrend figyelembevétele nélkiil valasztunk ki két személyt. Igy a valasz:

16 16! 15- 16
Ci6 = = = = 120.
2 ( 2 ) 14! - 2! 2

Picurka orszag lakéi olyan lottén jatszanak, amelyen az 1; 2; ...; 45 szamok koziil
huznak ki harmat. A lakosok kiszamoltak, hogy ha az orszdg minden lakdja kitolt
egy szelvényt a tobbiekétol kiillonbozo médon, akkor sem biztos, hogy lesz telitalalat.
Legfeljebb hany lakosa lehet Picurka orszdgnak, ha a szabalyok szerint minden
szelvényen harom szamot kell megjel6lni?

Megoldas. Szamoljuk dssze, hanyféleképpen alakulhat a hiizas eredménye:

= 14190.

45\ 45! 43-44-45
(3) C 42030 6

Ha az orszagnak pontosan ennyi lakosa lenne, akkor (ha mindenki egy kombinéciét
jatszik meg) pontosan egy telitaldlatos szelvény lenne. Ha ennél kevesebb lakosa
lenne, akkor mar lenne olyan kombinacid, amelyet nem jatszott meg senki, vagyis
Picurka orszagnak legfeljebb 14189 lakosa lehet.

Egy tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fogott. Hanyan voltak a tarsasagban,
ha 136 kézfogasra keriilt sor?

Megoldas. Egy kézfogashoz két személy kell. A kivalasztas sorrendje nem szamit,
mivel ab és ba kézfogas ugyanaz a kézfogas. Ha n-nel jeloljiik a tarsasag létszamat,
akkor a CF = 136 egyenlet megoldasat kell kiszamolnunk:

n! n(n—1)(n —2)!

gy 136 emr —epon— = 1862 lletve: n(n = 1) =272

Ebbdl az egyenletbél pedig tobbféleképpen is (taldlgatdssal, négyzetgydkvondssal, a
masodfoki egyenlet megolddoképletével) adédik a megoldas: n = 17.

Egy labdartgé-bajnoksagon kétfordulés kormérkozések alapjan dontik el a helyezése-
ket. Hany csapat szerepelt a versenyen, ha Osszesen 240 mérkozést jatszottak?

Megoldas. A kormérkézés azt jelenti, hogy mindenki jatszott mindenkivel — a
kétfordulébol kifolyodlag — éppen kétszer. Vagyis 120 meccs volt fordulénként. Vajon
mennyi lehet a csapatok szama, ha kozilik 120 kiilonb6zo part lehet kivalasztani?
Jeloljiik a csapatok szamat n-nel. Megoldandé tehat a C) = 120 egyenlet. Az el6z6
feladatban latott médon kiszamolhaté a megoldés: n = 16.

Hény egyenest hataroznak meg egy szabalyos 10-oldali sokszog csicsai?

Megoldas. Barmely pontpar meghataroz egy egyenest, és kiilonboz6 pontparok
kolonbozd egyeneseket hataroznak meg. Az hat a kérdés, hogy a 10 pontbdl hany
kiilonbozé pontpart tudunk kivélasztani: C3° = 45.
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34.

35.

36.

Legfeljebb hany metszéspontja lehet 10 egyenesnek?

Megoldas. Egy metszéspont keletkezéséhez két kiilonboz6 egyenes kell, azaz a
metszéspontok maximadlis szama C3° = 45. Ezt a szdmot csak akkor érhetjiik el, ha
nem esik egybe két metszéspont. Ha a 10 egyenes egyazon kornek az érintoje, akkor
nem esnek egybe a metszéspontok, hiszen a kor sikjanak barmely pontjabdl a korre
legfeljebb két érinté hizhaté. fgy a 45 nem elméleti szdm, hanem ilyen 10 egyenes
valoban meg is adhato.

Hényféleképpen vehetiink ki egy csomag magyar kartyabol 10 lapot gy, hogy a
kihtzott lapok kozott — a) legaldbb 7 zold;  b) legfeljebb 7 zold lap legyen?

Megoldéas. a) Jelentse Z, azt a szamot, ahanyféleképpen egy csomag magyar
kartyabol kivehetiink tiz lapot gy, hogy legyen koztiik pontosan n darab zold lap.
Ez a szam konnyen kiszamolhato, ugyanis a nyolc zold lapbdl ki kell valasztani n-t,
a maradék 24 nem zdld lapokbdl pedig (10 — n)-t:

n = (i) <102f n)

Legalabb hét zold lap gy lehet a 10 kivalasztott kozott, ha pontosan hét vagy nyolc
z0ld lapot vesziink ki. (Tébbet nem lehet, mert nincs annyi zold kartya a pakliban.)
Vagyis

Z+Z__8 24+_8 24 _82HQZZ%M+1QQQ&M_
[ A s/\2 ) 30. 211 or. 221

= 8-2024 + 276 = 16468.

b) A legfeljebb 7 zold lapot tartalmazé 10 lapos kombinaciok szédma az a) rész
jeloléseivel: Zg + Z1 + ...+ Z7. Mivel Zo+ Z1 + ...+ Zs = (32), igy

32

A A o+ =
o+ 41+ + Z7 <10

) — Zg = 64512240 — 276 = 64511964.

Egy 32-lapos magyar kartyacsomaghbdl hanyféleképpen lehet kivalasztani nyolc lapot
ugy, hogy a kivalasztott lapok kozott pontosan két piros és két hetes legyen?

Megoldas. Az 6sszeszamolandd eseteket alapvetéen két csoportra oszthatjuk: ami-
kor a kivalasztott lapok kozott van a piros hetes, és amikor nincs. Az els6 esetben
a piros hetes mellé még egy piros lapot és még egy hetest kell valasztanunk. A
maradék lapokat a sem nem piros, sem nem hetes lapok kozil vélasztjuk. Ezeknek

a lehetoségeknek a szama: <:1))> (I) (251) = 3-7-20349 = 427329. A masodik

esetben taldn még egyszeriibb a helyzet: kivélasztunk két hetest (de nem a piros
hetest), kivdlasztunk 2 pirosat (de nem a piros hetest), a maradék helyeket pedig

21
foltoltjilkk a tébbi lappal: (2) (;) (4) = 3-21-5985 = 377055. A két szam

Osszege adja a valaszt a kérdésre: osszesen 427329 + 377055 = 804384 lehetOség van
egy pakli magyar kértyabodl kivenni 8 lapot ugy, hogy a kivalasztott lapok kozott
pontosan két piros és két hetes legyen.
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37.

38.

39.

40.

Egy miihelyben egy miiszak alatt elkészitett 500 darab zar 4%-a selejtes. Hanyféle-
képpen valaszthatok ki koziiliik 10 zarat gy, hogy a kivalasztottak koziil

a) pontosan 5 darab selejtes legyen;

b) legaldbb 2 darab selejtes legyen?

20\ /480
Megoldas. Az 500 zéarnak a 4%-a 20. Ennyi a selejtek szdma. a) (5 ) ( ; )

Altaldnosan is elmondhatjuk, hogy egy tizelemli mintaban %k darab selejt Gsszesen

2 4
( :) (1 0 %0 k) kiilonb6z6 médon fordulhat el. b) A | legalabb 2 selejt” mintat ugy

tudjuk oOsszeallitani, hogy kiszamoljuk az oOsszes lehetéges Osszedllitast, és kivon-
juk beldle azoknak a mintaknak a szamat, amelyekben nincs legalabb két selejt,
azaz nulla vagy egy selejtet tartalmaznak. Az a) részben leirt altalanositas szerint

480 4801 (/20
tizelemt mintat nulla selejttel <10>, egy selejttel < 9 ) ( ) )-féleképpen lehet

kivalasztani. A valasz tehat

500\ /480 (4801 (20

10 10 9 1)’
azaz ennyiféleképpen lehet kivenni egy 10-elemii mintat, amelyben legaldbb két
selejt van.

Egy osztalybdl 15 tanulé kirandulni megy. Az éjszakat egy turistahazban toltik, ahol
harom négyéagyas és egy haromagyas szobat kapnak. Hanyféleképpen helyezkedhet-
nek el, ha a szobakon beliili elhelyezkedést nem vessziik figyelembe?

Megoldas. A 15-f6s tarsasaghdl harom négyfés és egy haromfds csoportot kell
kialakitani. Az Osszes lehet6ség kiszamitasi modja:

(T () () () w05

Egy dobozban 15 cédula van 1-t6l 15-ig megszamozva. Kihtizunk 5 cédulat visszate-
vés nélkiil. Hanyféleképpen torténhet meg, hogy a kihuzott legkisebb szam nagyobb
5-nél? (A hizds sorrendje nem szamit!)

Megoldas. Azokat az eseteket kell Osszeszamolnunk, amikor 6-nél kisebb szamot
nem huzunk ki, vagyis 10 szambol valaszthatunk: 6, 7,....,15. Az Osszes lehetdség

szama (150) = 252.

Egy 32-es létszamu osztaly, amelynek Nagy Pél is tagja, didkbizottsagot valaszt.
A bizottsag Osszetétele: 1 titkar és 4 bizottsagi tag. Héany olyan eset lehetséges,
amikor Nagy Pal

a) titkdra a bizottsagnak;

b) nem titkarként tagja a bizottsagnak;

c) szerepel a bizottsagban?

Megoldas. a) Ha Nagy Pal a titkar, akkor a masik négy bizottsagi tagot
1
(34) = 31465-féleképp lehet kivalasztani.
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41.

42.

43.

b) Ha Nagy P&l nem titkar, hanem egyszer(i bizottsdgi tag, akkor eldszor vélasszuk
31\ /30
ki a titkart, majd a masik hdrom bizottsagi tagot: < ] ) < 5 ) = 125860.

c) Ha Nagy P&l tagja a bizottsdgnak, akkor az esetek egy részében titkara a bi-
zottsagnak, a masik részében pedig egyszerli bizottsagi tag. fgy az a) és a b) részben
kapott szamok Osszege adja a keresett szamot: 31465 + 125860 = 157325. Masik
modszer, hogy a sorrendet nem nézve kivalasztjuk a masik négy bizottsagi tagot az
Osszes lehetséges modon, majd ezt a szamot megszorozzuk ottel, hiszen barmelyikiik

lehet titkar: (341) -5 = 31465 - 5 = 157325.

A minden lehetséges modon kitoltott lottdszelvények kozott hany kéttaldlatos szel-
vény van? (A kilencvenbél 6t szamot kell eltaldlni 6t szam megjeldlésével.)

Megoldas. A két taldlathoz az 6t kihtzott szambdl valamelyik kettot be kellett
jelolniink, és ezen feliil még mésik haromat. Az Osszes kéttaldlatos szelvény szama

tehat
(2) (835) =10-98770 = 987700.

Hany olyan hétjegyli szam van, amelynek szamjegyei csokkend sorrendben kovet-
keznek egymds utan, egyenlo szamjegyeket nem engedve meg?

Megoldas. Soroljuk fol a szamjegyeket csokkend sorrendben: 9876543210. Ebbol
a 10 szamjegybol harmat elhagyva egy a feltételeknek megfelel6 szamot kapunk,
és a keresett szamok barmelyike el6allithaté igy. A kapott szamon nem véaltoztat
semmit, hogy milyen sorrendben huzzuk ki a harom szamjegyet, tehat a keresett

10
hétjegyl szamok szama: < 3) = 120.

Hanyféleképpen olvashatoé ki az alabbi abrakbdl a ZENTA, SZABADKA és a KOM-
BINATORIKA sz6, ha mindig csak lefelé vagy jobbra léphetiink?

a) Z ENTA b S Z A B
E N T A Z A B A
N T A A B A D
T A B A D K
A A DK A
0 K O M B I

O M B I N

M B I N A

B I N AT

I NATOT RTIK A
R I K A
I K A
K A
A
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44.

45.

46.

Megoldas. a) A ZENTA sz6 kiolvasasa négy lépésben torténik, amelyek koziil
barmelyik lehet lefelé vagy jobbra lépés. Azt kell megszamolnunk tehat, hogy két
elembdl hanyféle négyelemi sorozat készitheté. Ennek szdma: Vi = 2% = 16.

b) A SZABADKA sz6 hét 1épésbél olvashato ki, és minden egyes kiolvasas a jobb als6
sarokban végzddik, tehdt a hét 1épésbdl minden esetben négyszer lefelé és haromszor
jobbra léptink. Az egyes utak abban kiilonboznek egymastol, hogy a lefelé és a jobbra
1épések sorrendje kiilonbozik egymastol. fgy a SZABADKA szt Osszesen ?1,5 = 35-
féleképpen olvashatjuk ki. (Szdmolhattunk volna a Cf vagy a C] képlettel is.)

¢) Az eléz6 két megoldds tapasztalatait figyelembe véve a KOMBINATORIKA szé

az dbrabol Py, - Vi = 70 - 16 = 1120-féleképpen olvashaté ki,

Egy 35-0s 1étszamu osztalyban 7 egyforma konyvet sorsolnak ki. Hény olyan eset
lehetséges, amelyben az osztalyba jaré Toth Laszlo pontosan egy konyvet kap, ha
a) egy tanulé csak egy konyvet kaphat;

b) egy tanulé tébb kényvet is kaphat?

Megoldas. a) Ki kell vélasztanunk a mésik hat didkot, akik konyvet kapnak.

Mivel a konyvek egyformak, ezért a kivélasztas sorrendje nem szamit, és az Osszes
34

eset szama Cpt = (6) = 1344904.

b) Tegyiik fel, hogy T6th Laszl6 megkapta a kényvét. A maradék 34 didkbol
kell kivalasztanunk a sorrendet nem nézve hatot ugy, hogy egy didkot tobbszor
is valaszthatunk. Ennek a kivalasztdasnak a lehetséges szama éppen

_ 3446 — 1 39
Cﬁ“:( +6 ):<6):3262623.

Hényféleképpen lehet nyolc egyforma bastyat letenni egy sakktablara tgy, hogy a
sakk szabalyai szerint ne tissék egymast?

Megoldas. Az elso béastyat a 64 mezo akarmelyikére letehetjiik. Ez a bastya a sajat
sorat és oszlopat tartja iités alatt, ami 7-7 mezot jelent, ezen kivil még egy mezot
elfoglal, amelyen all. A kovetkezd bastya elhelyezésére alkalmas mezok szama igy
64—7—T7—1=49. Ez éppen egy hét mezodnyi oldali négyzetet tesz ki. Valéban, ha
az elso bastya altal lefoglalt mezoket | kivessziik” a sakktablabol, akkor a maradék
mezOokbol egy kisebb, 7 x T-es négyzet allithato Ossze. A mésodik bastya a leirtak
szerint 49 mez6 valamelyikére helyezheto el. Folytatva a megkezdett gondolatot a
kovetkezd bastya 36, a kovetkezd 25, s.i.t. helyre tehet6. Az Osszes lehetOség szama
foy 82-7%.6%-...-12=(8-7-6-...- 1) = (8!)%. Ez a szam viszont a tobbszorose a
keresettnek, mert példaul azt a helyzetet, amikor a nyolc bastya a foatloban van, 8!-
szor szamoltuk, hiszen a bastyak ennyiféle sorrendben allithatok fol. Mivel minden
(817
8

allast 8!-szor szamoltunk, ezért a bastyakat Osszesen = 8! lehetséges modon

tehetjiik le.

Egy bolha ugrél a derékszogli koordinata-rendszerben az origobdl kiindulva a tenge-
lyekkel parhuzamosan mindig egységnyi hosszit. Hanyféle utat jarhat be, ha 6 ugrés
utan djra az origéban van?

Megoldas. Négy irdnyban mozoghat: folfelé (F), lefelé (L), jobbra (J) és balra (B).
Ekkor egy ugrassorozatot egyértelmiien leir példaul egy LFLJFB sorozat. Csopor-
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tositsuk az utakat aszerint, hogy hany fiiggéleges ugras volt benne.

a) 0 fiigg6leges ugras: JJJBBB betiisorozat minden permutéaciéja egyértelmiten leir

egy ilyen utat, és kiillonboz6 sorozat kiilonbozo utat jelent. Vagyis annyi ilyen 1t
|

létezik, amennyi a JJJBBB betiisorozat permutdcioinak szama: Pj 5 = 330 = 20.
b) 2 fiiggbleges ugrds: FLJJBB permutacidinak a szdma ?272 = 2'§!2' = 180.
c) 4 fiiggéleges ugrds: FFLLJB permutaciéinak a szdma FS 2= 2'61!2' = 180
d) 6 figgdleges ugras: FFFLLL permutacidinak a szdma P3 g = 3'6—'3' = 20.

Ez 6sszesen 400 lehetséges utvonalat jelent.

47. Bizonyitsuk be, hogy 1-1!+2-2143-3!+ ...+ n-nl = (n+1)! — 1, ha n tetszbleges
pozitiv egész szam!

Megoldas. Alakitsuk at az egyenl6ség bal oldalat. Vegyiik észre, hogy példaul a
harmadik tag atirhaté a kovetkezoképp: 3 - 3! = 4! — 3l. Ez altalanosan is igaz,
mert (a jobb oldalbdl kiindulva): (n 4+ 1)! —nl = (n+1)-nl—1-nl = n-nl
Most a bizonyitand6 egyenléség jobb oldalat atalakithatjuk teleszkopikus Osszeggé
(Teleszkopikusnak neveziink egy Gsszeget, ha véges szamu ellentett szam vagy kife-
jezés taldlhaté benne), és ebbél kozvetleniil adédik a bal oldal:

1-1142-214-3-314... 4+ (n+ 1) —n! = 2!=1143!-214+41-3!4+.. .+ (n+1)!—n! = (n+1)!—1.

Az allitast bebizonyithatjuk matematikai indukciéval is.

19 n = 1-re érvényes az allitds, hiszen 1- 1! = (1 + 1)! — 1, s igy mindkét oldal 1.
2° Tegyiik fel, hogy valamely k szamra is igaz az allitas, azaz teljestil, hogy
1-11+2-214+3-31+ .. +k-kl=(k+1)!—1.

3° Bizonyitsuk be, hogy 1-114+2-2!43-3!+ ...+ k-kl+(k+1)- (k+1)! = (k+2)! - 1.
Val6ban,

1-114+2-2143-31 + . +Ek-K+(k+1)-(E+1)=
= k+D!=1+(k+1) (k+1)
= (k+2)(k+1)! -1
(k+2)! -1,

ezzel az egyenloséget bebizonyitottuk minden n természetes szamra.

1 2 3 1
48. Bizonyitsuk be, hogy — o + = 30 + — ] + ...+ (nZl)! =1- m egyenloség igaz

minden n pozitiv egész szamra.

Megoldas. Alakitsuk at a bal oldalon allo n _'
n!

alaku tagokat az

n n+1—1_ n+1 1 _1 1

n+1)! (+D!  (n+D! (n+D! nal (n+1)

egyenloség felhasznéalasaval:

LA SO N NS SN S § L 1
2! 20 33 4l n (n+1)! T (n+ 1)
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9.2.

9.2.1.

Az el6z0 feladat megoldasahoz hasonléan most itt is egy teleszkopikus Osszeget kap-
tunk, vagyis, a belso tagok Osszege nulla, és igy adodik a jobb oldal.

A feladat tipusabdl kifolyodlag talan kézenfekvébb a teljes indukcié alkalmazasa. A
kovetkezokben megmutatjuk, hogy az allitas igy is bizonyithato.

1°n =1 esetén az allitas nyilvanvaléan igaz, hisz mindkét oldalon — all.

2° Tegyiik fel, hogy az &llitas igaz valamely n = k szdmra, azaz

1 2

il —_— =] —

ST TR TR 3 UES]

3% Mutassuk meg, hogy az allitds n = k + 1-re is teljesiil, azaz érvényes a

1+2+3+ . k +k+1 1 1 186 is. Mivel

— 4+ =+ =+ .. =1-— n is. Mi

ol 31 Ul Gkt (k2 (k 1 2)1 cByemioses 15 AUve
1+2+3+ . k +l{:+1 _ 1 1 +k+1_
21 31 4! E+1)!  (k+2)! k+1)!  (k+2)!

SRS S SRk R
T (B+ 1) k+2) (k+2)V

ezzel az egyenl6ség minden n természetes szamra igaz.

Binomialis képlet

A binomialis egyiitthatok és tulajdonsagaik

Vizsgaljuk meg az (a+0b) binom nulladik és , n-edik” természetes hatvanyaiban eléforduld

egyutthatokat:
(a+0b)° =1
(a+b)t=1- a+1~b
(a+b?=1-a*+2-ab+1-b
(a+b?=1-a*>+3-a’b+3-ab*+1-b°
(a+b)*=1-a*+4-a®b+6-a**>+4-ab®>+1-0b*
( YP=1-a"+5-a*b+10-a*b* +10-a*b> +5-ab* +1-0°

a+b)°

[rjuk ki a megfigyelt egyiitthatékat a kovetkezd alakban:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 D 1
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Ezt a tablazatot Pascal-féle haromszognek nevezziik. Ennek minden sordban az elso és
az utolso szamok 1-esek, a tobbi elem pedig az el6z6 sorban két felette allé szam Osszege.
A tablazatban el6fordulé természetes szamokat . binomialis egyiitthadknak” nevezziik.

0
Ha elfogadjuk, hogy definicié szerint (0) = 1, akkor ezek a binomialis egyiitthatok

!

kiszamithatok az <Z> = ﬁ képlettel. Példaul a Pascal-haromszog 6todik soraban
l(n —k)!

levs szamok az (a + b)" kifejtett alakjaban el6fordulé egytitthatdk, és ezek a kovetkezok:

N a1 1
0/ 0l(4—-0) o4 0o 1 7
A a4y
1)  U4-1) 13 1.3 7
4 44l _4~3-2!_6
2) 24 -—2)! 220 2t.2l 7
4 4! 431 4

= = :—:4’
3/ 3l(4-3) 311 1

AN__e e
4) A4 —4)! 400 0o T

9.13. Tétel. Az <Z) ,n€ N, ke{0,1,2,...,n} binomidlis egyiitthatokra érvényesek a

kovetkezo tulajdonsdgok:

Hp) =G ()=
O O R A N AT A

Bizonyitas. 1.

n n! n! 1
n n!-(n—mn) n!-0 0
2.
n n! n-(n—1" n
et = —=n
1 Un-10! 1-(n-1! 1 "
n n! n-(n—1)" n
_ _n_
n—1 m=1!1 (n=1!-1 1
3.
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4.
n n n! n!
(k)+<k+1) T W =R D=k
_onl(k+1)+nln—-k)
(k+ l(n— k)
 onl(k+14n—k)
(kD! — k)
B (n+ 1)n!
 k+ DN ((n+1) = (k+1)!
B (n+1)!
(kDU (n+1) = (k+ 1))
~ (n+1
B (k+1)'
O

A tétel 1. tulajdonsaga miatt lesznek a Pascal-haromszog soraiban az els6 és az utolsd
elemek eggyel egyenl6ek, a 3. tulajdonsdghdl kovetkezik a haromszog szimmetridja (min-
den sordban jobbrdl és balrdl is a k-adik elem megegyezik), a 4. tulajdonsig pedig az
emlitett Osszegezési tulajdonsagot mondja ki.

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy mindegyik tulajdonsagnak kombinatorikai jelentése is
van. Ez lehetOséget nyujt arra, hogy példaul a 4. tulajdonsagot kombinatorikai titon
is bebizonyitsuk. A 4. tulajdonsag jobb oldalan az a mennyiség all, ahanyféleképpen
n+1 elembdl k+ 1 elemet ki tudunk vélasztani. Szamozzuk meg ezeket az elemeket 1-t6l
n + 1-ig. k + 1 elemet kétféleképpen valaszthatunk ki: vagy koztitk van az n + 1-esnek
szamozott elem, vagy nincs. Ha koztiik van, akkor az n + 1-es mellé a maradék n elembdl

k elemet () kiilonboz6 médon valaszthatunk ki, ha pedig nincs koztiik, akkor n elembdl

k

kell mind a k£ + 1 elemet kivalasztanunk, amelyre kiilonbozo lehetdségiink van.

n
kE+1
Valéban e két szam 0Osszege all a 4. tulajdonsag bal oldalan.

9.13. Példa. Bizonyitsuk be, hogy han € N és 0 < k <n — 2, akkor

@i;) - (Z)”(kL) +(k12)‘

Induljunk ki a bizonyitandé Osszefiiggés jobb oldalabdl, és alkalmazzuk erre kétszer is az
el6z6 9.13. Tétel 4. tulajdonsagat. Ekkor:

(Z) ”(kil) ’ (kiz) - KZ) N (k:ilﬂ " Kkil) ’ (kiz)}
- ()6 - ()

amit bizonyitanunk kellett.
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Ha viszont az egyenloség két oldalat kombinatorikailag értelmezziik, akkor egy ujabb bi-
zonyitasat kapjuk az allitasnak. Az egyenl6ség bal oldalan az a szam &ll, ahanyféleképpen
n+2 elembdl k+2 elemet ki tudunk valasztani. A szemléletesség kedvéért az n+2 elembdl
kett6t fessiink pirosra (vagy valamilyen mas médon kiilonboztessiik meg a tobbitol). k+2
elem kivalasztasaval a kivélasztottak kozott vagy nem lesz piros, vagy egy piros lesz, vagy
ketto.

a) A kivéalasztott elemek kozott nincs piros. Ez annyiféleképpen torténhet meg, ahdnyféle-
képpen a nem pirosakbdl (n elem) kivalaszthatunk k + 2-t, azaz: k Z Nk

b) A kivélasztott elemek kozott pontosan egy piros van. Ez annyiféleképpen torténhet
meg, ahanyféleképpen a nem pirosakbdl (n elem) kivéalaszthatunk k4 1-t, és a két pirosbdl

pedig még egyet, azaz:
n 2\ 5 no\
k+1)\1) k+1)

c) A kivéalasztott elemek kozott pontosan két piros van. Ez annyiféleképpen torténhet
meg, ahdnyféleképpen a nem pirosakbdl (n elem) kivalaszthatunk k-t, a két pirosbél
pedig mindkettot kivalasztjuk, tehat:

n\(2\ (n
k)\2) \k/)
Ha az a), b) és c) pontokban megszamolt eseteket Osszegezziik, akkor akkor éppen a

bizonyitandé egyenléség jobb oldalat kapjuk.

9.14. Példa. Mutassuk meg, hogy minden n € N szam esetén

@?) —2. <§) = n%(n—1).

Most az adott Osszefiiggés bal oldalabdl indulunk ki, és azt rendezziik. Ekkor

2n n\ (2n)! n!
(3)_2<3) B 3!(2n—3)!_2'3!(n—3)!
2n)(2n —1)(2n —2)2n—3)1  2-n(n—1)(n—2)(n — 3)!

3!(2n — 3)! 3l(n — 3)!
2
= g(n@n —1)(2n—2) —n(n—1)(n — 2))
iy
= §(4n2—4n—2n+2—n2+2n—|—n—2)
= g(3n2 —3n)
= g -3n(n —1)
= n*(n—1).
9.15. Példa. Az (17;) = <1n7) egyenlet megoldasat a természetes szamok halmazédban
a 9.13. Tétel 3. allitasa alapjan nagyon egyszertien megkapjuk. Mivel (Z) = ( " k)’
n —_—

igy k =10 esetén n — 10 = 17, ahonnan n = 27.
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3 2 1
halmazaban a binomialis egyiitthatokra vonatkozdé formula és tulajdonsidgok alapjan a
kovetkezo ekvivalens atalakitasok alapjan torténik:

<§) i <Z> - 8(?) =0 = 31(nni g " 2!(71”1 1 8n =0
nn-1(n=2)  n(n-1)

9.16. Példa. Az (n) + (n) — 8<n) = 0 egyenlet megoldasa a természetes szamok

— 5 5 —8n =20
— %((n—l)(n—2)+3(n—1)—48) ~0
— %:0 vagy n?—3n+2+3n—3-48=0
— n=0 vagy n?®=49.
A kapott egyenlet megoldasai igy n; = 0, ny = 7 és ng = —7. A harom szam koziil

csak az n = 7 tartozik a természetes szadmok halmazédba, igy az adott egyenletnek az N
halmazban csak az n = 7 a megoldasa.

9.2.2. A binomialis képlet

9.14. Tétel. Minden n természtes szam esetén érvényes az

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0b) —(O)a +<1)a b+<2)a b+...+<n_1)ab +<n)b

binomidlis képlet (vagy Newton-féle binomidlis formula), amely révidebben felirhato az
(a+0b)" = Zn: <n) a"rp
k=0 k

alakban, ahol a Z az 0sszegezés szimboluma, amely k = 0-tol k = n-ig torténd osszegezést

k=0
jelent.

Bizonyitds. A bizonyitast a matematikai indukcié mddszerével adjuk meg.
1. n =1 esetén az allitas igaz, mert

1 1
(a+b)l=a+b=1-a+1-b= (O)a1+(1)b1.

2. Feltételezziik, hogy az allitas igaz n = k esetén, azaz érvényes, hogy

k k k k k
k __ k k—1 k—272 k—1 k
(a+0b)" = <0>a +<1)a b+<2>a b +...+<k_1)ab +<k)b.
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3. Bizonyitsuk most az allitast n = k + 1-re. Mivel

(a+ b = (a4 b)(a+b)F

= (a+0b) Kg) a® + G’) a" b+ <§) a" I 4+ (k ﬁ 1) abf !+ + <:) b’f}

e R 12

Qe G Qe (o O

= (o) [0 - Q)] {2+ () ()

= (k —(;_ 1)ak+1 + (k —; 1)akb+ (k ;_ 1)ak_1b2 +...+ (k _]L_ 1)abk + (Z i 1)6“17
tehat igaz az allitas minden n természetes szamra is. ©
9.17. Példa. A binomiélis képlet alapjan a (2 + 2)° kifejtett alakja:

(2+z)° = ((5))25 + (?)24-93+ @)23 2?4 <§)22 R (i)z:p‘* + (2)#

1-3245-16-2+10-8-224+10-4-23+5-2- 21 +1-2°
= 32+ 80x + 8022 + 402> 4+ 102* + 2°.

Az (a—b)" kiilénbség n-edik hatvanyat a fenti képlet segitségével pedig a kdvetkezé médon
lehet meghatdrozni: (a —b)" = (a + (=b))".

9.18. Példa. A (2a — 3b)* hatvany kifejtett alakja a kovetkezd:

<§) (2a)" + G) (2a)°(=3b)" + (;1) (2a)%(—3b)2 +
4 @ (24)'(=3b)° + @(—3@4

= 1-16a"+4-8a- (—3b) + 6-4a®- 9> +4-2a - (—27b%) + 1 - 814"
16a* — 96a°b + 216a%0* — 216ab’® + 81b*.

(2a — 3b)*

9.19. Példa. Szamitsuk ki az (g) + (Tf) +...+ ( T_l 1) + ( ) binomidlis egyiitthatok

Osszegét. Ekkor az (a + b)™ hatvanyban a = 1 és b = 1 vélasztés esetén

A+1)y = (g)lu(T)1n-1.1+...+(nﬁl)l.ln—w(Z)w
= () () () ()

s mivel (14 1)" = 2", igy a keresett Gsszeg

0@ (1) ()=
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9.20. Példa. Hasonléképpen adddik, ha az (a + b)" hatvanyban a = 1 és b = —1 a
vélasztas, hogy egyrészt (1 —1)" = 0" = 0, masrészt

vt = () (e () ot (0
)G G e (e
s () 0)- () () o

9.21. Példa. A 9.19. Példa és a 9.20. Példa egyenletét osszeadva ,,n a paratlan szamok

felett” kiesnek, s igy
Y (M) (M) =2
O 2 4 “ e e T .

Ha a fenti egyenletet kivonjuk a 9.20. Példa egyenletébdl, az ,,n a paros szamok felett”
kiesnek, s igy

(M) (T) =2

] 5 5 c= .

FELADATOK

1. Hatérozzuk meg az n értékét az (a+0b)" kifejezésben, ha tudjuk, hogy a tizenegyedik
és a kilencedik tag binomidlis egytitthatéinak aranya 7 : 15.

Megoldas. A tizenegyedik tagnal k = 10, a kilencedik tagnal k = 8, tehat a
kovetkezo ekvivalens atalkitdsokat végezhetjiik el:

() ()7 o= () =7 ()

= 1 10'(n—10) =7 8( 8)
8l(n—8)! 7
7 10in—10) 15
8l(n —8)(n—9)(n—10)! 7
7 T10.9.8-(n—100 15
- (n—g)(n—9)=7'?510
<~ (n—28)(n—9) =42,

azaz két szomszédos természetes szam szorzata 42. Ez csak 1gy lehetséges, ha a
nagyobbik 7, azaz n — 8 = 7, ahonnan n = 15.
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1 9
2. Hatédrozzuk meg az (— + a2) kifejezésben azt a tagot, amely nem tartalmazza az
a

a paramétert.
Megoldas.

) - 206

9\ a* (9 3k—9
- <k) T2 (k) |
k=0 k=0

Ebbdl a tiz osszeadandobdl pontosan az a tag nem tartalmazza az a paramétert,
amelyben a kitevo 0, tehat 3k — 9 = 0, ebbol k = 3, vagyis a negyedik tag nem
tartalmazza az a paramétert. Valéban,

| .8.7.6! 4.
No_ 90 98760 347
31(

© |

3 9-3) 3.2-1-6/ 1

igy ez az egyetlen tag, amelyben nincs a.

1 ' n
3. Hatédrozzuk meg az | — — x - V :1:2) kifejezésben azt a tagot, amely nem tartalmaz
x

x-et, ha tudjuk, hogy az osszes binomidlis egytitthato osszege 256.

Megoldas. Eloszor a kitevot, az n-t kell meghatarozni abbdl a feltételbdl, hogy a
kifejtés egyiitthatdinak az osszege 256. A 9.19. Példa alapjan a binom egyiitthatéinak

az 0Osszege:
" + " +...+ " + ") = 2"
0 1 o n—1 n)

Ekkor 2" = 256, ahonnan 2" = 2%, és igy n = 8. A feladat most mér azonos az el6z6
1 ’ 8

példaval, ugyanis az | = — 2 - V xz) kifejezésben keressiik azt a tagot, amely nem
x

tartalmaz z-et. Az el6z6hoz hasonlo eljarassal kapjuk, hogy

(o) - &

5
ahonnan az §k + k — 8 = 0 feltételbdl kapjuk a keresett tagot. Innen k = 3, vagyis
a kifejtés negyedik tagja a

8 5o 8 8.7-6-5 _ _
()(1)x— =35 15 =8 7="50

nem tartalmaz z-et.
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1 n
4. Hatarozzuk meg a <9x — —) kifejtésében a 13. tagot, ha tudjuk, hogy a har-

V3

madik tag binomialis egyiitthatdja 105.

Megoldas. A harmadik tagnal k& = 2, tehét (;L) = 105, ennek megoldasaval

kapjuk a kitevot, vagyis a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat kell elvégezniink:

n! n(n—1)(n —2)!
—— =105 <= =201 <= — 1) = 210.
20(n — 2)! (n—2)! n(n—1)

Két szomszédos természetes szam szorzata pontosan akkor 210, ha a nagyobbik szam

1\
a 15, tehat n = 15. Ekkor <9x — —) kifejtésében keressiik a 13. tagot, melyet
Vaz

k = 12-re kapunk meg, és igy a keresett tag:

15 (92)15 ~1\"” _15-14-13-121 (9z)’ e goqg. 30t 455
12 V3x 120-3-2-1  (3z)¢ 3026 g3

1 6
. A ((\/5) logo 1l %) kifejezésben hatarozzuk meg az x értékét, ha tudjuk, hogy

a kifejtett alak negyedik tagja 200.

Megoldas. A negyedik tagot & = 3-ra kapjuk, tehat a kovetkezo ekvivalens
atalakitasokat kell elvégezniink:

§) 1 6=3 6! 3 3
( ) ((ﬁ)m) (¥/r)* =200 = rZoearz p12 = 200

3 313!
6-5-4-31 s .1
- = ~y32logzF2 ' 4 :200
3.2-1-3"
6+logxz+1
= 5.4.gieseD = 200
T+logx
g xm = 10
T+log x
= logxie=tT) = Jog 10
7+ logx | ]
—= — 09 =
4(logx + 1) &

= Tlogz +log*z = 4logx + 4
= log’z+3logz —4=0.

Ezt az egyenletet logx = t helyettesitéssel oldhatjuk meg. Az adott helyettesités
alkalmazdsdval a t? + 3t —4 = 0 masodfoki egyenletet nyerjiik, amelynek megolddsai
t1 =1 és ty = —4. Visszahelyettesités utan a

logr =1 és logx =—4

logaritnusos egyenleteket kapjuk, amelyek megolddsai z; = 10' és x5 = 107%. A
feladatnak tehat két megoldasa van, 1 = 10 és xo = 0,0001.
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10. Komplex szamok trigonometrikus és exponencialis
alakja

10.1. Komplex szamok trigonometrikus alakja
A 6. fejezetben megismerkedtiink a komplex szamok z = x + iy algebrai alakjaval. Most a

komplex szamok egy mésféle megadéasi médjat fogjuk targyalni. Szemléljitk a z = x + iy
algebrai alaknak megfelel6 z pontot a komplex szamsikban.

Im

| rcosy X

A fenti dbrardl leolvashato, hogy r jeloli a z komplex szdm modulusat, ¢ pedig a z komplex
szam argumentumat. Ekkor

x . . ) .
cosp =, ahonnan x =rcosy, valamint singp = o ahonnan y = rsiny.

Behelyettesitve a kapott kifejezéseket a komplex szam algebrai alakjaba a
z=x+yi=rcose—+irsing = r(cosy + isinp)

kifejezést kapjuk, amelyet a komplex szam trigonometrikus alakjinak neveziink.
Ugyanakkor az is konnyen belathato, hogy

r=+\/x%2+y? és tgap:g

o
Vegyiik észre, hogy ha z = x + iy # 0, akkor 2° + y* > 0, s igy elvégezhet$ a kovetkezd
transzformacio:

z:x+2’y:\/x2+y2<

= +z’y) . (10.1)

T oy
+1 :r<
/x2+y2 ’x2+y2> r r
Mivel 22 4+ y* > 0 esetén /22 + y2 > |z| és /22 + y2 > |y|, ezért
‘ x

2 2
_r SRR (N Y R

<1, ¥y
s
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Ez azt jelenti, hogy a [0, 27) vagy (—m, 7| intervallumban pontosan egy olyan ¢ valés szam
van (a ¢ sz0g radidnmértéke), amelyre

T A . Y Y
COSY = —F/———==— €S S =—F——— = —.
’:L’2+y2 r ’:E2+y2 r

A kapott kifejezéseket a (10.1) kifejezésbe helyettesitve azt kapjuk, hogy a z = x + iy
algebrai alakhoz egyértelmiien hozzarendelheté a z = r (cos ¢ + ising) trigonometrikus
alak.

10.1. Definicié. A z # 0 komplex szdm
=1 (cos ¢ + isinp)

megaddsi mddjdat, ahol r > 0 és p € (—m, 7|, a z komplex szdm trigonometrikus alakjanak
nevezzik, ahol a pozitiv r szdm a z kompler szam modulusa, ¢ pedig a z komplex szam
argumentuma.

A szinusz és koszinusz fliggvények 2k szerinti periodikussagabdl kovetkezik, hogy
x
ha cosp =—, akkor cos(p+2kr) ==
r

valamint Y Y
ha singp ==, akkor sin(¢+2km)==.
r
Ez azt jelenti, hogy a z komplex szam z = x + 1y algebrai alakjahoz végtelen sok tri-
gonometrikus alakban megadott komplex szam tarsithaté, melyek argumentumai 2km-vel
térnek el egymastol, ahol k € Z. Az elmondottak alapjan kimondhaté a kovetkezo tétel.

10.1. Tétel. Két trigonometrikus alakban adott komplex szam akkor és csak akkor eqyenld
eqgymdassal, ha abszolut értékuk egyenlo, argumentumuk kilonbsége pedig 27 egész szamai
tobbszorase.

10.1. Példa. A z = 1 + i komplex szam trigonometrikus alakjanak meghatarozasakor
kétféleképpen jarhatunk el.
I. médszer. Mivel z = 1 + i tavolsaga az origétdl r = |z| = v/2, igy

z:1+i:f<%+z%)—f<§+ £>

ami azt jelenti, hogy olyan ¢ széget kerestink a (—, 7] intervallumban, amelyre

V2 . V2

cos = - és sinp = -

Mivel ez a ¢ = % sz0g, igy a keresett trigonometrikus alak z = v/2 (cos% + i sin %)

II. modszer. Rajzoljuk meg a komplex sikban a z = 1 + ¢ pontot. Ennek tavolsaga az
origétdl |z| = r = /2, s ez origén és az adott ponton athaladé félegyenes az a-tengely
pozitiv iranyaval ¢ = 1 szoget zar be, s ez a sz0g a keresett argumentum a (—m, 7]

intervallumban.
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Im
A
i 7z=1+i Ezért
| z=1+i=r(cosp+ising)=
= V 2 I
|
3 Z\/§<C082+isin%>.
T l
$=— I
4 | -
1 Re
10.2. Példa. Hasonléan kaphatjuk meg a z; = 2¢ és 2o = —4 komplex szamok trigono-
metrikus alakjat is.
. , ™ p 7T ... T
A z; = 2i esetben 1 = |z| =2 és 1 = —, tehat 2 = 2 <COS§ + i sin 5)
A zy = —4 esetben ry = |25| = 4 és py = 7, tehdt zo = 4 (cosm + isinm).

10.3. Példa. A z = —/3 + i komplex szdm esetében r = |z| = /3 + 1 = 2, s {gy

z:—\/§+i:2<—§+i%>.

Azt a ¢ € (—m, 7] argumentumot keressiik, amelyre cosp = 5 és sinp = 7 Mivel

5 5 5
az el6zo feltételek ¢ = % esetén teljesiilnek, ezért z = 2 <cos % + 7sin %) az adott

komplex szam trigonometrikus alakja.

10.4. Példa. frjuk at a z = 1 + cosa + isina, a € (—m,n|, algebrai alakban felirt
komplex szamot trigonometrikus alakba. Ekkor Rez = 1+ cosa és Im 2z = sin a. Jarjunk
el a kovetkez6 modon:

r= \/(Rez)2 + (Im2)* = /(1 + cosa)? + (sina)? = V1+2cosa+ cos?a+sin?a =

=2+ 2cosa =+/2(1 4 cosa) = 1/2~2C082% :2005%, ahol cos% > 0.

A tovabbiakban

Imz sin o 2sin % CoSs % sin 5 «a
tgp = = =
gy
Rez

14 cosa 2 cos? § cos 2

Q@
Innen ¢ = 5 ésa z=1+4cosa+ isina szam trigonometrikus alakja

9 Oz( Oz+_ . a)
z = — — 81 — ).
COS2 COS2 S B
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10.2. Komplex szamok szorzasa és osztasa trigonometrikus alak-
ban

A komplex szamok trigonometrikus alakja alkalmas a szorzat és hanyados kiszamitasara.
Legyenek
21 =r11(cospy +ising;) és  zy = ro(cos py + isin py)

adott komplex szamok trigonometrikus alakban. Ekkor
2129 = r1(cospy +isingy) - ro(cos @y + isin o)
= 1179 (COS (1 COS (g — sin y sin @y + 7 (Cos ¢y Sin @y + sin @1 cos @s))
= 117 (cos(p1 + ¢2) +isin(pr + 2)) .
A fenti szamitdsok alapjan kimondhato a kovetkezd tétel.

10.2. Tétel. A z; = ri(cosp; +ising;) €s zo = ro(cos g + isinpy) trigonometrikus
alakban megadott komplex szamok szorzata a

21+ 2o = 112 (cos(p1 + pa) + isin(py + pa))

komplex szam, vagyis komplex szamokat trigonometrikus alakban gy szorzunk, hogy a
modulusokat 6sszeszorozzuk, argumentumaikat pedig dsszeadjuk. A p1 + o argumentum
helyett valaszthatjuk a o1 + o + 27 vagy ©1 + @2 — 21 argumentumot is, ha az esik bele
a (—m, | intervallumba.

Szamoljuk most ki a z; = r1(cos @1 +isin ;) és zo = ra(cos g + i sin ¢y) trigonometrikus
alakban megadott komplex szamok hanyadosat.

2 1 (Ccos 1 + isin )
2y 7To(cos g +isinpy) - (cos py — isin )
T (cos @1 + isin )

ro  (COS Py + isinyy) - (cos ps — isiny)
T1 COS Py COS g + Sin g sin s + i(sin @1 cos Yy — €os Y1 sin o)

o cos? py + sin® @,
_ 11 cos(p1 — o) +isin(pr — )

T2 1

)

= (cos(p1 — @2) +isin(pr — ¢2)) .
2

A fenti gondolatmenet alapjan érvényes a kovetkezd tétel.

10.3. Tétel. A z; = ri(cosp; +isingy) €s zo = ro(cos g + isinpy) trigonometrikus
alakban megadott komplex szamok hdnyadosanak trigonometrikus alakja

z T -
2= Lcos(pr — @) +isin(pr — 2)]

<2 T2
ahol w1 — @y € (—m,m|, azaz két trigonometrikus alakban megadott komplex szdmok
hanyadosdn azt a komplex szamot értyik, amelynek modulusa az osztando és oszto modu-
lusanak hdnyadosa, argumentuma pedig az osztando és 0szto argumentumanak kiulonbsé-
gével eqyenld. Ha o1 — @y € (—m, ] nem teljesil, akkor a hdnyados argumentumdnak a
Y1 — P2 — 2T vagy a p1 — P2 + 21 szoget vesszik.
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10.5. Példa. frjuk fel a 2 = —2 2 komplex szamot trigonometrikus alakban.
L+ V3

Célszerli az osztast trigonometrikus alakban elvégezni, majd a kapott eredményt algebrai

alakra hozni. A szamlald, valamint nevezo dtalakitasa:

3 1 5 5 1 3 2 2
2 = —g +z§ = cos% + 4 sin (;T’ valamint 2o = —2 —l—zg = cos% —Hsm%.
Ezért
Jﬁ 1
_ A o s
2 LV
2 2
1. 5% . 5%
cos — + i 8in —
B 6 6
_ ( 5)
1-(cos— —i— 18in —
3
om 2w . om 2w
= — — — | 4isin|{ — — —
6 6 3
= 6 1 sm 5
A kapott trigonometrikus alakbdl kiolvashatd, hogy a hanyados modulusa r = |z| = 1,

T
argumentuma pedig ¢ = 6 Figyelembe véve a megfelel6 szinusz és koszinusz értékeket,

V3 o1

a keresett hanyados algebrai alakja z = 5 + 25.

1
10.6. Példa. Keressiik meg az el6z6 példaban szerepl6 z; = 5 +i=és 2 = 3 +1

komplex szamok modulusdt és argumentumat. A képlet szerint

5t . . 57 2t .. 27
Z1+29 = |1- COSF—I-ZSIIIF -1 Cos?+lsm?
= 1-cos 57T+27T + 7sin 57T+2—7T
- Y R W
= CoS 5 7 sIn 5
T . T
= COS (—§> +1s1n (—§>

= —1.

A szamitasbol kozvetleniil kilvashatd, hogy a szorzat modulusa r = |z| = 1, az argumen-
3T
tuma pedig ¢ = >
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10.3. Komplex szamok hatvanyozasa trigonometrikus alakban

Mivel a z; = ri(cosp; + ising) és zo = 19(cos @y + isin pg) trigonometrikus alakban
megadott komplex szamok szorzata

21+ 22 = 1172 (cos(p1 + @a) + isin(pr + ¢2))

a valos és komplex szamok szorzasanak asszociativ, valamint a avlos szamok Osszeadasanak
asszociativ tulajdonsiga alapjan kovetkezik, hogy n darab z, = 7(cos@r + isin@y)
(k=1,2,...,n) trigonometrikus alakban megadott komplex szam szorzata

21292y =T1Te ... Ty (COS(01 + o + - 4 @) Hisin(er + 2+ -+ @n)),

ahol 7, (k = 1,2,...,n) a szorzandé szamok modulusait, ¢ (kK = 1,2,...,n) pedig
a megfelel6 argumentumokat jeloli. A @7 + @9 + -+ + @, sz0g megfelel6 szamu 27
hozzdadasaval ¢ = @1 + @9 + -+ - + @, + 2mm, m € Z, alakra hozhaté, ahol ¢ € (—m, 7).
Alkalmazzuk a szorzas szabdlyat arra a specidlis esetre, amikor n természetes szam és

21 =2y =+-=2z,=2z=r(cosp+isinp).

Ekkor ry =rg=---=r, =1rés p; = py =--- = ¢, = ¢ adddik, valamint érvényes, hogy
TyTy Ty =1" €8 1+ o+ -+ @, = ny, tehat

2" =r"(cosnp +isinng), n=12...

Ez a Moivre-féle képlet, amelyet a kévetkezo tételben fogalmazunk meg:

10.4. Tétel. Ha z = r(cosp + ising), akkor minden n € N szamra érvényes, hogy

2" = r"(cosny + isinnyp),

vagyis eqy komplex szamot gy emelhetink n-edik hatvanyra, hogy modulusdt n-edik hat-
vdnyra emeljik, argumentumdt pedig megszorozzuk n-nel. Ha nyp ¢ (—m, 7|, akkor mindig
egyértelmien létezik egy olyan m € Z szdm, amelyre ngp + 2mm € (—m, 7.

1
10.7. Példa. Ha z # 0 és z = r(cosy + isinp), akkor keressiik meg, hogy mi az —
z

komplex szam trigonometrikus alakja. Mivel

z r(cos @ — isin ) _ 7r(cosp —isinyp)

1 1
z  z

2Z  12(cos ¢ +isinp)(cosp —ising)  r2(cos? ¢ + sin? @)
cosp —esing 1 . 1 .
=———— T = —(cosp—ising) = —(cos(—p) +isin(—yp)),
r r r

igy a z = r(cos ¢ +isin @) komplex szdm ismeretében, amelynek modulusa r és argumen-

tuma ¢, az — komplex szam modulusa —, argumentuma pedig —¢ lesz.
z r

A fenti gondolatmenetet felhasznalva bizonyithatjuk a kovetkezd tételt.
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10.5. Tétel. Legyen z # 0 és z = r(cosp + ising) a z komplex szdm trigonometrikus
alakja. Ekkor minden k € Z szamra érvényes, hogy

2F = r¥(cos kg + isin k),

k

ha ko ¢ (—m, 7], illetve minden =" esetén egyértelmien létezik eqy olyan m € Z szdm,

amelyre ko + 2mm € (—m, 7.

Bizonyitds. 1° Ha k € ZT, akkor a tétel a Moivre-formuldt adja.
2° Ha k = 0, akkor 2° =1 = r%cos(0 - ) +isin(0 - ¢)) = r°(cos 0 + i sin 0)
3° Ha k € Z7, akkor —k € N, és a 10.7. Példa példa eredményét felhasznédlva kapjuk a

kovetkezoket:
NN 1 -
Sk (_) = [— (cos(—p) + isin(—¢)) -

z r

_ (1)_ (cos(—k) (=) + isin(—k)(—)) = r* (cos kp + isin k)

&

10.8. Példa. Szamitsuk ki a z = (—1—1)7'° komplex szam modulusit és argumentumat.
Ahhoz, hogy a fenti tétel felhaszndlhassuk, at kell alakitani a —1 — ¢ komplex szamot
trigonometrikus alakba.

s igy

z=(-1-i) =

[ i
_ (@) 1 <Cos(—10) <—?§) — isin(—10) (-%ﬂ))

B 1 150 . . 1b7w
= 33 cos 5 7 sin 5

1 3m .. 3w 1.
= — — —4sin — | = ——1.
5 cos 5 78 5 322

. ) 1 . s
A szamitasok alapjan a z szam modulusa r = 35 argumentuma pedig ¢ = >

. 1 \8
10.9. Példa. Irjuk fel algebrai alakban a z = i komplex szamot. Alakitsuk &t

(1 —1iv/3)8

a szamlaléban és nevezdben a hatvanyok alapjait trigonometrikus alakba. Ekkor

1+i:\/§<g+i§> =ﬂ<cos<%>+isin<%>>,

valamint
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s igy

iy V(s (8- ) +isin (s 7))
(1—V/3) 26 (cos6 (—%) +1sin6 (—%))
16(cos 2 + i sin 2m)
64 (cos(—m) + isin(—m))

1
= Z(cos(27r +7) 4+ isin(27 + 7))

= 1(cos(?m) + isin(37))

i
— %(COS(W) +1 sin(ﬂ)l)
= Z(—l—l—i-O):—Z

10.4. Komplex szamok gyokvonasa

A komplex szamok algebrai alakjanak targyaldsa soran a 6.9. Definiciéban azt mondtuk,
hogy ha n € N és z € C, akkor a z komplex szam n-edik gyoke alatt azt a komplex
szamot értjik, amelynek n-edik hatvanya z. Most megmutatjuk, hogy felhasznédlva a
komplex szamok trigonometrikus alakjat és a Moivre képletet, hogyan juthatunk el egy
olyan képletig, amellyel ki lehet szamolni barmely komplex szam n-edik gyokét.

Legyen z = r(cos p+isinp), ¢ € (—m, 7|, egy tetszéleges komplex szam. A Moivre képlet
segitségével konnyen belathatd, hogy a

o+2kr . p+42km
—— +isin —
n

zk:{/F<cos ), k=0,1,2,...,n—1

komplex szamok mindegyikének n-edik hatvanya z-vel egyenlé. Ugyanis tetszoleges k

esetén
()" = (w)n<ms (n.M)mm (nw))
n

n
7 (cos (¢ + 2km) 4 isin (¢ + 2km))

= r(cosp+ising) =z,

vagyis a 2 szamok mindegyike valoban a z komplex szam n-edik gyoke.

© + 2km

Tovabbra is érvényes, hogy ha ¢ (—m, |, akkor 2w hozzdadédsival vagy kivona-

sdval mindig kaphatunk olyan argumentumot, amely a (—m, 7] intervallumba tartozik.

10.2. Definicié. Legyen n tetszdleges természetes szam. A z = 1 komplex szam n-edik
eqyséqgqyokeinek nevezzik az /1 szdmok mindeqyikét.

n = 2 esetén a /1 szdmokat mésodik egységgyokoknek nevezzik, n = 3 esetén a v/1
szamokat harmadik egységgyokoknek, n = 4 esetén a v/1 szamokat negyedik egységgyo-
koknek, és igy tovabb.
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10.10. Példa. Szamitsuk ki a harmadik egységgyokoket, vagyis a v/1 szamokat. A /1
szamok a 2> = 1 egyenlet megolddsai, tehat hdrom olyan komplex szdmot keresiink, amely
az adott harmadfoki egyenletnek megoldésa. frjuk fel az 1-et trigonometrikus alakba.
Mivel 1 = 1(1+1i-0) = 1(cos0+i-sin0), igy a szdm modulusa r = 1, argumentuma pedig
¢ = 0. Ekkor

. 2k 2k
zk:\J/I(CosO—i_3 7T+z’si1r10+3 W), k=0,1,2.

A gyokok kiszamitasa a kovetkezé modon torténik:

k=0 esetén zp=1-(cos0+isin0)=1(1+1i-0)=1,

2 2 1 3
k=1 esetén 21:1-<cos§+ising>:—§+i§,
4 4 1 3
k=2 esetén z2:1~(cos§+isin§):—§—i§.

Im
Vegyiik észre, hogy ha berajzoljuk a komplex A

szamsikba a zg, z; és 25 komplex szamokat, [
akkor azok egy szabalyos haromszog csucsait z <
képezik, amelynek koriilithaté kore az
egységsugaru kozépponti kor, a zg, 21 €s 29

koplex szamokhoz tartozoé csicsok pedig ezen io >~Re
a korvonalon, ugyanebben a sorrendben, a
2 47
wo = 0, o1 = 3 €s Yy = 3 argumen- <
tumokhoz tartoznak. 2
10.11. Példa. Szamitsuk ki a z = ¢ komplex szam négyzetgyokeit.
Irjuk fel eloszor a z = ¢ komplex szamot trigonometrikus alakban. Mivel
>+ 2k >+ 2k
i=1-(04+¢-1)=1- (cosQTWjLisinZiﬂ) ,
0+ 2k 0+ 2k
igy r = 1 a modulus és ¢ = g Ezért z, = V1 (cos ok + 7 sin +2 W) , k=01,
Im
a gyokok kiszamitasa pedig a kovetkezo modon torténik: ‘
i
™ ™ V2 V2
E=0 té :1< ™ .. —>:— Ve 2
eseten 2y cos4+zsm4 5 +22
bt 5 2 2 .
k=1 esetén 21:1-(coszﬂ+isinzﬂ):—§—i§. 1
2
Felirhatjuk tehat, hogy Vi = ig (1+1). 72)

Re
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10.12. Példa. Oldjuk meg a 2% + 1 = 0 egyenletet a komplex szdmok halmazdban.
Elészor fejezziik ki az egyenletbdl z-t, s ekkor z = v/—1 komplex szamot kapjuk. Irjuk fel
a —1-et trigonometrikus alakban. Mivel

—1=1-(-14i-0)=1-(cosm+isinm),

ez azt jelenti, hogy a —1 mint komplex szdm modulusa r» = 1, argumentuma pedig ¢ = 7.

Ezért ol o

A gyokok kiszamitasa most a kovetkezé mdédon torténik:

3 1
k=0 esetén zp=1- (cos%—l—isin%) = §+i§,

k=1 esetén 2z =1- (cosg+ising) =04+1:-1=1,

5 5 3 1
k=2 esetén 2z =1- <cos% +isin%) = —g +i§,
7 7 3 1
k=3 esetén 2z3=1- (COS% —i—ising) = —g —ZE,
3 3
k=4 esetén z4=1- <cos§ +z'sin77r> =0+1i-(—1)=—,
11 11 3 1
k=5 esetén z5=1- (cos% +isin%) = g —ZE.
Im
A 29, 21, 20, 23, 24 és 25 komplex szamok egy '“
olyan szabdlyos hatszog csicsai, amelynek 14
kortilirt kore az egységsugari kozépponti kor. , 2
Az egységsugaru koron a zg, 21, 22, 23, 24 €8
z5 komplex szamoknak megfelel6 csticsoknak,
™ Re
ugyanebben a sorrendben, a ¢g = —, p; = 1
T o I 3, 117 . a
— = — = — —= — €8S = — 3
9 P2 6’ ¥3 6’ ¥4 5 ¥5 6
argumentumok felelnek meg. 2

Altaldnosan érvényes, hogy az n-edik gyokok az origd kozéppontit /r sugari koron van-
nak, egy szabalyos n-szog csicspontjaiban.
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10.5. Komplex szamok exponencialis alakja

A komplex szamok trigonometrikus alakjaval végzett miiveletek emlékeztetnek az azonos
alapi hatvanyokkal végzett miveletekre. Ez nem véletlen, hiszen a komplex szamok az
algebrai és trigonometrikus alak mellett felirhatok még egy harmadik forméban is, az
ugynevezett exponencidlis vagy Fuler-féle alakban. FEhhez a felirdasi modhoz a komplex
fiiggvénytanban érvényes Euler-féle képletet haszndljuk fel, amelyben az e szam (e a
természetes logaritmus alapszama, e = 2.71828...) komplex hatvényat definidljuk, amely
szerint

cos p + isin p = €.

E formula ismeretében a trigonometrikus alakban megadott z = r (cos ¢ + ¢ sin ¢) komp-
lex szam

z =re¥

exponencialis alakjahoz jutunk, ahol r a z komplex szam modulusa, ¢ pedig z argumen-
tuma.

A fenti Osszefliggések alapjan az algebrai alakban megadott z = x + iy komplex szam
esetén felirhatd, hogy

="t =¢e". e =¢" (cosy +isiny).

10.6. Tétel. Legyenek z = rie't és zo = rqe'¥? exponencidlis alakban megadott komplex
szamok, n pedig természetes szam. Fkkor
1° 2y €s zy szorzata z1 - 29 = 7"17’262(“01+“°2),

7’ ’ Zl /rl ) —
29 z1 €s zy hdnyadosa — = —eiler “”2),
) )
3° 21 n-edik hatvanya 27 = ri’e™?*,
.1 +2km

4° 2 n-edik gyoke pedig /2y = {/rie' =

Bizonyitds. Az Euler-képlet alapjan felirhato, hogy a megadott komplex szamok trigo-
nometrikus alakjai z; = ry (cos @y +isingy) és 2o = 19 (coS o + i sin ps). Helyettesitsiik
be az adott képletekbe a komplex szamok trigonometrikus alakjait és végezziik el a jol
ismert miiveleteket.

10
z1-29 = 11(cospr +isingy) -1y (cos ps + isingy)
= 71172 (cos(p1 + p2) + isin(pr + )
= reel#1te2),
20
21 ri(cos @ +isingy)
2y 7T (cos @y +isingy)

r .
= r_l (cos(p1 — o) + isin(p1 — ¢2))
2

— ﬁei(m—s@z).
)
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30
2 = (ri(cospy +ising))”
= 1] (cosny; +isinne;)
= e,
40
N 7\1/7’1 (cos ¢y + isin )
2km 2km
= r <cos& +isin&)
n n
.1 +2km
prn {Vﬁel n
o

10.13. Példa. Ha z; = 2¢'™ és 2, = 3¢’ , akkor

. ™ T 5T Zl 2 . _m 2 5T . .
zl-zz:6e’(“+6>:6e’6 =6e "6, —:§el(“ 6)25626 29 = 2067 = 20670 — 64,
)

A komplex szamok exponencialis alakja gyakran attekinthetobbé teszi a feladatok meg-
oldasat. Rendelkezik a komplex szamok trigonometrikus alakjanak minden el6nyével, de
a legérdekesebb és legfontosabb elonye mégis az, hogy segitségével elvégezhetdvé vélik a
logaritmalas miivelete is, és valdéjaban ez jelenti a komplex szamok halmazanak teljességét.

10.7. Tétel. Legyen z = re'? olyan komplex szim, hogy z # 0, a pedig olyan pozitiv
valds szam, hogy a # 1. Ekkor

log, z = log, r + iplog, e.
Bizonyitds. Ha z = re'¥ és z # 0, akkor r # 0, tehat r > 0. Ekkor
log, z = log, (re’?) =log, r + log, €' = log, r + iplog, e,
ahol a logaritmusfliggvény értelmezett, hiszen r és e pozitiv valés szamok. ©

A fenti tétel lehetévé teszi komplex szamok, és ezen beliil negativ szamok logaritmusanak
értelmezését is.

10.14. Példa. Szamoljuk ki a z = —2 komplex szam 3-as alapi logaritmusat, azaz
logs(—2) értékét. Az el6z6 tétel alapjan

logy(—2) = log; (2¢'™) = logs 2 + i logy e.

10.15. Példa. Szamoljuk ki a z = 1 + iy/3 komplex szdm 5-0s alapti logaritmusét, azaz
hogy mennyi logs(1 + iv/3). Mivel z = 2 (cosg + isin g) = 2¢'5, igy az el6z6 tétel
alapjan

logs(1 + iv/3) = log, (2ei§) = log; 2 + zg log; e.
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FELADATOK

1. frjuk fel trigonometrikus és exponencidlis alakban a z; = —i, 2, = /3 — 4, valamint
23 = 24+ /3 + i komplex szdmokat.

3
Megoldas. Ha z; = —i, akkor r; = 1 és ¢ = g, tehat trigonometrikus alakja

3m .. 3w e . . ;3w ;3
2 =1- (cos > + i sin 7), exponencialis alakja pedig z; =1 - ¢ T =¢ls,
T
Ha 2z, = /3 — 4, akkor 7y = 2 és ¢y = ——, tehdt a 2, szdm trigonometrikus alakja

T

2o =2- (cos (—%) + 7 sin (—%)), exponencialis alakja pedig zo = 2 - e = e7'%.
Ha 23 :2+\/§+7j, akkor

ry = \/(2+¢§)2+12 = \/2(4+2\/§) = \/2(1+\/§)2 = (1+V3)V2,

I .2—\/322—\/322_&
24+v3 24V3 2—-V3 4-3

: tga —tgf
Mlvel tg (O{ — 5) = m, 12y

és 0 < 3 < g, ahol tg s =

m T
tgg —tgy ~1 11— 23— 4
tg(7T W)— 3 %1 V3 V3 Vi_23-d ., g

3 4 _1+tggtg%:1+\/§-1:1—l—\/§.1—\/§ —2

Tom T trikus &
31 = 1 5 trigonometrikus &
exponencialis alakja pedig z3 = v2(1 4 v/3) <cos 1 + isin E) = V2(1 + V3)e'ss.

A z3 komplex szam argumentuma tehat ps =

. m ... T ‘ . . )
2. Hatérozzuk meg a z = — cosg + zsmg komplex szdm trigonometrikus és expo-
nencialis alakjat.
T T
Megoldas. A z = —cosg + ising nem trigonometrikus alakja a z komplex

szamnak, mert nem r(cos¢ + isiny) alaku. fgy ezt az alakot algebrai alaknak
tekintjilk, ahol Re z = — cos 3 és Im z = sin g Ekkor a modulus

2 2
r=|z] = \/(—cos%) + (sin%) = \/coszg+sinzg:ﬁ:1.

A z szam a masodik negyedben van, igy
b , D
— < ¢ < m, a grafikonrdl pedig konnyen le-

2 n
T a
olvashato, hogy@zﬂ—gzg. Igy 8
T Re
™ .. I ;7n cogg
z=1- cos§+151n§ =e'5,
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3. Hatarozzuk meg a z = sin a+1 cos o komplex szam trigonometrikus és exponencialis
alakjat.

Megoldas. Mivel Rez = sina és Imz = cosa, igy a z komplex szam modulusa

r=|z| = Vsina +cos?a = v1=1. Ha © a z komplex szam argumentuma, akkor
™ 7T ™ .
= 5~ o, mivel cos ¢ = cos (5 — a) = sin « és sin p = sin (5 — a) = cosa. Igy

a z komplex szam keresett trigonometrikus és exponencialis alakja
s m s
z=1" (cos (5 — a) + isin (5 — a)) —1.¢i(3-0),

4. frjuk fel a z = 1 4+ cosa — 7sin a komplex szam trigonometrikus és exponencidlis
alakjat.

Megoldas. Alkalmazva a félszogekre vonatkozé trigonometrikus azonossdgokat,
gondolkodhatunk a kovetkezé moédon:

z = (l4cosa)—isina
= 2cos2% — 2isin%cos%
9 cos & ( a a)
= 2cos— |cos — —isin —
o \“7 g Ty
2cosa<cos< a)—l—’s'n( a))
= — —— isin | ——
2 2 2/)7
p p «@ . «
s igy a z szdm modulusa r = |z| = 2 cos 5 argumentuma pedig ¢ = argz = —5
A keresett alakok tehat
« Q .. « & o
2 =2cos — (cos (——) + 7 sin (——)) =2cos —e ‘2.
2 2 2 2
5. Irjuk fel a 2 = —————— komplex szdamot trigonometrikus és exponencidlis alak-

(1+1iv/3)3

ban.

Megoldas. Legyen z; = (1 +iy/3)3, és tudjuk, hogy ha z; = r(cos¢ + isin ),

akkor ] ]
— = —(cos(—p) + isin(—y)).
21 T

Hatarozzuk meg tehat a z; komplex szam r modulusat és ¢ argumentumat. Mivel

1+i\/§:2(cosg+ising>,

igy
2 =23 (cos (3 : g) + isin (3%)) =8 (cosm+isinm).

Ezért
1

1 1
(1+iVv3)3 8

- (cos(—m) 4 isin(—m)) = 3¢

—im
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1 —cosa+isina
6. Hatarozzuk meg a z = — komplex szam modulusat, argumentumat,
‘ ) 14 cosa+isina, B
valamint trigonometrikus és exponencidlis alakjat.

Megoldas. Végezziik el a kovetkezo ekvivalens dtalakitasokat:

e’ e o
2sin? — + 2i sin — cos —

. (1—cosa)—|—z’sina: 9 9 2 _

(1+cosa) +isina 20082%+2isin%cos%
2s'na<s'na+'cosa> cos(ﬂ Oé)—l—'s'n T a)
:121212:%322“22:
2cosg<cosg+ising) 2 cosg%—ising
2 2 2 2 2

ey (o (5 o) wisin (5 )
= — — = in(—— .
g2 C082 o [ 5 o

A fenti levezetésbdl kovetkezik, hogy a z komplex szam trigonometrikus és expo-
nencialis alakja

z= tg% (cos (g —a+ 2k7r> + 7sin (g —a+ 2k7r>> = tgge(%—oﬁ%ﬂ),

aholkEZésg—a—i—%ﬁe (—m, 7.

7. Hatarozzuk meg a z = 5 5

trigonometrikus és exponencialis alakjat.
Megoldas. Mivel

1+i\/§:2<cos%+isin%> és 1—’i\/§:2<COS (—g) + 7sin (—g)),

igy az elso osszeadando

2011
1+iV3 . <1—i\/§

2011
) komplex szam algebrai,

Y011 T T\ 2011
1+iV/3 2<cos§+zsm§> ( 7r+, ' 7r)2011
= = (cos = sin — =
2 2 3 3
2011w . o 2011w T s T 1+,\/§
7 S11 = — 281N — = — —_
cos S 5 cos3 S 3 =3 1 5

a masodik osszeadandé pedig

(S2) " = (on () i ()™ -
= Cos (_QOélw) + 7sin (_QOélw) = COS (—g) + 7sin (—g) = % — z?

fgy a keresett z komplex szam algebrai alakja

1 V3 1 V3

SRS R S ’

trigonometrikus és exponencidlis alakja pedig

z=1-(cos0+isin0) =1-e""
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V2 +iV2

8. frjuk fel a z = ( ,
1—1

) komplex szam valds és képzetes részét, modulusat

és argumentumat.

Megoldas. Végezziik el a kovetkezo ekvivalens atalakitasokat:

B (\/§+2’\/§>20: (ﬁ(lﬂ'))m
1—1 1—1

20
\/§ (cos% + 7sin 7T)

Al el )

= 210(cos<ﬁ+z>+isincos E+ ))20
N 4 4 4

— 210

20
= 210 (cosg + 7sin 2)

20 20
= 210 (cos 77T + 7sin Tﬂ)

= 2'%(cos 107 4 isin 107)
= 2% (cos 0+ isin0)
= 2"9(1+4-0) =2".
Ezért
Rez=2" Imz=0, [z]/=2" rargz=0.

(14 i\/§)15+ (=1 —dV/3)P®
(1 —14)%0 (14 1)
részét, modulusat és argumentumat.

9. Hatarozzuk mega z = komplex szam valos és képzetes

2 2
Megoldés. Mivel —1 4 iv/3 = 2 <cos 5 + i sin ;), ezért
(=1 +iV3)1 = 2% (cos 107 + i sin 107) = 2'° (cos 0 + isin 0) = 215
Azl—i=+V2 (COS (—%) + 7 sin <—%>) egyenloség alapjan kapjuk, hogy

(1 —14)* =21 (cos(—57) + isin(=57)) = 2" (cos 7 + isin7) = —2'°.

2 2
A-1-iVv3=2 (cos <_§) + 72 sin <_§)) egyenloség miatt,
(=1 —iV/3)1 = 2% (cos(—107) + i sin(—107)) = 2'° (cos 0 + isin 0) = 2'°.
Az1+i=+2 <COS% + 7 sin %) egyenlOség alapjan kovetkezik, hogy
(1+4)* = 2" (cos 57 + isin57) = 2'% (cos m + isin7) = —2'°.
A fenti szamolasok alapjan

2%(cos0+isin0)  2'%(cos0 + isin0)

T 20(cosm +isinm)  20(cosm +isinT)’
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illetve
z = 2" (cos(—7) + isin(—m)) + 2° (cos(—m) + isin(—7)),

ahonnan

z2=2-2°(cosm —isinm) = 2% (cosm —isinm) = 2%(—1 +i-0) = —2°.

10. Felhaszndalva a komplex szamok trigonometrikus alakjat és a binomialis képletet,
fejezziik ki a sin b kifejezést sin ar, valamint a cos 5o kifejezést cos o segitségével.

Megoldas. Fejezziik ki a cos a+1 sin o 6todik hatvanyat egyrészt a Moivre-formula,
masrészt pedig a binomidlis képlet segitségével. Ekkor

o 5 o .
(cosa+isina)” = cosba + isinba, valamint

.. 5 . . .
(cosa+isina)’ = cos’a+ bicos' asina — 10 cos® asin® a —

107 cos? asin® v + 5 cos arsin® o + 7 sin® v

Kiegyenlitve a két oldalt kapjuk, hogy

cosba +isinba = cos’® a + 5icos asina — 10 cos® asin® o —

10i cos® asin® o 4+ 5 cos asin® v + i sin® v,

rendezés utan pedig a kovetkezoket:

cosba +isinba = cos’a — 10cos® asin?a + 5 cosasin? a +

+ 1 (5 cos® asin av — 10 cos? asin® av + sin® a) :
Mivel két komplex szam akkor és csakis akkor egyenlo egymassal, ha valds részeik
is és képzetes részeik is megegyeznek, igy

cosba = cos®a — 10cos® asin®?a + 5 cosasin? a

= cos’a — 10cos® a1l — cos® @) + 5cosa(l — cos® a)?
cos” @ — 10 cos® a + 10 cos” a + 5 cos a(1 — 2 cos® a + cos” @)
= cos®a — 10cos® aw + 10 cos® a + 5 cosa — 10 cos® o + 5 cos® a
= 16cos® a — 20 cos® a + Hcos a,
sinbae = 5ceos® asina — 10 cos® asin® a + sin® a

5(1 — sin? a)? sina — 10(1 — sin® ) sin® o + sin® a

5(1 — 2sin? a + sin* @) sin a — 10sin® a + 10sin® o + sin® a

S5sina — 10sin® a + 5sin® a — 10sin® o + 11 sin®

= 16sin’ a — 20sin® a + 5sin a.
A fenti szamolasok alapjan
cos baw = 16 cos® o — 20 cos® o + Hcos v,

és
sin 5o = 16sin’® @ — 20 sin® o + 5 sin av.
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11. Oldjuk meg a 2° + z* + 2° + 2% + 2 + 1 = 0 egyenletet.
Megoldas. Vegyiik észre, hogy z # 1 feltétel mellett az adott egyenlet ekvivalens
a
(=) +2+22+22+2+1)=0
egyenlettel, amelybél rendezés utdn a 2° — 1 = 0 hatodfoki egyenletet kapjuk,
amelynek gyokei a z, = V1 (k=0,1,2,3,4,5) szamok. Mivel 1 = 1(cos0 + i sin 0),
igy

0+ 2k 0+ 2k k k
Zk:\G/I:\G/I<COS +6 W—I—z’sin +6 W):cosgjtisin%,

ahonnan
k=0 esetén zy=1-(cosO+isin0)=1+i-0=1,

1
k=1 esetén 2z =1- (cosg—l—ising) :——l—i\/—g

2 2 1 3
k=2 esetén 2zo=1- <cos—7r+isin—7r> = ———i—ig,

3 3 2
k=3 esetén 2z3=1-(cosm+isinm)=—-1—14-0=—1,
4 4 1 3
k=4 esetén z,=1- cos—ﬂ—i-isin—ﬂ :———ii,
3 3 2 2
5 5 1 3
k=05 esetén z5zl-<cos%+isin%):§—z’§.

Mivel z # 1, igy a megoldashalmaz:

1
ol L3 Lo Ve L Vs 1 Vs
SR I RS R S

_— — 71—

T2 2

12. Szamitsuk ki a z = —1 — iv/3 komplex szém negyedik gyokeit.
Megoldas. Mivel

1 4 4
1—iV3= (———i\/—§>: <cos%+isin—7r>,

2 2 3
igy , ,
42k T+ 2k
%:(‘/5(00532 7T+z'sm3+4 W), k=0,1,2,3
Ekkor
1 3 V2
k = 0-ra, 20:\75-(cosg+ising):\7§<§+i§>zg(l—i—i\/g),

1 V2
k = 1-re, 2 =v2- (cos%j%sin%r) :\4/§<—\/§+i§> :§<—\/§+i),
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4 1
k=2re, z=+v2- cos—ﬂ%—zsin— = = £ £ 1+i\/§),
3 2 2 2
_ 4 llx 7T B V3 1) V2 ( )
k=3ra, 2z3=+v2 (cos G + isin 6 = (2 i5] =3 V3 —i).
13. Szamitsuk ki mennyi —i + ZL

Megoldas. Rendezziik a gyok alatti szamkifejezést, majd vonjunk harmadik gyokat.

Ekkor
1 1 \f V2 37 37

—— t 11— = — +17— = cos— +isin —

V2 V2 2 2 4 4’
majd k£ =0, 1,2 értékekre

o 1 +.1 %4‘2]{?”4_.. 3 4+ 2km 37T+8k7r+,, 3m + 8k
— 11— = COS —————— 2SI ———— = COS ———— 281N —————.
V2 V2 3 3 12 12

LS

(( 1—\/§)+z'(\/§—1)),

Ha k=0 akkor, zozcos%%—z'sin%:

V2,
2
117 1l V2
4

h =1 akk = S =
a k akkor, 2z; = cos 15 + 7sin 1

1 1
ha k=3 akkor, 22—cos&+zsinﬁ:\/_(( 14+3) +i(— \/5—1)),

12 12 4
mivel
117 . .
cos — o~ = €08 165° = cos(120° + 45°) = cos 120° cos 45° — sin 120° sin 45° =
1 2 3 2 2
= (—= .i_i.izi(_l_\@)’
2 2 2 2 4
. 117T . o . o o . o o o _.: o
sin —- = sin 165° = sin(120° + 45°) = sin 120° cos 45° + cos 120° sin 45° =
3 2 1 2 2
= ££+ - .izi(\/g_l)’
2 2 2 2 4
197T [e] [e] [¢] [¢] [¢] : o _.: [¢]
cos —o- = cos 285° = cos(240° + 45°) = cos 240° cos 45° — sin 240° sin 45° =
S (D)2 () 2,
2 2 2 2
. ]-97T . 1) . o o . o o o _.: o
sin —o- = sin 285° = sin(240° 4 45°) = sin 240° cos 45° + cos 240° sin 45° =

2 2 92) o 4(

() gy
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JJz—1 1+11v3
14. Szémitsuk ki mennyi 1/ Z—, ha z = — Z\/_.
z+1 2

Megoldas. Hatdrozzuk meg el6szor a kobgyok alatti kifejezés értékét.

1+iV3 | 1+iv3 -2
z—1 9 B 2 —1—|—2\/7
z+1 1+N§+ T 1t+iV3+2  3+iv3
2

s
CcoS — + ¢ sin —

5 27T+,, 2T
- CoS 5 7 8In 5 1 ( - )_ 1 (0+ 1) 1
= 5 _\/, 1-1) =1 .

23 (cos T + isin z) 3 V3
6 6
fgy
31-(cosz+'s'nz)
Jim1_ i ¥ A
z4+1 V3 3 3 n
T+ 2km T+ 2km
3 2 2
V1 (COS 3 s 3 ) 1 T+ 4k w4+ 4dkr
= = — | cos 7 sin
0 3 6 6
1 1 3 1
Ha k=0 akkor, 20:6—3<cos%+isin%):6—3<§+z§>,
5 5 1 3 1
ha k=1 akkor, 21:7<cos—7r+181 %):6_3<_§+Z’§>7
3T 3T 1 1
ha k=3 akk = —— — +isin— | =—(0—-1-4) = ———.
a akkor, 2y \/_(cos + isin 2) 63( i) 7
— 1 3
A ¢z értékei tehat z = +iv3 esetén az
z+1 2
1 7
\/_—|—> (—\/g—i-i) és — —— szamok.
2\f( 23 /3

15. Hatarozzuk meg a (2 + 5i)2z® — 2i + 5 = 0 egyenlet megolddshalmazat.
Megoldas. Fejezziik ki a z ismeretlent az adott egyenletbdl. Ekkor

=5+ 2i
2450

majd rendezve a gyok alatti kifejezést adodik, hogy

—5+2  —5+2 2-5i —104+25i+4i+10 29
24+5 245 2—5 4+ 25 29

= 1.
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A feledat tehat a

-5+ 27 .
z =4 2_:_5Z,Z =i= i/l-(cosgjLising)

kifejezés meghatarozasa. Gyokvonas utan az egyenlet megoldasai a

T+ 2km T+ 2kmw
zk:1-<cos2  sin 2

5 + 7sin ), k=0,1,2

szamok, ezek pedig a kovetkezok:

T T V3 1

, . . 1
k=0 -esetén zozcosg+251n€:7+z§:§

5) 5 3 1 1
k=1 -esetén zl:cos%+isin%:—§+i§:§(—\/§+i>,
3 3
k=2 esetén z2:1-<cos§+isin77r):0—1-2':—2'.

Az egyenlet megoldashalmaza tehat

M:{;@gﬂ-),;(_mi),_i}.

8(1 +1)
V2

Megoldas. Rendezziik eloszor az egyenlet jobb oldalat. Ekkor

2
16. Oldjuk meg a 2 = < ) egyenletet.

64(1 + 2i + 2
8= (+22+Z):32~2i:64z’, ahonnan  z = V/64i = 4/4.

Felhasznélva az el6z6 feladat megoldasat, az adott egyenlet megoldashalmaza
M = {2 (\/§+z) 9 (—\/§+z’) ,—4@}.

17. Hatédrozzuk meg a 2® — 6242* — 625 = 0 egyenlet megolddshalmazat.
Megoldas. Bontsuk az egyenlet bal oldalat tényezok szorzatdra a kovetkezoképpen:
(2" —625) (2" +1) = 0.
Ebbél z* — 625 = 0 vagy z* + 1 = 0, ahonnan
2 =V0625, k=0,1,2,3 és 2z =+v/—1, (=0,1,2,3.
Mivel

2k 2k
zig=5-\4/T:5-\4/coso+isin():5- (cosTW—l—z'sinTw) =

:5~<cosk§+isink§>, k=20,1,2,3,
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ezért az els6 négy megoldés a kovetkezoképpen kaphatd meg:
k=0 esetén zp=>5-(cos0+isin0)=5-(1+i-0)=5,

k=1 esetén 2z =5- (cosz—l—isinE) =5-(0+i-1) =51,

2 2
k=2 esetén 25 =>5-(cosm+isinm)=5-(—1+i-0)= -5,
3 3
k=3 esetén 23:5-<cos§+isin§>:5-(0—2'-1):—51'.
Mivel o0 o0
Z20=— :V4COS7T—|-'iSiI17T:COS7T+4 W+isin7r+4 T
2 1 2 1
:cos@—i—isinw, (=0,1,2,3,

ezért a tovabbi négy megoldast a kovetkez6 mdédon kapjuk:

T V2 VI_ V2
2

¢ =0 esetén coS T + 7sin +
— 4 = — 781N — = — 11— =
4 4 4 2 2

, 3m .. 3w
=1 -esetén z5:cosz+zsmzz—

V2
2
5 5 2
¢ =2 esetén z6zcoszﬂ+isinzﬂ :_\/77
V2
2

, m .. 07T
(=3 esetén z7:cosz+zsmzz

Az egyenlet megoldashalmaza tehat

) 2
M = {5, —5, 5, —5i, §(1+z’), g

{
—1
{

V2
2
V2
2
V2
2

(=1+1),

oS
[\)
—
|
—_
|
-~
SN~—
ol
[\)
—
—_
|
~
N~—
——

18. Keressiik meg a 2% — (8 —4)z® — 8i = 0 egyenlet megoldésait.

Megoldas. Rendezziik az egyenlet bal oldalat a kovetkezd moédon:
2P~ (8—i)2 —8i =20 —82% +i2® —8i = 23(2° —8) +i(2* — 8) = (2* — 8)(2* +1).
Az eredeti egyenlettel ekvivalens egyenlet tehat a

(23 —8)(2* +1i) =0,

ahonnan 23 — 8 = 0 vagy 2° + i = 0 kovetkezik, a kapott egyenletek megolddsai
pedig
w=V8, k=012 é z=v—i, (=0,1,23.

Mivel

. 2k 2k
2 =2-V1=2-/cos0+isin0=2- (cos%—i—isin%), k=0,1,2,
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ezért az els6 harom megoldas a kovetkezo:

k=0 esetén 2zp=2-(cos0+isin0)=2-(1+i-0)=2,

2 2 1 3
k=1 esetén 2z =2- (cos—ﬂ—l—isin—ﬂ) =2 (——+i~£> = —1+1iV3,

3 3 2 2
4 4 1 3
k=2 esetén z9=2- cos—w+isin—7r =2- ———i~£ = —1—iV3.
3 3 2 2
Mivel
3 3
4 420
24:\3/—2':i/cosg—ﬂjtising—ﬂzcosujtisinu:
2 2 3 3
40 40
ZCOSMTW%—Z'SianW, (=0,1,2,

ezért a tovabbi négy megoldast a kovetkez6 mddon kapjuk:

(=0 esetén z4zcosg+z'sing:0+i-1:z',

) T . Tm V3 o1 1 ,
¢ =1 -esetén 25—cos€+zsm€——7—z~§—§(—ﬁ—z),

, ir . 1lr /3 1 1 .
(=2 esetén z6—0087+151n7—7—1-5—5(\/g—z).
Az egyenlet megoldashalmaza tehat

M:{Q, i, —1+iV3, —1—iV3, %(—\/ﬁ—z), %(ﬁ—z)}

19. Oldjuk meg a 2* — (4 — 6i)z + 10 — 20i = 0 masodfoki egyenletet.

Megoldas. Az egyenlet komplex egyiitthatds, igy a megolddsai nem konjugalt
komplex szamok, a masodfoki egyenlet megolddképlete viszont ebben az esetben is
alkalmazhaté. Ekkor

4 — 60+ /(—(4 — 60))2 — 4(10 — 204)

£12 = B

4 — 61+ /16 — 48i — 36 — 40 + 801
212 = 5

4 — 61 £ +/—60+ 321
£12 =

2
21/2 == 2-3@:&\/-15"‘81
21/2 = 2—32:’:\/1-}-82-16
21/2 = 2—-3i* \/ (1 +4Z)2

21 = 2 —3i+ (14 4i),
illetve
21 =2-3i+(1+4i)=3+i é 2=2-3i—(14+4)=1-"7i

az adott masodfoki egyenlet megoldasi.
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20. Mutassuk meg, hogy minden x € R szam esetén érvényes, hogy

ei:c + e—ix eix - e—i:c

cosq = —— és sinqg = ———
2 21
Megoldas. Induljunk ki abbél a ténybél, hogy e egy r» = 1 modulust és ¢ = x
argumentumu komplex szam exponencialis alakja, ezért felirhaté trigonometrikus
alakja, azaz 4
e’ =1-(cosz+isinx).
Hasonléan irhatjuk fel a masik esetben, hogy

e =1-(cos(—z) +isin(—z)).

Igy
i —iT 1
£ Tl —|—26 =3 (cosx +isinx + cos(—z) + isin(—x))
1
= i(cosx+isinx+cosa¢—z’sinx)
1
= —.2c0sT =cCoscT,
2
o ! (cosz 4+ isinz — cos(—x) — isin(—x))
— = — r+isine — —x) —isin(—x
21 21
1
= —(cosz+isinz —cosz +isinx)
i
1

= — .-2is8ilnx =sinz.
21
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11. Polinomok

11.1. Komplex egyiitthatos polinom fogalma

11.1. Definicid. Legyen n természetes szam vagy nulla, ag, ay, ..., a, pedig leqgyenek
komplex szamok. A

P(2) = ap2" + ap12" '+ a2” + a1z + g

alaku kifejezést a z valtozo komplex egytitthatos polinomjanak nevezzik, ahol az ag, aq, ...,
a, szamok a polinom egyiitthatoi. Ha a, # 0, akkor a P polinom n-edfoki. A polinom
fokat deg(P) jeloli. Ha deg(P) = n, akkor a, a P polinom féegyiitthatdja. Ha a, = 1,
akkor a P polinomot normdltnak mondjuk. Bdrmelyiki = 1,2,...,n esetén a;z* a polinom
1-edfoku tagja, a; pedig az i-edfoki tag egyiitthatoja; ag-t a polinom nulladfoki tagjinak
vagy szabad tagjainak nevezzik.

A polinomokat kis vagy nagy latin, esetleg gorog betiikkel jeloljik. Ha egyértelmii, hogy
z a polinomban szerepld valtozo, akkor azt elhagyhatjuk. A jeldlés tehdt: P(z), q(z),
o(z) vagy P, q, @, ..., stb. lehet. Ha az ao, a1, ..., a, egyiitthaték mind valés, racionélis,
illetve egész szamok, akkor rendre wvalds egyitthatos, raciondlis egyiitthatos, illetve egész
eqyutthatos polinomrol beszéliink. Valds polinomok esetében a véaltozoé jelolésére altalaban
z-et hasznalunk.

11.1. Példa. P(z) = 2* + 2iz® — (1 +4)2® — 32 + 7 + i komplex egyiitthatés polinom,
5)

Q(z) = 2°+7 valés egyiitthat6s polinom, R(x) = z°— §x2 % raciondlis egyiitthatos

polinom, S(z) = x* — 2 egész egyiitthatds polinom.

Nyilvanvaléan 1éteznek n-edfoki polinomok minden n € N-re. Ha az Osszes lehetséges
ilyen polinomot tekintjiik, akkor a Pj(z) = 2z + i elsdfoki, Py(z) = 2% + (1 + 2i)z — 44
mdsodfoki, Py(z) = iz3 —2iz> + 2+ 1 — i harmadfoki, stb. polinomok mellett taldlkozunk
nulladfoki polinomokkal is. Az n = 0 esetben a polinom alakja Py(z) = a+if, o, B € R.
Ezek a nullatdl killonb6zo komplex szamok. A 0 szamot is polinomnak tekintjiik, ez lesz
a nullapolinom, az egyetlen olyan polinom, amelynek fokszamat nem definidljuk.

11.2. Definicié. A

P(2) = ap2" + ap12" '+ a2 + a1z + ag

Q(2) = bn2™ + b1z + o+ by + biz + b

komplex egyiitthatos polinomok pontosan akkor egyenlok, ha azonos fokiak, azaz n = m
és megfelelo egyutthatoik megegyeznek, azaz ag = by, a1 = by, ..., a, = b,.
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11.2. Miiveletek polinomokkal

Most definialjuk komplex egytitthatés polinomokra az Osszeadas és a szorzas miveletét.
Ezeket a miiveleteket a valds egyiitthatés polinomokon végzett miveletek mintdjara ve-
zetjik be, melyet ismertink az elemi algebrabdl.

11.3. Definicié. n > m esetén a

P(2) = apz" 4+ ap12""" + o+ a22® + a1z + ag

Q(2) = bynz™ + byn—12™ " + .+ by + bz + b
komplex egyitthatos polinomok dsszegének nevezzik az
S(2) = cp2" + cpa 2"+ 2+ a2+ o

polinomot, melynek egyitthatoit a P(z) és a Q(z) polinomban a vdltozé ugyanazon hatvinya
mellett allo egyiitthatok osszeadasdval kapjuk, azaz

ci:ai—l—bi, i:O,l,Q,...,n,
aholn > m esetén a by i1, byyo, -.., by egyutthatokat nullanak kell tekintentink.

Az osszeg fokszama n, ha n > m, de n = m esetén elofordul, hogy kisebb n-nél, ha
b, = —a,,.

11.4. Definicié. A P(z) és a Q(2) polinom szorzatinak az
R(2) = dpym 2™ + 12" 4 b dy2® 4 dyz + dy
polinomot nevezzik, melynek egyiitthatoit a kovetkezoképpen definidljuk:

d; = Z aby 1=0,1,...n+m—1,n+m
k=i

azaz a d; egyitthato eldall, ha dsszegezzik P(z) és Q(z) egyitthatoinak dsszes olyan
szorzatait, melyekben a tényezok indexeinek osszege i; specidlisan:

do = apby, dy = aghy + arbo, ..., dpym = apbp,.

Ez utébbibdl kovetkezik, hogy d,, 1. # 0, s igy két polinom szorzatanak fokszama egyenld
a tényezok fokszamanak osszegével. A fenti definiciébdl az is adédik, hogy nullapolinomtol
kiilonb6z6 polinomok szorzata sohasem lehet nullapolinom.

11.5. Definicié. A

P(2) = ap2" + ap_12" '+ ...+ ag2? + a1z + ag
polinom o # 0 komplex szdmmal vald szorzatanak nevezzik a

T(2) =ep2" +en12" 4+ ... tez? +ez+e

polinomot, ahol
e, =aa;, 1=0,1,2,...,n,

azaz az e; eqyutthato elodll o és a megfeleld a; egyiitthato osszeszorzasdval.
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Az a komplex szammal beszorzott polinom fokszama megegyezik az eredeti polinom
fokszamaval.
Ha o = —1-gyel szorozzuk a P(z) polinomot, akkor P(z) ellentett polinomjdt kapjuk, a

—P(2) = —ap2" — ap_12"" "t — . — a2 — a1z — ag

polinomot, amelynek alapveté tulajdonsaga, hogy ha hozzdadjuk az eredeti polinomhoz,
akkor a nullapolinomot kapjuk:

P(2) + (—P(2)) = 0.

Ugyanakkor, az ellentett polinom segitségével elvégezhetd a kivonas két polinom kozott.
Legyen —Q(z) a Q(z) polinom ellentett polinomja. Ekkor a P(z) polinombdl a Q(z)
polinomot gy vonhatjuk ki, hogy hozzadjuk az ellentett polinomot:

P(z) = Q(2) = P(2) + (=Q(2)).

Milyen tulajdonsdgokkal rendelkeznek a polinomokon definialt miveletek? Az dsszeadds
kommutativitaisa és asszociativitdsa a komplex szamok oOsszeadasanak megfelel6 tulaj-
donsagaibdl kovetkezik, azaz tetszoleges P, () és R polinomokra érvényes, hogy

P+Q=Q+P, (P+Q)+R=P+(Q+R).

A szorzdas kommutativitdisa a szamok szorzasanak kommutativitasabol és abbdl a ko-
riillménybdl kovetkezik, hogy a polinomok szorzasanak definiciéjaban a polinomtényezok
egyiitthatoi teljesen egyenrangt szerepet jatszanak. A szorzds asszociativitisa és a diszt-
ributiv térvény szintén érvényes, azaz tetszoleges P, ) és R polinomokra igaz, hogy

PQ=QP, (PQ)R=P(QR). P(Q+R)=PQ+PR.
Ugyanakkor tetszoleges «, 8 komplex szamra és P, () polinomra, a kovetkezo allitas igaz:
a(fP) = (af)P, a(P+Q)=aP+aQ, (a+p)P=aP+[P.

A polinomok szorzasanak inverz miuvelete, a polinomok osztdsa, nem létezik. Ebben a
vonatkozasban a komplex egyiitthatos polinomok Osszessége az egész szamok Osszességére
emlékeztet. Ez az analdgia abban is megnyilvanul, hogy a komplex polinomok korében,
éppen ugy, mint az egész szamok korében, 1étezik a maradékos osztas algoritmusa.

11.1. Tétel. Barmely két P(z), Q(z) komplex polinomhoz, ahol Q(z) nem a nullapoli-
nom, taldlhatd olyan H(z) és R(z) komplex polinom, hogy

P(z) = Q(2)H(z) + R(2),

ahol R(z) fokszdma vagy kisebb Q(z) fokszamdndl, vagy R(z) = 0. Az ezen feltételnek
eleget tevd H(z) és R(z) polinomok egyértelmien meghatdrozottak.

A tételben szereplé H(z) polinomot a P(z)-nek Q(z)-vel valé osztasabdl ad6déd hdnyado-
sanak, R(z)-t ezen osztas maradékdnak nevezziik.
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FELADATOK.
1. Hatarozzuk meg a P(z) polinomot gy, hogy igaz legyen a kovetkezé egyenléség:
(" +iz—1) - P(z)=2"— 2"+ 1.
Megoldas. Mivel a bal oldalon mésodfoku polinom szorozza P(z)-t, a jobb oldalon

pedig negyedfoki polinom szerepel, ezért P(z) = az* + bz + ¢, azaz legfeljebb
masodfoku polinom lehet. Ekkor

(22 +iz—1D)(az® +bz+c)=2" - 22+ 1.
Elvégezve a baloldalon a beszorzast adodik, hogy
azt + (ai +b)2> + (i —a+c)2* +(ci—b)z —c= 2" — 22 +1,

ahonnan a foegytitthaték és szabad tagok kiegyenlitése megadja, hogy a = 1 és
¢ = —1. A masodfoku tagok egyiitthatoit kiegyenlitve kapjuk, hogy bi —a+c = —1,
azaz b = —i, s behelyettesitve ezeket az értékeket a linearis és harmadfoki tagok
egyiitthatéiba megkapjuk a nullat. A keresett polinom tehat P(z) = 22 — iz — 1.

2. Hatéarozzuk meg az a és b valos paramétereket gy, hogy a
P(z) = 2" + az® + bx* — 8r + 1
polinom egy polinom teljes négyzete legyen.

Megoldas. Keressiik azt a Q(x) = 2?4 cx +d polinomot, amelyre (Q(x))* = P(z),
vagyis amelyre teljesil az

(2% 4+ cx + d)* = 2" + ax® + ba® — 8z + 1
egyenloség. Innen
zt + r? + d* + 2ca® + 2da? + 2cdr = 2t + ax® 4 br? — Sz + 1.

A polinomok egyenléségének definiciéja alapjan d?> = 1, ahonnan d; = 1 és dy = —1.
dy = 1 esetén

2t + 202 + (] +2)2* + 2+ 1 =2 + a2 + b2 — 8z + 1
teljesiil, ahonnan ¢; = —4, a; = —8 és b; = 18.
dy = —1 esetén

ot + 2c00° + (5 — 2)2® — 22 + 1 = 2* + ag2® + bya® — 8w + 1

teljesiil, ahonnan ¢y =4, as = 8 és by = 14.

3. Hatdrozzuk meg a Q(z) = P(z—i)—P(z)+P(z+1) polinomot, ha P(z) = z3—iz?+1.
Megoldas.

Q(z) = P(z—i)— P(2)+P(z+i) =
= (z—)P —i(z—i)?+1 - (P =i+ D+ (z+0)>—i(z+i)?+1=
23 =322 4322 — P — (2 =22+ %)+ 1 - P i — 1+
P4+ 32% + 322 + 4% — (2P 4+ 22 +4%) + 1=
= 22 —i2? —62+2i+1.

+
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4. Szdmoljuk ki a P(z) = 22* —3iz® + 422+ (1 — i)z +6i+ 5 polinom Q(z) = 2% —iz+1
polinommal val6 osztasdnak hanyadosat és maradékat.

Megoldas.

(22" = 3iz° + 422 + (1 — i)z +5+6i) : (2° —iz+1)=22"—iz+3
224 — 2123 + 222
—iz3 + 2224+ (1 —i)z+5+6i
—i2% =22 — iz
32242 +5+6i
322 —3iz+3

(14 3i)z+2+6i
A hényados tehat H(z) = 22% — iz + 3, a maradék pedig R(z) = (1 + 3i)z + 2 + 64,
vagyis
24 =3 4422+ (1 =)z +5+6i= (2> —iz+1)(22% —iz+3)+ (1 +3i)2 + 2+ 64,

224 —3i2* + 422+ (1 —4)z2 +5+6i :2Z2_iz+3+(1+3i)z+2+6i‘

illetve
22 —iz4+1 22 —iz+1

5. Szamoljuk ki a P(z) = 2* 4+ 2iz® — (1 + )2 — 32 + 7 + i polinom Q(z) = 2z + 1
polinommal valé osztasanak hanyadosat és maradékat.

Megoldas.

(2" +2i2 —(1+0)22 =324+ T7+14): (z2+4) =2° +i2® —iz — 4
24028

i2° — 22
—iz® =3z + T+
—iz2 + 2
—4z+T7+1
—4z — 4
7+ 51
A keresett hdnyados tehat H(z) = 2% + 2% — iz — 4, a maradék pedig R = 7 + 5i.

Ekkor

24222 —(1+0)22=324T+0 5 .5 . 7+ 51
: =2+ —iz—4+ =
zZ41 zZ+1
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11.3. Polinomok oszthatdsaga

11.6. Definicid. Legyen P(z) és Q(z) két adott komplex egyiitthatds polinom. Ha P(z)-
nek Q(z)-vel vald osztasdban a maradék 0, akkor azt mondjuk, hogy a P(z) polinom os-
zthaté a Q(z) polinommal, illetve a Q(z) polinom osztdja P(z)-nek. Jeldlése: Q(z)|P(z).

11.2. Tétel. A Q(z) komplex polinom akkor és csak akkor osztdja a P(z) komplex poli-
nomnak, ha létezik olyan p(z) komplex polinom, hogy

P(z) = Q(2)e(2).

Emlitsiik meg a komplex polinomok oszthatésdganak néhany alapvetd tulajdonsdgat:

1. Ha P(z) oszthaté a Q(z) polinommal, Q(z) pedig oszthaté a T'(z) polinommal, akkor
P(z) is oszthat6 a T(z) polinommal.
Csakugyan, a feltétel értelmében P(z) = Q(z)p(z) és Q(z) = T(2)Y(z), ezért

P(z) = T(2)[p(2)¥(2)]

2. Ha P(z) is és Q(z) is oszthaté a ¢(z) polinommal, akkor Osszegiik és kiilonbségiik is
oszthaté a ¢(z) polinommal.
Val6ban, ha P(z) = ¢(2)1(2) és Q(z) = ¢(z)x(z), akkor

P(z) £ Q(2) = p(2)[¥(2) £ x(2)].

3. Ha P(z) oszthaté a (z) polinommal, akkor P(z) szorzata barmely Q)(z) polinommal
szintén oszthato lesz p(z)-vel.

Ha ugyanis P(z) = ¢(2)i(z), akkor P(2)Q(z) = ¢(2)[¢(2)Q(2)].

4. Minden P(z) polinom oszthaté barmely nulladfoku polinommal.

Valéban, ha P(2) = a,2" + a,_ 12" + ... + a2® + a12 + ag, C pedig tetsz6leges nullatol
kiillonb6z6 szam, azaz tetszéleges nulladfoki polinom, akkor

P(z)=C (a—éfz" + %z"_l +...+ a—C2z2 + %z + %) :
5. Ha P(z) oszthaté a ¢(z) polinommal, akkor P(z) oszthaté Cy(z)-vel is, ahol C

tetszoleges nullatol kiilonbozo szam.
Csakugyan, a P(z) = ¢(2)1(z) egyenl6séghdl kovetkezik P(z) = [C'p(2)][C~1p(2)].

6. A CP(z) (C # 0) alaku polinomok és csak ezek lesznek a P(z) polinom azon 0sztoi,
melyeknek fokszama ugyanaz, mint P(z)-é.

Valéban, P(z) = C7'CP(z)], azaz P(z) oszthaté C'P(z)-vel.

Masrészt, ha P(z) oszthatd ¢(z)-vel, s emellett P(z) és ¢(z) fokszdma megegyezik, akkor
a P(z)-nek a ¢(z)-vel valé osztasabol ad6dé hanyados fokszama csak nulla lehet, azaz
P(z2) = dy(z), d # 0, ahonnan ¢(z) = d~'P(z). Innen kovetkezik:

7. A P(z) és Q(z) polinomok akkor és csak akkor oszthatok egymassal, ha Q(z) = C'P(z),
C #0.

Végiil az el6z6ekbdl adddik:
8. A P(z) ésCP(z) (C # 0) polinomok barmelyikének barmely osztdja osztéja a masiknak
IS.
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11.7. Definicié. Legyen P(z) és Q(z) két tetszdleges komplex egyiitthatds polinom. Azt
mondjuk, hogy az ¢(z) polinom P(z) és Q(z) kdzos osztdja, ha p(z) mindkét polinomnak
osztoja. Ha e két polinomnak a nulladfoki polinomokon kivil nincs mds kézos osztoja,
akkor azt mondjuk, hogy relativ primek.

11.8. Definicié. A P(z) és Q(z) komplex polinomok legnagyobb kézds osztojanak ne-
vezunk eqy olyan polinomot, amely kozos osztéja e polinomoknak, s egyuttal minden mas

kozos osztojukkal oszthato. Jele: LKO(P(z),Q(%)).

Euklideszi algoritmus. A valds polinomok esetében az euklideszi algoritmus segitségével
eloallithaté két valés polinom legnagyobb kozos osztdja. Ez a modszer alkalmazhaté
komplex polinomokra is, s maga az algoritmus ugyanaz, mint a valés polinomok esetében:
Legyen P(z) és Q(z) két tetszbleges komplex egyiitthatés polinom. Osszuk el P(z)-t
Q(2)-vel; altaldban kapunk valami R;(z) maradékot. Ezutdn Q(z)-t osztjuk Ry(z)-vel és
kapjuk az Rs(z) maradékot, R (z)-t osztjuk Ry (z)-vel, és igy tovabb. Minthogy a maradék
fokszama minden lépésnél csokken, ezért az osztasoknak ebben a sorozataban el kell
érniink egy olyan pontig, ahol a soron kovetkezd osztas mar maradék nélkiil elvégezhet6 s
ezért az eljards megszakad. Az az Ry(z) maradék, mellyel az el6z6 Ry_(z) mar maradék
nélkiil oszthatd, éppen P(z) és Q(z) legnagyobb kozos osztdja lesz.

Tudjuk tehat, hogy barmely két komplex polinomnak van legnagyobb kozos osztdja és
modszert is talaltunk ennek kiszémitdsdara. Ez a médszer mutatja, hogy ha P(x) és Q(x)
is racionalis vagy valos egyiitthatés polinom, akkor legnagyobb kozos osztéjuk egytitthatoi
is racionalisak, illetve valdésak, noha lehetnek a két polinomnak olyan ko6zos osztdi is,
melyeknek nem minden egyiitthatéja racionalis, illetve valds.

11.2. Példa. A racionalis egyiitthatés P(z) = 2° — 322 —22+6, Q(z) = 23+ 2° — 22— 2
polinomok legnagyobb kozos osztdja az x? —2 raciondlis egyiitthatés polinom, holott kozos
osztéjuk & — +/2 is, melynek nem minden egyiitthatéja racionlis.

11.3. Példa. A valés egyiitthatés P(z) = 2* — 1 és Q(x) = 2® — 22% + x — 2 polinomok
legnagyobb kozos osztdja az 2% + 1 valds egyiitthatds polinom, holott kozos osztéjuk z — i
is, melynek nem minden egyiitthatéja valds.

Ha a P(z) és Q(z) polinom legnagyobb kozos osztdja d(z), akkor e polinomok legnagyobb
kozos osztéjanak vélaszthattuk volna a C'd(z) polinomot is, ahol C' tetszoleges nullatél
kiilonb6z6 szam. Maés szdval két polinom legnagyobb kozos osztdja csak nulladfoku
tényezotol eltekintve van egyértelmiien meghatarozva.

11.9. Definicié. A P(z) és Q(z) nullapolinomtdl kilonbézé komplex polinomok kézis
tobbszordsének nevezink minden olyan polinomot, amelynek P(z) és Q(z) is osztdja. A
P(z) és Q(z) komplex polinomok legkisebb kozds tobbszirdsének nevezzik azt a polinomot,
amely a P(z) és Q(z) polinomok kézis tobbszorose és egyittal a P(z) és Q(z) polinomok
minden mds kézos tobbszordsének osztdja. Jele: LKT(P(z),Q(2)).

Legyenek P(z) és QQ(z) komplex normalt polinomok. Ekkor a P(z) és Q(z) polinomok
legkisebb kozos tobbszorose kifejezheto a kovetkezo mddon:

_ P(QG)
LKO(P(2),Q(2))

LKT(P(z),Q(2))
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11.4. Polinomok gyokei
11.10. Definicié. Ha
P(2) = ap2" + Gp_1 2" + ... 4 ag2® + a1z + ag
tetszoleges komplex egyiitthatos polinom, ¢ pedig eqy komplex szam, akkor a
P(c) = apnc" + ap_1¢"F + ...+ asc® + arc + ag

szamot a P(z) polinom értékének nevezziik z = c-ben. Ha P(c) =0, akkor c-t a P(z) poli-
nom gyokének vagy nulldjanak (illetve a P(z) = 0 egyenlet gyokének vagy megolddsinak)
nevezzuk.

11.4. Példa. A P(z) = 2* + 2i2® — (1 +1)2* — 32 + 7 + i polinom értéke z = —i-ben
P(—i) = (=)' +2i(—)® = (1 +i)(—i)> = 3(—i) + 7T +i=
= 14+2i-i+(1+4i)+3i+7+i=
= 7+ 5i.

Ha a P(z) polinomot egy els6foku (vagy lineéris) polinommal osztjuk, akkor az R maradék
egy nulladfoki polinom, azaz egy szam. A kovetkezo &llitas, hasonloképpen, mint a
valos polinomoknal is, lehetové teszi, hogy z — ¢ alaki polinommal val6 osztas esetén a
maradékot az osztas elvégzése nélkiil megtalalhassuk.

11.3. Tétel (Bezout-tétel). Legyen P(z) komplex polinom, ¢ pedig eqy komplex szdm.
A P(z) polinom (z — c) elséfoki polinommal valé osztdsanak maradéka egyenld a P(z)
polinom P(c) értékével.

Bizonyitas. Legyen
P(z) = (2 —¢)Q(2) + R.

Vegyiik mindkét oldal értékét z = c-ben:
P(c)=(c—0)Q(c)+ R=R,

ami igazolja allitasunkat. ¢

11.5. Példa. A Bezout-tétel alapjan a P(—i) = 7 + 5i szam a

P(z)=2*+2i2* — (1 +4)2> =32+ 7+
polinom Q(z) = z + ¢ els6fokt polinommal valé osztdsdnak nulladfoki maradéka.
A Bezout-tételbol adodik az aldbbi rendkiviil fontos kovetkezmény:

11.1. Kovetkezmény. A ¢ szam akkor és csak akkor gyoke a P(z) polinomnak, ha P(z)
oszthatd (z — c)-vel.

11.6. Példa. A P(z) = 2*—1 = (2—1)(2+1)(2—1)(2+1) polinom oszthat6 Q(z)

zZ+1-
vel, a Bezout-tétel alapjdn az osztds maradéka valéban P(—i) = (—i)* —1=1 =0.

1
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b
Maésrészt, ha P(z) oszthaté valamely az +b = a (z + —) els6fokt polinommal, akkor
a

nyilvanvaléan oszthaté z — ——)—Val is, vagyis egy z — c¢ alaku polinommal. Ezért
a
érvényes az alabbi allitas is:

11.2. Kovetkezmény. A P(z) polinom gydkeinek felkutatisa ekvivalens linedris osztoi-
nak felkutatdsdval.

A komplex polinomok esetében is érdemes foglalkoznunk a P(z) komplex polinom z — ¢,
¢ € C, elsofokt polinommal vald osztasanak Horner-féle modszerével, amely egyszeriibb,
mint a kozonséges osztéasi algoritmus és ugyantugy alkalmazhatd, mint a valos egyiitthatos
polinomok esetében.

11.7. Példa. Emlékeztetdiil, osszuk el a P(z) = x* — 32° + 22 — x + 2 valds polinomot
a 2x — 1 els6foki polinommal.

1 1
Mivel 20 — 1 =2 (2 — 5), ezért osztani az x — 3 polinommal fogunk. Alkossunk egy
tablazatot, melyben a vonal f6l6tt jobbra a P(x) polinom egyiitthatéi helyezkednek el,

1
baloldalt a ¢ = = érték, a vonal alatt pedig a hanyados megfelel egytitthatoi és a maradék,

melyeket 1épésrol 1épésre szamitunk ki:

1
1 e R S S I S
1 D 1 5 1 1 1 9 1 9 23
1‘—-1— :——‘——-— 1:——‘——~——1:——‘——-— 2=
‘ 2 3 2 2 2 4 2 4 8 2 8 i 16
1 5 5, 1 9 , .
A keresett hanyados tehat Q(x =3 — g% T %~ 3) a maradék pedig a Bezout-
1 23
tétel alapjan is kiszamithaté R = P <§) =16 alland6. Ennek alapjan felirhatd, hogy
1 5 1 9 23
_ 493, .2 _ . (3 2.2 LY 49
Pz)=2"—-32z"4+2"—2x+2=(2x—1) 5 (:c 5% ~ 4% 8) +16'

11.8. Példa. Osszuk most el a P(z) = 2z* + 2iz3 — (1 +i)2*> — 32 + 7 + ¢ polinomot
z +i-vel.

—i| 1]
1]

A keresett hdnyados tehat H(z) = 23 +iz? —iz — 4, a maradék pedig R = P(—i) = 7+ 5i.
Ennek alapjan felirhato, hogy

2| —1—i|=3] 7T+i
i —i | 4] T+5i

P(2)=2"+2i2> = (14+10)2> =32+ T+i=(2+i)(2* +i2® —iz —4) + 7 + 5i.

Ezek a példdk mutatjak, hogy a Horner-elrendezés felhasznalhaté komplex polinomok
értékének gyors kiszamitasara is.

Ha a ¢ komplex szam a P(z) komplex polinomnak gydke, azaz ha P(c) = 0, akkor P(z)
oszthaté (z — ¢)-vel. Eldfordulhat azonban, hogy P(z) az (z — ¢) els6fokti polinomnak
nemcsak elsé, hanem magasabb hatvanyaival is oszthato.
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11.11. Definicié. Ha taldlhato olyan k pozitiv egész szam, hogy P(z) maradék nélkil
oszthatd (z — c)*-nal, de nem oszthatd (z — c)**1-nel, vagyis P(2) = (z — ¢)*¢(2), ahol
a ¢ szdm nem gydke p(z)-nek, akkor a ¢ gydk a polinom k-szoros gydke, maga a k szam
pedig a P(z) polinom ¢ gydkének multiplicitdsa.

11.9. Példa. Hatdrozzuk meg a P(z) = 2° — 423 + 622 — 8z — 8 polinom z = 2 gyokének
multiplicitasat. Hasznaljuk fel erre a célra a Horner-féle eljarast.

21110 —-4]6 | =8| =8 A P(z) polinomot elosztottuk az x—2 polinommal,
211121016 4 0 a maradék nulla, de a masodik osztas utan mar
114] 8 |22 48 nem, tehat r = 2 egyszeres gyoke a polinomnak.

P(z) = (x—2)(z*+22% + 62+ 4)
= (z—2)*(2® + 42” + 8z + 22) + 48(z — 2).

11.10. Példa. Hatdrozzuk meg a P(z) = 2* — 423 + 1422 — 202 + 25 polinom z = 1 + 2i
gyokének multiplicitdasat. Osszuk el a P(z) polinomot a z—(1+424) polinommal mindaddig,
amig ezt maradék nélkiil megtehetjiik.

1+2¢ )1 —4 14 —20 25
1+2¢ 1| -3+20| 7T—41 | =54+10¢| 0
1+20 |1 | -2+40 | =3—-4 0

1| —-1+6¢ —16

P(z) = (z—(1+2i)(2° + (=34 20)2*(7 — 4i)z — 5 + 10i)
= (2= (1+2i)*(z* + (=2 +4i)z — 3 — 44)
(z— (1+20)%(z —1+6i) — 16(z — (14 20))*.

A z =1+ 2i gyok a P(z) polinom kétszeres gyoke, vagyis a P(z) polinom z = 1 + 2i
gyokének multiplicitdsa 2.

FELADATOK.

1. Hatdrozzuk meg a P(z) = (22 — 2z + 3)*M 4 (22 — 62 + 3)?°! valds polinom, majd
aQ(z) = (22— 2z+1)%12. (22 — 2 —)?®!! komplex polinom egyiitthatéinak dsszegét.
Megoldas. Egy polinom egyiitthatéinak 6sszege a polinom értéke 1-ben. Ezért

P(1) = (17=2-143)*" + (1> —6-1+3)*"

— 22011 4 (_2)2011
22011 o 22011

— 0’
valamint

Q(]-) _ 12 -1 + 7;)2012 . (12 — 1= 7;)2011
’i2012 . (_i)2011

= 112

7.
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2. Irjuk fel a P(z) = o*+ 223 — 322 — 4z + 1 valds polinomot 241 hatvanyaiként, majd
aQ(z) =2z'+2iz% — (1414)2% — 32 + 7+ ¢ komplex polinomot z + ¢ hatvényaiként.

Megoldas.
Osszuk el a P(x) polinomot négyszer egyméas utan
-1]1] 2 |-3|-4]1 az x + 1 polinommal. Minden osztds maradéka
-1y1} 1 |—-4] 0 |1 a keresett polinom egy egyiitthatéjat adja. Az
—1]1] 0 |—-4] 4 els6 maradék a szabad tag, a masodik maradék a
—1]1|-1|-3 linedris tag egyiitthatéja, a harmadik a masodfoku
1| -2 tag egyiitthatéja, a negyedik pedig a harmadfoku

tag egyutthatéja. A féegyiitthatok megegyeznek.

Plx) = (z+1)(2*+ 2% —42) +1
= (z+D[(x+1)(z*—4)+4] +1
= (r+1)2%2*—4)+4(x+1)+1
= (+1)*((z+1)—=2)=3(x+1)*+4(x+1)+1
(z+1)*=2z+1)*-3@+1)*+4(z+1) + 1.
Hasonléan jarunk el a Q(z) polinom
—i 1] 20 | =1—d|=3| T+1 esetében is, s igy a (Q(z) polinom alakja
—i | 1] 4 —i —4 | T4 5 a kovetekzo:
—i |1 —i |5 N
i1 =i |1 Qz) = (z+1)" = 2i(z +1)°—
1| -2

—(1414)(z +1i)* = 5(z + i) + 7+ 5i.

3. Hatédrozzuk meg az a és b valés paraméterek értékét vigy, hogy a valés P(z) =
62 — 72 + ax? + 3x + 2 polinom oszthaté legyen a Q(x) = 2? — x + b polinommal.

Megoldas. Végezziik el a polinomok osztasat. Ekkor
(62 — 72 +ar* +30+2): (2 —x+b) =62 —x+a—6b—1
62" — 62° 4 6bx’

—2® 4+ 2% — b

(a—6b—1)2* + (3 +b)z + 2
(a —6b—1)2* — (a — 6b — 1)z + b(a — 6b — 1)

(24 a—5b)r —bla—6b—1)+ 2

A maradék nulla, ha a —5b+2 =0és —b(a—6b—1)+2 = 0. A kapott egyenletrend-
szer elsO egyenletébol kifejezziik a-t: a = 5b — 2, s ezt behelyettesitve a méasodik
egyenletbe kapjuk a b? 4+ 3b + 2 = 0 méasodfoki egyenletet, amelynek megoldésai
by = —1 és by = —2, ebbdl pedig a; = —7 és ay = —12. Eszerint Q(z) = 22> — 2z —1
osztdja a Pi(z) = 62* — T2* — T2? 4+ 3z + 2 polinomnak, Qs(z) = z* — 2 — 2 pedig
a Py(x) = 621 — Ta3 — 122% + 3z + 2 polinomnak.
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4. A P(x) polinom (z + 1)-gyel vald osztésakor keletkezd maradék 4, (2% + 1)-gyel valo

osztdsakor pedig 2z + 3. Mi lesz a P(x) polinom Q(z) = x* + 2® +x + 1 polinommal
val6 osztasanak maradéka?

Megoldas. Mivel a P(x) polinom (z + 1)-gyel val6 osztésakor keletkez6 maradék
4, ezért a Bezout-tétel alapjan P(—1) = 4. Abbdl a ténybdl, hogy a P(z) polinom
(22 + 1)-gyel valé osztdsakor keletkezett maradék 2z + 3, felirhatjuk, hogy

P(z) = (2* + 1)H(x) + 2z + 3.

A fenti egyenléségbe az = 1 értéket helyettesitve azt kapjuk, hogy P(i) = 2i+3, az
x = —i érték behelyettesitése utan pedig azt, hogy P(—i) = —2i+3. A P(x) polinom
Q(x) = 2*+2?+x+1 polinommal val6 osztéasdnak maradéka egy masodfokt polinom,
s mivel Q(z) = (x + 1)(2? + 1), ezért felirhat6, hogy P(x) = Q(z)H,(z) + R(x),
azaz hogy

P(z) = (z + 1)(2® + 1) H (2) + az® + bz + c.

Behelyettesitve a fenti egyenléségbe az v = —1, x =1 és © = —i értékeket adddik,
ugyanilyen sorrendben, hogy a—b+c = 4, —a+bi+c = 2i+3 és —a—bi+c = —2i+3.
A kapott egyenletrendszer masodik egyenleteébdl kivonva a harmadikat ad&odik,
hogy b = 2, 6sszeadva a két egyenletet pedig a —a+c =3 eg}éenletet kgpjuk, amely

az elso egyenlettel és a kapott b értékkel megadja, hogy a = 3 és c = 3

9 3
A keresett maradék tehat az R(x) = 52:2 + 2z + 5 polinom.

. Adottak a p(z) = 27+ 325 +42° + 5t 4+ 23— 4z +ma+n, ¢(z) = v +423+622 45542

polinomok. Hatérozzuk meg az m és n paraméterek valds értékét ugy, hogy a p(z)
polinom oszthat6 legyen a ¢(z) polinommal.

Megolddas. Mivel a q(z) = z* + 423 + 622 + 5z + 2 polinom allandé tagja 2, igy a
lehetséges egész gyokok halmaza {£1,+2}.

Belathaté, hogy —1 és —2 gyokei a ¢(x) polinomnak

—1]1]4]6]5)2 és a Horner eljarassal azt is megkapjuk, hogy
—211(3]13]2]0
I{1|1]o0 q(z) = (z+1)(z +2)(2* + = + 1).

Ezért a p(x) polinom is oszthatd kell legyen a ¢(x) polinom tényezdivel, tehat a
p(—1) =0 és p(—2) = 0 egyenléségeknek teljesiilnie kell. Mivel

p(-1)=—-m+n+2 é p(—2)=-2m+n—38,

a—m+n+2=0¢é —2m+n—8 = 0 egyenletrendszernek kell teljesiilnie, amelynek
megoldasa m = —6 és n = —4.

. Hatdrozzuk meg a P(x) = 2®" + 32"~ ' + 1, n > 2 polinom Q(z) = 2° + 32* —x — 3

polinommal vald osztasakor keletkezo maradékot.

Megoldas. Atrendezés utdn adédik, hogy Q(z) = z2(x+3)— (2 +3) = (z+3) (2% —
1)=(z+3)(x—1)(z+1), a P(x) polinomnak a Q(x) polinom z+3, z —1és x+1
tényezoivel valo osztasdanak maradékai pedig

P(=3)=(=3)"+3-(=3)" '+ 1=(=3)"— (=3 +1=1,
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PL)=1"+4+3-1""1+1=1+3+1=5,
P(-1)=(-1)"4+3- (- ' +1=1-3+1=—1.

A P(x) = 2" + 3221 + 1 polinom Q(x) polinommal valé osztdsakor keletkezd
maradék legfeljebb egy masodfoku polinom, tehat felirhatd, hogy

P(x) = (z 4+ 3)(x — 1)(x + 1)H(x) + az® + bx + c.

A fenti egyenloségbe az © = —3, z = 1 és © = —1 értékeket helyettesitve kapjuk a
9a—3b+c =1, a+b+c =5 ¢és a—b+c = —1 egyenletrendszert, amelynek megoldasa
a=1,b=3¢és c=1. Ennek alapjin a keresett maradék R(z) = 2% + 3z + 1.

Ha tudjuk, hogy zy, = —1 a valds

P(z)=a"+2* —62° — 142> — 11z -3 _—L|1] 1 | —=6]—-14]—11] -3
polinom egyik gyoke. Hatarozzuk meg —1]17/0]-6]-8]-3]0
az adott gyok multiplicitasat! 1|1/ -1]-5| =3 0
Megoldas. P(x) = (z + 1)z — 3), —1]1/-2/-3] 0

vagyis g = —1 négyszeres gyoke a Iy-3]0

P(z) polinomnak.

. Mutassuk meg, hogy a P(z) = 2° — 52% + 522 — 1 polinom oszthaté (z — 1)*-nal, de

nem oszthaté (x — 1)*-nell

111]0]-5] 5 |0]—-1 Megoldas. Ismét a Horner eljarast hasznaljuk.

1{1]1|—-4] 1 (1] 0 Négyszer egymds utan osztjuk a P(x) polinomot

111(2]-2]-1]0 az x — 1 polinommal. Az els6 hdarom esetben

1/1]13] 1 0 a maradék nulla, a negyedik esetben pedig nem
1141] 5 nulla, tehat igazoltuk az allitast.

. Hatédrozzuk meg az A és B egyiitthatékat gy, hogy a P(x) = Az*+ Bx®+1 polinom

oszthat6 legyen (z — 1)?-nel!

Megoldas. Osszuk el kétszer x — 1-gyel a P(z) polinomot a Horner eljardssal.

11 A B 0 0 1
1A A+B | A+B A+B |A+B+1
A|2A+B|3A+2B |4A+3B

Az oszthatosag akkor teljesiil, ha mindkét maradék nulla, vagyis A+ B+ 1 =0 és
4A 4+ 3B = 0. A kapott egyenletrendszer megoldasa A = 3 és B = —4, a keresett
polinom pedig P(z) = 3z% — 423 + 1.

Hatérozzuk meg a P(z) = z® + ax? + bz + ¢ polinom ismeretlen egyiitthatéit gy,

hogy P(z) oszthaté legyen (z—1)-vel, (x+1)-gyel val6 osztasakor pedig —5-6t adjon

maradékul.

Megoldas. A feltételek alapjan P(i) = 0 és P(—1) = —5, vagyis (b—1)i—a+c =10

és a — b+ c—2 = —5, amely egyenletrendszer megoldasa a = ¢ = —5 ésb=1, a
3 3

3

— =’ +x— <.

keresett polinom pedig P(z) = x 5 5
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11.5. Az algebra alaptétele és annak kovetkezményei

Amikor az el6z0 fejezetben a polinomok gyokeivel foglalkoztunk, nem vetettiik fel a
kérdést, vajon vannak-e minden polinomnak gyokei? Ismeretes, hogy léteznek valds
egyiitthatés polinomok, melyeknek nincsenek valds gyokei, az egyik ilyen polinom az x%+1.
Azt varhatnank, hogy vannak olyan polinomok is, melyeknek a komplex szamok korében
sincs gyokiik, kiillonosen, ha tetszoleges komplex egyiitthatos polinomokat vizsgalunk. A-
mennyiben ez igy volna, a komplex szamkor tovabbi bdévitésére lenne sziikség. Valdjaban
érvényes a komplex szamok algebrajanak kovetkezo alaptétele, amelyet bizonyitas nélkiil
fogunk megadni:

11.4. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legalabb elséfoki komplex egyiitthatds
polinomnak van legaldbb eqy valos vagy komplex gydke.

Ez a tétel az egész matematika egyik legnagyobb vivménya, és a tudomany legkiilonbozébb
teriiletein vannak alkalmazasai. Teljes egészében erre épiil fel a szamegyiitthatos poli-
nomok elméletének hatralevé része.

A gyok létezésérol szolo alaptétel biztositja a P(z) polinom «y valés vagy komplex gyoké-
nek létezését. Ezért a P(z) polinomnak létezik

P(z) = (z = a1)pa(2)

alakt felbontasa. A ¢1(z) polinom egyiitthat6i megint valés vagy komplex szdamok, s ezért
©1(2)-nek is van egy s gyoke, ahonnan

P(z) = (z = a1)(z = a2)a(2).

[gy tovabb folytatva, véges sok 1épés utén az n-edfoku P(z) polinomot n elséfok tényezére
bontjuk:
P(z)=an(z —aq)(z — ag)...(z — ap). (11.1)

Az a, egyiitthatd a kévetkezd okbdl jelent meg: ha a (11.1) kifejezés jobb oldaldn valami
b egyiitthaté allna, akkor a beszorzas utdan a P(z) polinom legmagasabb foku tagja bz"
alaku lenne, holott a P(z) polinom legmagasabb foku tagja valdjaban a,,z". Ezért b = a,,.

11.3. Kovetkezmény. A (11.1) faktorizacid a P(z) polinomnak a tényezdk sorrendjétdl
eltekintve eqyetlen ilyen tipusi tényezokre bontdsa.

Bizonyitds. Tegytk fel, hogy a fenti mellett 1étezik még a

P(z) =an(z — p1)(z — B2)...(z — Bn) (11.2)
faktorizacié is. (11.1)-b6l és (11.2)-b6l kovetkezik, hogy
(z—aq)(z—ag)..(z —ay) = (2= P1)(z — B2)...(z — Bn)- (11.3)

Ha az o; gyok kiilonbéznék valamennyi §;-tél (j = 1,2,...,n), akkor (11.3)-ban a;-t
helyettesitve az ismeretlen helyébe, baloldalt zérét kapnéank, jobboldalt pedig egy zérotol
kiilonb6z6 szamot. fgy tehat minden o; gyok egyenld valamelyik 3; gyokkel és forditva.

Ebbél még nem kovetkezik, hogy a (11.1) és (11.2) felbontds megegyezik. Valéban, az
a; (1 =1,2,....,n) gyokok kozott lehetnek egyenlék. Legyen példaul ezen gyokok koziil s
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darab o-gyel egyenld, s legyen mésrészt a f3; (j = 1,2, ..., n) gyokok kézott ¢ ugyanilyen.
Meg kell mutatni, hogy s = t.

Mivel polinomok szorzatanak fokszama egyenlo a tényezok fokszamanak oOsszegével, igy
a nullatol kiilonbozo polinomok szorzata nem lehet nulla. Ebbol kovetkezik, hogy ha
két olyan szorzat, melyeknek tényezo6i polinomok, egyenld, akkor az egyenloség mindkét
oldalét oszthatjuk az esetleges kozos tényezovel. Alkalmazzuk ezt a (11.3) egyenléségre.
Ha példaul s > t, akkor a (11.3) egyenléség mindkét oldaldt osztva a (2 —aq)! tényezdvel,
olyan egyenldséget kapunk, melynek bal oldalan még szerepel a z — ay tényezd, de jobb
oldalan mar nem. Ez azonban ellentmondés, tehat az egyértelmiiség fennall. ¢

Egyesitve az egyforma tényezéket, a (11.1) faktorizaciot atirhatjuk a
P(2) = an(z — o)™ (2 — )™ (2 — )™ (11.4)
alakba, ahol
]{71—|—]€2—|—...—|—]€g:n.

Emellett feltessziik, hogy az aq, as, ..., ay gyokok kozott mar nincsenek egyenldk.
Mutassuk meg, hogy (11.4)-ben a k; szam (i = 1,2, ...,¢) az «; gyok multiplicitdsa a P(x)
polinomban. Valdéban, ha ez a multiplicitas s;, akkor k; < s;. Legyen azonban k; < s;. A
gyok multiplicitasanak definiciéja értelmében P(z)-nek létezik

P(z) = (2 = i)"(2)

alaku felbontdsa. Ha ebben a kifejezésben o(z)-t elséfoki tényezokre vald felbontdsaval
helyettesitjiik, P(z)-nek olyan elséfoku tényez6kre bontasat kapjuk, amely szemmel léatha-
télag kiilonbozik a (11.1) faktorizaciétdl, azaz ellentmondésba keriiliink e faktorizéacid
fentebb bizonyitott egyértelmiiségével.

fgy tehat a kovetkezd fontos eredményt igazoltuk:

11.4. Kovetkezmény. Minden n-edfoki tetszéleges komplex egyiitthatés P(z) polinom-
nak n gyoke van, ha minden gyokét annyiszor szamitjuk, amennyi a multiplicitdsa.

11.11. Példa. Egy olyan polinom, amelynek nullai
041:1, Oé2:3—i, Oé3:5 és Oé4:—’i,

lehet példaul a
P(z)=(z—1)(# —3+1i)(z = 5)(z+1)

negyedfokt komplex polinom vagy pedig a
Q(z) = (z — 1)(2* — 62 + 10)(x — 5)(z* + 1)

hatodfoku valés polinom. A kovetkezd fejezetek egyikében latni fogjuk, hogy milyen
modszerrel tudjuk megtaldlni ilyen esetben a megfelel6 valés polinomokat.

11.12. Példa. Az a legkisebb foku normélt komplex egytitthatés polinom, amelynek
a1 = 2 kétszeres gyoke, ag = i pedig haromszoros gyoke, a

P(z) = (2 = 2)*(z —9)°

otodfokt polinom.
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11.6. Viéte képletek

Legyen Pi(z) = aiz + ay els6foki komplex egyiitthatés polinom. Ha kiemeljiik az adott
polinombdl a féegyiitthatdt, akkor Py(z) = a; (z — <—%)) adédik, ahonnan az algebra
a1

a
alaptétele alapjan a polinom gyoke z; = —=2

a1
Legyen Py(z) = as2* + a1z + ap masodfoki komplex egyiitthatés polinom, amelynek z;
és zo a gyOkei. Az algebra alaptétele alapjan felirhatd, hogy P(2) = as(z — 21)(2z — 22),
a miiveletek elvégzése utan pedig, hogy Pa(2) = a (22 — (21 + 22)2 + 2122). A megfelels
egylitthatok kiegyenlitése adja a polinom gydkei és egyiitthatéi kozott fenndalld ismert
osszefliggést, a Viéte képleteket:

a a

21+ 29 = ——1, 2129 = —0.

as a2
A P3(2) = a3z + ap2”® + a1z + ap harmadfokd polinom esetén, ha z;, 2o és z3 a polinom
gyokei, akkor

Py(z) = as(z—21)(z — 29)(2 — 23), azaz beszorzas és rendezés utan

P3(Z) = as (23 - (21 + 2o + 23)22 + (2122 + 2123 + 2223)2 - 212223) .

A megfelel6 egytitthatok kiegyenlitése most a

a2 a1 Qg
21t 2t 23 =——, 212+ 2123+ 223 =—, 212223 = ——
a3 a3 a3

képleteket adja, melyeket a harmadfoki polinom Viéte képleteinek neveziink.
Végezziik el az eljdrast a Py(2) = aq2* + az2® + a2? + a1 2 + ap negyedfoki polinom esetén
is. Legyenek z1, 2o, 23 és z4 a P(z) polinom gyokei. Ekkor

Py(z2) = a4(z—21)(2 —20)(2 — 23)(2 — z4), azaz beszorzas és rendezés utan
P4(Z) = Qa4 (24 — (Zl + 29 + 23 + 24)23 -+ (2122 + 2123 + 2124 + 2023 + 2924 + 2324)Z2+

+ (212023 + 212024 + 212324 + 222324)2 — 21222324) -

A megfelel6 egytitthatok kiegyenlitése most a

a a
21+ 29+ 23+ 24 = —a—3, 2129 + 2123 + 2124 + 2223 + 2924 + 2324 = a—2,
4 4
ai ap
212923 F 212024 + 212324 + 222324 = —, Z1%2%324 = ——
Q4 2
képleteket adja, melyeket a negyedfoki polinom Viéte képleteinek neveziink.
Tekintsiik most az n-edfoku
Pu(2) = anz" + ap12"' + o+ a22® + a1z + ap, (11.5)
komplex polinomot és legyenek ennek gyokei zy, zo, ..., z,. Ekkor a P,(z) polinomot az

algebra alaptétele alapjan felirhatjuk a kovetkezo alakban:

P.(z) =a,(z — 21)(2 — 29)...(z — z).
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Elvégezve a szorzast a jobb oldalon, majd 6sszevonva az egynemii tagokat és dsszehasonlitva
a kapott egyiitthatékat a (11.5)-beliekkel, kapjuk a kovetkez6 egyenléségeket, melyeket

Viéte képleteknek neveziink, és amelyek a polinom egyiitthatoi és gyokei kozotti osszefiig-

géseket adjak meg:

Ap—1
21+z+...+z, = — ,
Qp,
Ap—2
2129 + 2123 + ... + 212y, + 2223 + ... + Zp_1Zn = ,
Qp,
o Ap—3
12023 + 212024 F o Zn—2Zn_1Zn) = — )
Qp,
a
n—14Y1
(29..2n—1 + 2122 Zn—22n + . + 2223...2,) = (—1) _
n
Qo
n
22902, = (—1)"—.
Qp,

Igy tehdt a k-adik egyenl8ség jobb oldaldn (k = 1,2,..,n) a kiilonboz8 gyokok osszes
lehetséges k tényezOs szorzatainak osszege all pozitiv vagy negativ eldjellel, aszerint hogy
k paros vagy paratlan.

11.13. Példa. Viéte képletei megkonnyitik a polinom felirasat gyokeinek ismeretében.
Keressiik meg példaul azt a negyedfoki P(x) normalt polinomot, melynek 5 és —2 egy-
szeres, 3 pedig kétszeres gyoke. Ekkor

az = —(b—-24+3+3)=-9,
as = 5-(=2)+5-34+5-34+(-2)-3+(-2)-3+3-3=1,
a = —[5-(-2)-34+5-(-2)-3+5-3-3+(—2)-3-3]=33,

a = 5-(=2)-3-3=-90,
s fgy P(z) = % — 923 + 1722 + 33z — 90.

FELADATOK.
1. Ha x1, 79 és 23 a 2723 +64 = 0 egyenlet gyokei, akkor mennyi az x + 9+ T3+ 7273
kifejezés értéke?
Megoldas. A Viéte képletek alapjan
0 64 64

l’1+$2+l’3+l’1l’2$3:—2—7—2—7:—2—7.

2. Hazy, 1y és x3 az 5x° —3x? —4x+2 = 0 egyenlet gyokei, akkor mennyi az 3+ x5+ x5
kifejezés értéke?
Megoldas. El6szor transzformaljuk az adott kifejezést:

a:f + :)3% + x§ = (1 +x2+ x3)2 — 2(x1m9 + 1173 + T2X3).

A Viéte képletek alapjan zy + z9 + 23 = — = T és 11Ty + T1X3 + ToT3 = —
Ekkor

3\ 2 4 9 8 49
x§+x§+x§:<g) —2(—5):%+5:%.
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3. Ha @1, 9 és 3 az 2° — 22 — 1 = ( egyenlet gyokei, akkor mennyi az ] + x5 + 3

kifejezés értéke?
Megoldas. El6szor transzformaljuk az adott kifejezést, felhasznédlva az elézo fe-

0
ladatban kapott atalakitast. A Viéte képletek alapjan x; + x5 + x3 = -1 = 0,

T1Xo + X103 + XoT3 = —1 = —2és r1T9x3 = __T = 1. Ekkor

vitaytag = (21)" + (23)" + (25)°
= (2% + a5+ 23)* — 2(x3a5 + 2373 + 23573)
= (2] + 23+ 23)° — 2((m122)” + (z123)* + (w273)°)
(21 + 29 + 23)* — 2(2109 + 2123 + T913))* —
2((z129 + 1103 + Tox3)? — 2(2]w0m3 + 112573 + T17973))
((z1 4 29 + 23)* — 2(z129 + 2125 + T923))* —
— 2((z129 + 1173 + 2923)? — 2012023 (11 + 29 + 3))
(0° =2 (=2))" = 2((-2*-2-1-0)
1

. Ha o, 8 és v az 2® + 222 — 2 + 3 = 0 egyenlet gyokei, akkor vajon mennyi lesz az

af(a+ B)+ By(B+ ) + yaly + «) kifejezés értéke?

Megoldas. Alakitsuk at megfelel6 médon az adott kifejezést. Ekkor a jél ismert
a+p+y= —% = =2, af+By+ay= —% =—-1lésafy= —% = —3 Viéte képletek
alapjan adodik, hogy

af(a+ )+ Bv(B+7) +ay(y+a)=
= afla+8)+ (B +7) +ay(y+a)+3aBy —3abfy =
= af(a+p+7)+pyva+B+7)+ay(a+B+7) —3apy =
= (a+B+7)(af+ By +ay) —3aby =

(=2) - (=1)—=3-(=3)=2+9=11.

. Haa P(x) = (x —3)(x — 1)(x 4+ 2)(z + 4) + 16 polinom linearis tényezdkre bontva

P(z) = (z —a)(x — b)(z — ¢)(x — d), akkor mennyi a + b+ ¢ + d értéke?
Megoldas. Elvégezve a miiveleteket adddik, hogy

P(z) = (2 — 42 + 3)(2® + 63 + 8) + 16 = 2" + 22° — 132> — 14z + 40,

2
a megfelelo Viéte képlet alapjan viszont a + b+ c+d = 7= —2.

. Hatarozzuk meg az a, b és ¢ paraméterek értékét gy, hogy azok egyben gyokei is

3

legyenek az 23 — ax? + bx — ¢ = 0 egyenletnek.

Megoldas. A Viéte képletek alapjan felirhato, hogy a +b+c¢=a, ab+ac+bc =10
és abc = ¢, s ezekb6l b+ ¢ =0, a(b+ ¢) + bc = b miatt b(c — 1) = 0 és ¢ # 0 esetén
ab=1. Haoc=0,akkorb=0¢ésa € R. Hac#0, akkorc=1,b=—1ésa = —1.
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7. Hatdrozzuk meg az a, b és ¢ paramétereket tigy, hogy az > + ay? +by +c = 0
egyenlet gyokeire érvényes legyen: y; = x129, Yo = 123 €S y3 = x9x3, ahol x1, xa,
xg a —x° + 42? — 52 + 6 = 0 egyenlet megolddsai.

Megoldas. A Viéte képletek alapjan a masodik egyenletre felirhatd, hogy x1 +x9 +
r3 =4, x1209 + 1123 + Tox3 = 5 és x1wow3 = 6. Most az elsé egyenlet Viéte képletei
alapjan felirhatd, hogy
—(y1 +y2 +y3) = — (2122 + 2123 + T273) = 5,

b = yiys + Y1ys + Yays = TiTaks + 21 T5Ts + 110975 = T10203(T1 + T + 3) = 24,
C = Y1Ya2ys = ZL’%LE%SL’% = (.]7125‘25(73)2 = 36,
a keresett egyenlet pedig y® — 5y? + 24y + 36 = 0.

8. Hatdrozzuk meg a \ paraméter értékét gy, hogy a 223 — 22 — 7z + X = 0 egyenlet
két gyokének az Osszege 1 legyen.
Megoldas. Legyenek x;, x5 és 23 a 22° — 22 — 72+ )\ = 0 egyenlet gyokei és legyen

1 7

1 + 19 = 1. A Viéte képletek alapjan x; + x9 + 13 = 3 T12o + X123 + Toxz = —3
A
és T1x9x3 = —5 Ekkor az x1 + xo = 1 feltétel alapjan az elsé képletbol adddik,
1
hogy 3 = —=. A madsodik képletet atalakitva, mint z1z9 + z3(x; + 22) = —3 és
kihasznélva az el6z6 szamitast megkapjuk, hogy zi2x9 = —3. Ekkor

1 3
)\ = —X1X9 - T3 = —(—3) . (—5) = —5.

9. Hatdrozzuk meg a \ paraméter értékét tigy, hogy az x3 — 7o + X = 0 egyenlet egyik
gyoke kétszerese legyen a masiknak.

Megoldas. Legyenek xq, x5 és x5 az 2° — 72 + X = 0 egyenlet gyokei és legyen

r1 = 2x5. A Viéte képletek alapjan x1 + 2o + x3 = 0, 2129 + 2123 + X903 = —7
és x1wox3 = —A. Ekkor az els6 képletbol adodik, hogy z3 = —3z5. Behelyettesitve
r1-et és x3-at a masodik képletbe, adédik, hogy 225 — 623 — 325 = —7, azaz x2 = 1,
amibdl az egyik megoldds x5 = 1, 1 = 2 és 3 = —3, a masik pedig x5 = —1,
r1 = —2és x3 = 3. Mivel most A = —z12913, ezért az elsé megoldas esetén A = —6,

a masodik megoldés esetén pedig A = 6.

10. Hatdrozzuk meg a p és ¢ paraméterek értékét gy, hogy az 2% + px + g = 0 egyenlet
egyik gyoke 1 legyen, a masik pedig legyen egyenlo az egyenlet diszkriminansaval.
Megoldas. Legyenek x; és x5 az 2° + px + ¢ = 0 egyenlet gyokei. Ekkor z; = 1 és
9 = p? — 4q. A Viéte képletek alapjan felirhatd, hogy z1 + 29 = —p és 125 = q.
Behelyettesitve a feltételeket kapjuk, hogy 14+p?—4q = —p és p?—4q = q. A méasodik

2
egyenlethdl ¢ = ‘%, s ezt az els6 egyenletbe helyettesitve adédik a p? +5p+5 =0
masodfoku egyenlet, amelynek megoldasai

_ 545 _—5-V5

2 €s pa = 9 )

a megfelel q értékek pedig 1 =3 — V5 és ¢o = 3+ V5.

b1
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11.7. Valos egyiitthatos polinomok

Most néhany, valds egyiitthatds polinomokra vonatkozd kovetkeztetést fogunk levonni a
komplex szamok algebrajanak alaptételébdl, s éppen ezeken a kovetkezményeken alapul
az alaptételnek a rendkiviili nagy jelentésége.

Legyen a

P(z) = apz” + ap12™ " 4 4 a22® + a1 + ag

valés egytitthatds polinomnak o komplex gyoke, azaz legyen
" 4 ap 10"+ 4+ asad® + a4+ ag = 0.

Tudjuk, hogy ez utébbi egyenldség érvényes marad, ha benne minden szdmot a kon-
jugéaltjaval helyettesitiink. Igy addédik, hogy az

Al + @ @ Fa@+ag =0

egyenléség is teljesiil, vagyis azt kapjuk, hogy P(@) = 0. Igy tehat, ha a P(z) valds
egylitthatés polinomnak gyoke az o komplex (de nem valds) szam, akkor gyoke ennek @
konjugaltja is. A P(x) polinom tehét oszthatd lesz a

o(r) =2 — (a + @)z + aa (11.6)
méasodfoki polinommal, melynek egyiitthatdi valésak. Belathat6, hogy a P(x) polinom «
és @ gyokének ugyanaz a multiplicitasa. Ezek utan azt mondhatjuk, hogy barmely valds

egylitthatés polinom komplex gyokei paronként konjugéltak. Ebbél és a (11.1) alakd
felbontas egyértelmiiségébol a kovetkezo eredmény adddik:

11.5. Kovetkezmény. Minden valds egyitthatos P(x) polinom eldallithatd, mégpedig a
tényezok sorrendjétol eltekintve egyértelmien, az a, féegyitthato és néhdny valds egytitt-
hatds tényezd szorzataként, mely utobbiak részben (x — [3) alaki elséfoki polinomok -
ezek felelnek meg a P(x) polinom [ wvalds gyokeinek -, részben (11.6) alakd mdsodfoki
polinomok, ezek az o és @ konjugdlt komplex gyokpdroknak felelnek meg.

11.1. Megjegyzés. A valds egyiitthatds normdlt polinomok kérében csak az (x— () alaki
elsfoki és az 1° — (a+a)x+aa alaki mdsodfoki polinomok nem bonthatdk fel alacsonyabb
foku tényezok szorzatdra, vagy, ahogyan ezentul fogjuk mondani, csak ezek irreducibilisek.
Az irreducibilis, vagyis tovdbb nem bonthato, valés polinomok normdlt alakja tehdt x — j3,
ahol B € R vagy x + px + q, ahol p és q olyan valds szdmok, hogy p* — 4q < 0.

11.14. Példa. Figyeljiik meg néhany valds polinom valés szamok halmaza feletti tényezokre
bontasat:

2t +1 = (P —aV2+ 1) (@ + V2 + 1),

Pt 4+l = (@D +2+1)
(z—D+1)(@* -+ 1) (2*+z+1)
(z —1)%(x +1)°

20 —1
=222 4+1 =
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11.8. Egész egyiitthatds polinom racionalis gyokei

Tekintsiik a
P(z) = ap2™ + ap_12™ " + ... + asx® + a1 + a

egész egylitthatés polinomot.

Egész gyokok keresése. Konnyen belathato a kovetkezo allitas:

11.5. Tétel. Ha az a egész szam gyoke az egész egyiitthatés P(x) polinomnak, akkor ezen
polinom szabad tagja oszthato a-val.

Bizonyitds. Osszuk P(z)-et (z — «)-val:
P(x) = (2 — a)(bp_12™ " + .. 4 boa® + by + by).
Mivel a hanyados valamennyi egyiitthatéja, igy by is egész szam, s mivel
ag = —aby = a(—by),
ezért allitdsunk bizonyitast nyert. ¢

Eszerint, ha az egész egyiitthatés P(z) polinomnak vannak egész gyokei, akkor ezek a
szabad tag osztoéi kozott talalhatok. Ki kell tehat probalni a szabad tag Osszes lehetséges
osztoit, mind a pozitivokat, mind a negativokat; ha ezek koziil egyik sem bizonyul gyoknek,
akkor polinomunknak egyaltalan nincsenek egész gyokei.

A szabad tag valamennyi osztéjanak kiprébalasa olykor tiulsdgosan hosszadalmas lehet, a
kovetkezo megjegyzések azonban lehetévé teszik, hogy ezeket a szamitasokat leegyszerti-
sitsiik. El6szor is, minthogy 1 és —1 mindig osztéja a szabad tagnak, kiszamitjuk P(1)-et
és P(—1)-et. Ha az « egész szam gyoke P(z)-nek, akkor P(z) = (x — a)Q(x), s ekkor a
Q(z) hédnyadospolinom valamennyi egyiitthatdja egész szam, ezért a

P P(=1)

=0, S = Q- (11.7)

hanyadosoknak egész szamoknak kell lenniiik. fgy tehat a szabad tagnak csak azokat az
[1-t61 és (—1)-t6] kiilonbozd] « osztoit kell kiprébalnunk, amelyekre a (11.7) hdnyadosok
is egész szamok.

11.15. Példa. Keressiik meg a P(x) = 2% — 2% — 2 — 6 polinom egész gyokeit.
A szabad tag osztéi: +£1, £2, £3, £6. Mivel P(1) = —8, P(—1) = —8, ezért 1 és —1 nem

gyok. Tovabba a
—8 —8 -8 -8

241 —-2—-1" 6-1" —-6-1

szamok tortek, s ezért az oszték koziil el kell vetniink a 2, —2, 6, —6 szdmokat, viszont a
-8 -8 -8 -8
3—1" 3+1° -3-1" —-3+1

szamok egészek, s ezért a 3 és a —3 osztét ki kell probalnunk. Mivel P(—3) = —48,
ezért —3 nem gyoke a polinomnak. Végiil P(3) = 0: tehét 3 gydke P(z)-nek, s osztassal
megkaphatjuk, hogy P(z) = (z — 3)(2? + x + 2). Kénnyen belathatd, hogy az x? + x + 2
hanyadosnak 3 nem gyoke, tehat ez a szam P(x)-nek nem tobbszords gyoke.
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11.16. Példa. Keressiik meg a P(x) = 3z* 4+ 23 — 52% — 22 + 2 polinom egész gyokeit.
Itt a szabad tag osztéi +1 és £2. Tovabbd P(1) = —1, P(—1) = 1, azaz sem 1, sem —1
nem gyok. Végiil, mivel az . .

241 © 21
szamok tortek, ezért 2 és —2 sem gyok, vagyis a P(x) polinomnak egyaltalan nincsenek
egész gyokei.

Racionalis gyokok keresése. A raciondlis gyokok keresésére a kovetkezo allitast fogjuk
felhasznalni:

11.6. Tétel. Ha a ¥ raciondlis szdm (p és q relativ primek) gydke az egész egyiitthatos

P(x) polinomnak, akkor ezen polinom szabad tagja oszthato p-vel, a féegyiitthatoja pedig
oszthato q-val.

Bizonyitds. Ha P (3) — 0, akkor ¢"P (3) — 0 is teljesiil, azaz
q q

" + a1 qp" " A aq" TP+ g p + agg” = 0.

Mivel a baloldali 6sszeg els6é n tagja oszthatd p-vel, ezért az utolsé tag is oszthato kell
legyen p-vel, ami csak akkor lehetséges, ha p osztéja ag-nak, a polinom szabad tagjanak.
Hasonlé gondolatmenet szerint, a baloldali 6sszeg utolsé n tagja oszthatd g-val, ezért az
els6 tag is oszthato kell legyen ¢-val, ez pedig csak akkor lehetséges, ha q osztdja a,-nek,
a polinom foegyiitthatéjanak. ©

Eszerint, ha az egész egyiitthatés P(x) polinomnak vannak raciondlis gyokei, akkor ezek
a szabad tag osztéi és a foegyiitthatd osztoi altal alkotott lehetséges hanyadosok kozott
talalhaték. Ki kell tehat prébalni az 0sszes ilyen lehetséges hanyadost, mind a pozitivokat,
mind a negativokat; ha ezek koziil egyik sem bizonyul gyoknek, akkor a polinomnak egyal-
talan nincsenek racionalis gyokei.

11.17. Példa. A P(x) = 3z* + 52% + 2? 4+ 5z — 2 valdés polinom esetében a szabad

tag osztoi: +1 és £2, a féegylitthato osztéi pedig +1 és £3. A lehetséges hanyadosok

1 2
halmaza: {:I:l, +2, :I:g, :I:g } Ellen6rzéssel megkapjuk, hogy a polinom racionélis gyokei:

—2 és 3 és csak ezek.

11.18. Példa. A P(x) = 923 — 62° — 5z + 2 valds polinom esetében a szabad tag osztoi:
+1 és 12, a féegylitthatd osztéi pedig +1, £3 és 9. A lehetséges hanyadosok halmaza:

1.1 2 2
{:i:l, +2 i§’ :i:§, i§’ i@} Ellenorzéssel megkapjuk, hogy a polinom raciondlis gydkei:
1
1, 3 és —3 és csak ezek.

11.19. Példa. A P(x) = 2z* — 2> — 3 valds polinom esetében a szabad tag osztéi:
+1 és +3, a féegyiitthato osztéi pedig +1 és £2. A lehetséges hanyadosok halmaza:

3
{:I:l, +3, :|:§, :|:§} Ellenorzéssel megkapjuk, hogy a polinomot ebben az esetben egyik

lehetséges racionalis gyok sem elégiti ki, tehat nincsenek sem egész, sem racionalis gyokei.
Ez azt jelenti, hogy a polinom gyokei vagy irraciondlisak vagy konjugalt komplex parok.
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FELADATOK.

1. frjuk fel azt a legkisebb rendii valés polinomot, amelynek a; =1, ap =3 —14, a3 =5
és oy = —1 gyokei.
Megoldas. P(z) = (x — 1)(x —3 +i)(z — 3 — i)(x — 5)(z — ¢)(x + i) alakban
irhatjuk fel a keresett polinomot, hiszen valés polinom esetén a komplex gyokok kon-
jugalt komplex gyokparok formajaban jelentkeznek, s az ezeknek megfelelo linearis
tényezOk szorzata a valos szamok halmaza felett irreducibilis masodfoku polinom.
Igy a megoldds komplex szdmok nélkiil P(x) = (z —1)(2? — 62 +10)(x — 5)(z* + 1).
2. Hatdrozzuk meg azt a negyedfoku P(x) valés egyiitthatés polinomot, amelynek —2
kétszeres nulldja, 1 — 2i nulldja és amelyre P(—3) = 20.
Megoldas. P(x) = as(z + 2)*(x — 1+ 2i)(x — 1 — 24) = ay(x + 2)*(2* — 22 + 5)
alakban keressiik a megoldést. Figyelembe véve a P(—3) = 20 feltételt adédik, hogy
P(—3) = 20ay, tehat ay = 1, azaz P(x) = (z + 2)*(2* — 2z + 5).
3. Oldjuk meg az z* — 423 + 922 — 10z — 50 = 0 egyenletet, ha tudjuk, hogy egyik
gyoke z1 =1 — 3.
Megoldas. Mivel valés egyiitthatos algebrai egyenletiink van, ezért xo = 1+ 3¢ is
az adott egyenlet gyoke. Ez azt jelenti, hogy a P(z) = x* — 423 + 922 — 10z — 50
polinom oszthaté az (z — z1)(x — x9) = (. — 1+ 3i)(x — 1 — 3i) = 2? — 22 + 10
masodfoki polinommal. Végezziik el az osztést.
(z* — 42® + 92° — 102 — 50) : (2* — 22+ 10) = 2° — 22 — 5
r* — 22° + 1022
—22° — 2 — 102 — 50
—22% + 42 — 20z

—522 + 102 — 50
—522 + 102 — 50
0

Ekkor az egyenlet alakja (2° — 22 4 10)(2? — 2 — 5) = 0, ahonnan a harmadik és
negyedik gyokot az 2?2 — 2x — 5 = 0 egyenlet gyokei adjdk. Igy a keresett gyokok
r1=1—3i, 29 =1+3i, 23=1++6, 24 = 1 — V6.

4. Oldjuk meg az % — 423 + 522 — 22 — 20 = 0 egyenletet, ha tudjuk, hogy egyik gyoke
r1=1— 2.
Megoldas. Mivel valds egyttthatds algebrai egyenletiink van, ezért o = 1 4 2¢
is az adott egyenlet gyoke. Eszerint a P(x) = z* — 42® + 522 — 22 — 20 polinom
oszthaté az (r — xy)(x — 22) = (x — 1 4 20)(x — 1 — 2i) = 2% — 22 + 5 mdsodfoki
polinommal. Elvégezve az osztast adédik a P(z) = (22 — 2z + 5)(2? — 22 — 4)
felbontds, s ekkor (2% — 2z + 5)(2* — 2o — 4) = 0, ahonnan a harmadik és negyedik
gyokot az 22 — 2z — 4 = 0 egyenlet gydkei adjék. Igy

T =1—-2, xo=1+2, x3=1+V5, xz,=1—+5.
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5. Hatdrozzuk meg a P(x) = 92° — 62 + 2223 — 162? — 152 + 6 polinom gydkeit, ha

tudjuk, hogy egyik gyoke z; = —iy/3, majd bontsuk fel a P(x) polinomot linearis
tényezok szorzatara.

Megoldas. Mivel valds egyiitthatés algebrai egyenletiink van, ezért xo = iv/3 is az
adott egyenlet gyoke. Eszerint a P(z) = 92° — 62 + 222 — 1622 — 152 + 6 polinom
oszthaté az (v — z1)(z — z3) = (z — iv3)(x + iv3) = 2 + 3 polinommal. Mivel
(92° — 62" + 222° — 162° — 152 + 6) : (2% + 3) = 92° — 62% — 5z + 2
92° + 27x°
—62' — 52 — 162 — 152 + 6
—62* — 1822
—52° + 22 — 152 + 6
—52° — 15z

ezért P(z) = (2% 4+ 3)(92 — 62% — 5z + 2), ahonnan a harmadik gyckot a kapott
hanyadospolinom lehetséges egész gyokeinek halmazaban keressiik, azaz +1 vagy
+2. Prébélgatassal megkapjuk, hogy P(1) = 0, Horner eljarassal pedig a hanya-
dospolinom is meghatérozhaté, ahonnan P(x) = 1(:62 +3)(z — 1)(92* + 3z — 2) és

2
3= 1. A 92% + 32 — 2 = 0 egyenlet gyokei 7, = 3 és x5 = —3 a felbontas pedig

P(x) = 9(z —iV3)(x +iV3)(z — 1) (:c — %) (:)3 + %) :

azaz P(z) = (v —ivV3)(z +iv3)(z — 1) (32 — 1) (3z + 2).

. Hatarozzuk meg a p és ¢ valés paraméterek értékét ugy, hogy 1 = 1 + 7 gyoke

legyen a P(x) = 3z + p2® + qa? + 42 — 2 polinomnak. A kapott a és b értékekre
hatérozzuk meg a P(x) polinom tébbi gyokét is.

Megolddas. Mivel z; = 1+ gyoke a P(x) = 3z + pa® + qa® + 42 — 2 polinomnak,
ezért a Bezout-tétel alapjan P(1 + i) = 0. Behelyettesités és rendezés utan azt
kapjuk, hogy P(1 +1i) = —10 — 2p + (2p + 2q + 4)i, azaz a —10 — 2p = 0 és
2p + 2q + 4 = 0 egyenletrendszernek kell teljestilnie, amelynek megoldasa p = —5 és
q = 3. A polinom alakja tehat P(z) = 3z* — 523 + 322 + 42 — 2. Figyelembe véve,
hogy az adott polinomnak z5 = 1 —1 is gydke kell, hogy legyen, ezért P(x) oszthaté
az (x —x1)(x — 29) = (v — 1 +i)(x — 1 — i) = 2% — 22 + 2 mésodfoki polinommal.
Elvégezve az osztast adddik, hogy P(x) = (2* — 2z + 2)(32% + 2 — 1), ahonnan a
harmadik és negyedik gyokot a 322 + 2 — 1 = 0 egyenlet gyokei adjdk, vagyis

—1++V13 | —1-+/13
_— esS _

BT M=
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7.

Adott a P(z) = 2* 4+ ax® 4+ bx? — 8x + 4 polinom. Hatérozzuk meg az a és b valds
paraméterek értékét gy, hogy az adott polinomnak két kétszeres valés gyoke legyen.
A kapott a és b értékekre hatdrozzuk meg a P(z) polinom gyokeit.

Megoldas. Legyenek x; és x9 a kétszeres valés gyokok. Ekkor

P(z) = (v —x1)%(x —x2)? rendezés utdn pedig

P(z) = a*—2(x + 29)2® + (27 + 4a129 + 23) 2% — 23129 (71 + 20)7 + 2205,
A szabad tagok kiegyenlitésébdl kapjuk, hogy x?z2 = 4, ahonnan x,75 = 2 vagy
r1xe = —2. A linedris tag egyiitthatéinak kiegyenlitésébél —2x1xo(x + 25) = —8
adédik, ahonnan zyzo(z + 2) = 4.
1° Ha x12o = 2, akkor x1 + 2o = 2. Ha kifejezziik xo-t az els6 egyenletbol és
behelyettsitjiik a masodik egyenletbe, akkor némi rendezés utdn az z? —2z; —2 = 0
masodfoku egyenlethez jutunk, amelynek gyokei (z1); = 1414 és (x1)2 = 1 —i. Mivel
a kapott gyokok nem valdsak, ezért ez ellentmond a feladat feltételeinek.
2° Ha z12o = —2, akkor z1 + 29 = —2. Ha Kkifejezziik zo-t az elsé egyenletbdl és
behelyettsitjiik a masodik egyenletbe, akkor némi rendezés utdn az x? +2z; —2 = 0
egyenlethez jutunk, amelynek gyokei (z1); = —1 4+ /3 és (z1)2 = —1 — /3. Mivel
ezek méar valos gyokok, ezért az egylitthatok tovabbi kiegyenlitésébdl megkapjuk az
a=—2x,+1) =4, b= +4x 105+ 23 = (1 +12)* + 21179 = (=2)24+2-(=2) =0
egyiitthatokat. A keresett polinom tehdt P(z) = z* + 42 — 8z + 4.

. Hatarozzuk meg az a és b valés paraméterek értékeit ugy, hogy x; = i gyoke legyen

a P(x) = 62° — 132* 4+ ax® — 92 + b polinomnak. A kapott a és b értékekre hatarozd
meg a P(z) polinom gydkeit, majd bontsd fel linedris tényezok szorzatéra.
Megoldas. Mivel x; = i gyoke a P(z) = 62° — 132* + az® — 922 + b polinomnak,
ezért a Bezout-tétel alapjan P(i) = 0. Behelyettesités és rendezés utan azt kapjuk,
hogy P(i) = 6i° — 13i* +ai® — 9> +b=6i — 13 —ai+ 9+ b, azaz a 6 —a = 0 és
b — 4 = 0 egyenleteknek kell teljesiilnie, ahonnan a = 6 és b = 4. A polinom alakja
tehdt P(z) = 62° — 132% + 623 — 92® +4. Mivel 21 = 7 az adott valés polinom gydke,
ezért 1o = —i is gyoke, tehat a P(x) polinom oszthaté z* + 1-gyel. Végezziik el az
osztast.

(62° — 132" + 62° — 92° +4) : (2® +1) = 62> — 1327 + 4
62° + 62°

Most tehat P(z) = (2% + 1)(62% — 132% + 4). Prébdlgatassal megkaphatjuk a
lehetséges egész gyokok {41, £2} halmazabdl, hogy x3 = 2 a Q(z) = 623 — 1322 + 4
polinom gyoke, mivel Q(2) = 0.



414

11.  POLINOMOK

Végezziikk el Horner-elrendezéssel a

Q(x) polinom x — 2-vel vald osztdsat. 2|/6|-13] 0 |4

Ekkor 6] -1 [-2]0

P(x) = (2 4+ 1)(z — 2)(62* — x — 2).
2

Mivel a 622 —z — 2 = 0 egyenlet gyokei x4 = = és x5 = —=, ezért a P(z) polinom
2 1

felbontasa P(x) = 6(x —i)(x +i)(x —2) | x — g) (x + 5), azaz a beszorzds utan

Pz)=(x—i)(x +i)(x —2)(3z — 2)(2z + 1).

. Legyen P(x) = 62° + 172* + 142® + 482% 4+ ax + b adott valds polinom. Hatérozzuk

meg az a és b paraméterek értékeit tigy, hogy x; = iv/3 a P(z) polinom gyoke legyen.
A kapott paraméterértékekre szamitsuk ki a P(x) polinom gyokeit, majd irjuk fel a
P(z) polinomot linedris tényezék szorzataként.

Megoldas. Mivel valds egytitthatés a polinom, ezért zo = —i4/3 is az adott polinom
gyoke. Eszerint a P(r) = 62° + 172" + 1423 4 482% + ax + b polinom oszthaté kell
legyen az (v — z1)(z — z9) = (z — iv/3)(x + iv/3) = 22 + 3 polinommal. Mivel

(62° + 172" + 142° + 482 + ax + b) : (2° + 3) = 62° + 170> — 4o — 3
62° + 182°

172 — 423 + 4822 + ax + b

172* + 5122

—4x® — 32 +ax +b
—4a2° — 122

—32° 4 (a 4+ 12)z + b
—322 -9

(a+12)z+b+9

és az osztas maradéka nulla kell legyen, ezért az (a + 12)x + b+ 9 = 0 egyenletnek
kell teljesiilnie, ahonnan a = —12 és b = —9. Ez azt jelenti, hogy a polinom
most P(z) = 6x° + 172" + 1423 + 482 — 12z — 9 alakid, amelynek ismerjiik a
felbontésat is, ami P(x) = (2°+3)(623+172? —4x—3). A harmadik gyokot a kapott
H(x) = 623 +1722 —4x — 3 hdnyadospolinom lehetséges egész gyokeinek halmazaban
keressiik, azaz +1 vagy £3 lehet. Prébalgatassal megkapjuk, hogy H(—3) = 0, a
Horner elrendezéssel pedig a H(x) polinom felbontdsa is meghatarozhaté. FEnnek
alapjan r3 = —3 a harmadik gyok és P(z) = (2% + 3)(z + 3)(62% —z — 1). A

622 — 2 — 1 = 0 egyenlet gyokei x4 = 3 és x5 = —3 a felbontas pedig

P(z) = 6(x —iV/3)(x +iV3)(x + 3) (:c - %) <:c + %) :

azaz P(z) = (z —ivV3)(z +iv3)(z + 3) (2 — 1) 3z + 1).
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10. Hatdrozzuk meg a P(z) = 3z* + 23 — 52? — 22 + 2 polinom egész gyokeit, majd
bontsuk tényezoire.
Megoldéas. A szabad tag osztéi: +1, £2. Mivel P(1) = —1, P(—1) = 1, ezért
1 és —1 nem gyok. Ezért most még a 2 és a —2 osztét kell kiprobalnunk. Mivel
P(2) = 34, P(—2) = 26, ezért 2 és —2 sem gydke a polinomnak. Ezt abbdl is
lathattuk volna, hogy
P(1) 1, P(-1) 1

——= &5 = —c

—2_-1 3 211 3

nem egész szamok. A P(x) polinomnak tehat nincs egész gyoke.
11. Keressiik meg a P(z) = 62® — 1322+ 9z —2 polinom raciondlis gyokeit, majd bontsuk
tényezoire.

Megoldas. A P(z) = 6z® — 132% 4+ 92 — 2 valds polinom esetében a szabad tag
osztol +1 és £2, a féegylitthatd osztéi pedig £1, +2, +3 és 6. A lehetséges

1 1 1 2
hanyadosok halmaza {:tl,:t2,:t§,:t§,:t6,:t§}. Ellen6rzéssel megkapjuk, hogy
a polinom racionalis gyokei: 1, 3 és 3 és csak ezek. A polinom felbontasa ennek
1 2
alapjan P(x) = 6(z—1) <:c — 5) <x — g) , a konstanssal valé beszorzas utan pedig

P(r)=(z—1)(2x — 1) (3z — 2).
12. Keressiik meg a P(x) polinom racionélis gyokeit, majd bontsuk tényezéire, ha a)
P(x) = 62% + 1322 + 150 — 25, b) P(x) = 42® — Ta? — 2 + 3;

Megoldas. a) A P(z) = 62+ 132% + 152 — 25 valds polinom esetében a szabad tag
osztél +1, £5 és +25, a féegytlitthatd osztdi pedig +1, £2, £3 és +6. A lehetséges
racionalis gyokok halmaza a

:i:l,:i:5,:i:25,:l:l,:tl,:tl,:i:§,ﬂ:§,ﬂ:§,ﬂ:2—5,i§,i§
273 6 2 3 6 2 3 6
halmaz, ahonnan probalgatassal megkapjuk, hogy a polinom egyetlen raciondlis

N R
gyokeaemgy
) 2 2
P(z) =6 x—é (x* 4 3z +5) = (6 — 5)(z° + 3z + 5),

hiszen az x? + 3z + 5 = 0 mdsodfoki egyenlet gyokei konjugdlt komplex gyokparok.

b) A P(z) = 423 — 72> — x + 3 valds polinom esetében a lehetséges racionélis gyokok

13 1 3 3
halmaza {jzl, +3, jzi, i§, iZ’ iZ}’ az adott polinom egyetlen racionalis gyoke 1
és igy
3
P(z) = (x - Z) (42° —4x — 4) = (4o — 3)(z* —x — 1),

hiszen az 2> — z — 1 = 0 mésodfoki egyenlet megoldésai irracionalis szdmok.
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13.

14.

15.

7 3 1
Keressiik meg a P(x) = 2° + 6x2 — §x+ 3 polinom racionalis gyokeit, majd bontsuk
tényezoire.

Megoldds. Most a 6P(z) = 62® + 7x? — 92 + 2 valds polinom raciondlis gyokeit

11 2 1
keressiik. A lehetséges racionalis gyokok halmaza {:tl, +2, ii’ :tg, :tg, ié} A

6P (z) polinom raciondlis gyokei —2, 3 és 3 ahonnan

6P(z) = 6(z + 2) (g: = %) (x— %) ,

1 1
a 6-tal valé osztds utdn pedig megkapjuk, hogy P(z) = (z + 2) (x — 5) (m — g)
Adott a P(z) = 23 — b32? — b?x + 1 polinom, ahol b € Ny. Hatdrozzuk meg a b
valés paraméter értékét ugy, hogy a P(z) polinomnak legaldabb egy raciondlis gyoke
legyen.

Megoldas. A P(z) polinom lehetséges raciondlis gyokeinek halmaza {41, —1}.
Vélasszuk ki a +1-et raciondlis gyoknek. Ekkor a P(1) = 0 egyenléségnek kell
teljesiilnie, ami a b® 4 b? — 2 = 0 egyenlethez vezet, amelynek b = 1 raciondlis gyoke.
Ebbél (b — 1)(b? + 2b + 2) = 0, ahonnan kideriil, hogy a masik két gyok konjugalt
komplex gyokpar, tehat az egyetlen megoldas b = 1, azaz

Plz)=2—2>—o+1= (v — 1)z +1).

Vélasszuk most a —1-et raciondlis gyoknek. Ekkor P(—1) = 0 feltételbdl kapjuk
a b® — b% = 0 egyenletet, amelynek megolddsai b = 0 vagy b = 1. Mivel a b = 1
esetet mar letargyaltuk, ezért nézziik meg, hogy mi torténik a b = 0 esetben. Ekkor
Plz)y=2*+1=(z+1)(z* —z+1).

Adott a P(x) = 2* 4 3bx® + 3b%2* + b3z + 1 polinom, ahol b € Z. Hatdrozzuk meg a
b valés paraméter minden olyan értékét, amelyre a P(x) polinomnak lesz legaldbb
egy raciondlis gyoke.

Megoldas. A P(x) polinom lehetséges raciondlis gyokeinek halmaza {+1,—1}. Ha
+1-et valasztjuk raciondlis gyoknek, akkor a P(1) = 0 egyenlségnek kell teljesiilnie,
ami a b® + 3b% + 3b+ 2 = 0 egyenlethez vezet, amelynek b = —2 egész gyoke. Ebbdl
(b+2)(b* + b+ 1) = 0, ahonnan kideriil, hogy a masik két gyok konjugalt komplex
gyokpar, tehat az egyetlen megoldas b = —2, azaz

Pz) =2 —62° +122° =8z + 1 = (x — 1)(2* — 52 + 7o — 1).

Vélasszuk most a —1-et racionélis gyoknek. Ekkor P(—1) = 0 feltételbél kapjuk a
b — 3b% + 3b — 2 = 0 egyenletet, amelynek egész megolddsa b = 2. Most

P(x) = 2" +62° + 1222 + 8z + 1 = (z + 1)(2° + 52° + Tz + 1).
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11.9. Harmadfoku egyenletek

Az algebra alaptétele megallapitja ugyan, hogy minden komplex egyiitthatos n-edfoku
polinomnak létezik n komplex gyoke, viszont ez a tétel semmilyen gyakorlati modszerrel
nem szolgdl a gyokok megkeresésére. Tekintsiik a tovabbiakban azokat az eseteket, amikor
a megoldas aranylag egyszertien eléallithato.

Els6foki egyenletek. Tekintsiik az
ar+b=0

els6fokt egyenletet, amikor a és b komplex szamok, a # 0. Az egyetlen megoldas ebben
az esetben:

rK1 = ——.
a
Masodfoku egyenletek. Legyen

ar® +br+c=0

masodfoku egyenlet, ahol a, b és ¢ komplex szamok, a # 0. A megolddképlet szerint a két

megoldas:

_ —=b+ Vb —dac —b — V/b? — dac

N 2a ’ 2a '
Harmadfoku egyenletek. Tekintsiik el6szor a komplex egyiitthatos

T =

€

24 pr4+qg=0 (11.8)

harmadfokt egyenlet. Ez az egyenlet mindig megoldhaté algebrailag, gyokeit az

R RN EROR]

gyokképlet szolgaltatja, ahol a harom megoldas a harom-harom kobgyok segitségével
hatérozhaté meg, mégpedig gy, hogy a két kobgyok szorzata —p/2 legyen.

Ezt a gyokképletet Cardano-féle formulanak nevezziik.

Semmi akadélya annak, hogy a # 0 esetben az

ar® +bx* +cx+d=0

komplex egyiitthatos harmadfoku egyenletnek is felirjuk a megoldoképletét, de bonyo-
lultsdga miatt ez nem haszndlatos. Gyakorlatilag egyszeriibb a megoldandé egyenletet
a (11.8) alakra hozni, ezt megoldani, s ezekbél a megolddsokbdl visszahelyettesitéssel
kiszamitani az eredeti egyenlet megoldasait.

A harmadfoku egyenlet megoldéképletét, akar a negyedfoku egyenletre vonatkozd bo-
nyolult megoldasi eljarast, nemigen alkalmazzuk a gyakorlatban. A feladatoknal altalaban
a valés egytitthatds algebrai egyenletekre szoritkozunk, s a kettonél magasabb foku egyen-
letek megoldasainak meghatarozasara, hacsak lehet elkeriiljiik a Cardano-féle formulat és a
hozza hasonlé bonyolult eljardsokat. Legcélszertibb ilyen esetekben kozelité modszereket
alkalmazni, s a zsebszamologépek ilyen elven is adjak meg a megoldasokat. A masik
lehetOség az, hogy specialis esetben - egész egytlitthatés polinom esetében -, felirjuk a
lehetséges racionalis gyokok halmazat, amely modszerrol az el6zo fejezetben beszéltiink.
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11.10. Magasabbfokii egyenletrendszerek

A masodfoku kétismeretlenes egyenletrendszerek megolddsara tudtunk bizonyos eljaraso-
kat megadni kiilonbozé egyenletrendszerek esetén. A harmad- és magasabbfoki egyen-
letrendszereknél ilyen &altalanos megoldasi mddszereket nem kénnylt megadni, ugyanis
osszetettségiik miatt maguk az egyenletrendszerek sem sorolhatok egyértelmiien tipusokba.
Néhény példan keresztiil azonban bemutatasra kertilnek a legjellemzé tipusok.

Tekintsiik eloszor a harmadfokd homogén egyenletrendszereket, illetve a homogén rend-
szerekre visszavezethetd eseteket.

11.20. Példa. Oldjuk meg a kovetkez6 harmadfokt egyenletrendszert:
- 20%y +yP = 2
2% — 3xy® + 2%y = —6.

Vegyiik észre, hogy az egyenletek bal oldalan csak harmadfoki tagok szerepelnek, de a
szabad tagok miatt egyik egyenlet sem homogén. Ha az elsé egyenletet megszorozzuk
3-mal, majd a két egyenletet Osszeadjuk, akkor az

3% — 5a?y — 3xy? +5y° =0

homogén egyenletet kapjuk. Osszuk el ezt az egyenletet y3-nal, majd a kapott

z\* 2\’ x
3(—) —5(—) —3(—)4—520
) Y Y
egyenletbe vezessiik be az o t helyettesitést. Ily médon a

3P =52 =3t +5=0
egyenlethez jutunk, amelynek megoldésait a bal oldal szorzatta alakitasa utan a
(t—1)(t+1)3t—=5)=0

egyenletbol olvashatjuk ki, vagy pedig a lehetséges raciondlis gyokok halmazabol. A
megoldéasok t1 = 1, to = —1 és t3 = —, melyeket visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe
kapjuk a megfelel6 (x,y) megolddsokat.

Ha t; = — =1, akkor y = x, visszahelyettesités utan az
Y

2 —23 422 =2, azaz 0=2

egyenletet kapjuk, amely ellentmondas, tehat ebben az esetben nincs megoldas.

Ha t; = — = —1, akkor y = —x, visszahelyettesités utan az
Yy

23422 — 2 =2, illetve az 2® =1

egyenlet adddik, amelynek harom megoldésa az 2° —1 = 0, illetve az (x—1)(z*+x+1) =0
alakbdl felirhaté. Mivel

_ ka3 103
- 5 33— 5

=1
T , X2 5 5
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igy a megoldasok az

11, <—1—2i\/§71—2i\/§>

—1—4V3 1443
2 2

rendezett parok.

r D 3T
Hat, =— = 3 akkor y = = visszahelyettesités utan az
)

=2, azaz 2’ =125

egyenletet kapjuk, melynek harom megolddsa az 2 — 125 = 0 egyenletbdl hatdrozhaté
meg, amely az (z — 5)(2? 4+ 5z + 25) = 0 alakbdl felirhat6. Mivel

~ —5+5i/3

=5 —b5iV3
2 - )

2

Ty = 5, i) T3

igy a megoldasok az

—54+5ivV3 —3+3iV/3 ) —5—5iv/3 =3 —3iV/3
(5,3), 5 9 o 2 T 2

rendezett parok.
Az egyenletrendszer megolddshalmaza a komplex szamok koérében

e e (250 50 (2508 00).

—5+5iv3 —3+3iV/3 —5 —5iv/3 —3—3iV3
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’

mig a valés szdmok halmaza felett

M = {(1’ _1)’ (593)}

Sok esetben tényezokre bontas és csoportositas utan 1j valtozokat tudunk bevezetni, s
ily médon az eredeti rendszertdl egyszeriibb egyenletrendszert kapunk. Egy ilyen példa a
kovetkezo is.

11.21. Példa. Oldjuk meg a valés szamok halmazaban a kovetkezd harmadfokt egyen-
letrendszert:

1,3 +y3 — 2’
ry(r+y) =

Vegyiik észre, hogy az elsé egyenlet bal oldala kobok osszege, tehat szorzatra bonthatdé, s
igy az egyenletrendszer felirhat6, mint

(z+y)(@® —ay+y®) = 2,
ry(r+y) = 2,
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illetve az els6 egyenlet némi atalakitdsa utan, mint

(z+y)((z+y)* —3zy) = 2,
ry(z+y) = 2

Vezessiikk most be az x + y = a és xy = b helyettesitéseket. Ekkor az

a(a® —3b) = 2,
ab = 2

2
egyenletrendszert kapjuk, ahonnan b = — és ezt az elsé egyenletbe helyettesitve kapjuk,
a

hogy

2
a(a>—3-=)=2, illetve a®*—6=2, ahonnan a°=8.
a

A kapott egyenlet egyetlen valés megoldasa a = 2, amibdl b = 1 kovetkezik, visszahe-
lyettesités utan pedig x +y = 2, valamint xy = 1. Most egy méasodfoki egyenletrendszert
kaptunk, ahol y = 2 — x, behelyettesitve a masodik egyenletbe pedig az

r(2—2)=1, illetve 22 —22+1=0

masodfoku egyenlet adédik, amelynek egyetlen megoldasa x = 1. Ekkor y = 1, a keresett
valés megoldés (1,1), a megoldashalmaz pedig M = {(1,1)}.

Tobb ismeretlen esetén még sszetettebbek lehetnek a magasabbfoki egyenletrendszerek.
Jol mutatja ezt a kovetkezd példa is.

11.22. Példa. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:

r+y+z = 1,
4y =,
By 42 = 1

Emeljiik négyzetre az elsé egyenletet. Ekkor az
w2y + 2 2oy + 222 4+ 2z =1
egyenletet kapjuk, amelyben felhasznalva a méasodik egyenletet adédik, hogy
14 2xy + 222+ 2yz=1, azaz xy+zz-+yz=0.

Szorozzuk most Ossze az eredeti egyenletrendszer els6 és masodik egyenletét. Ekkor

a73+y3+23+:)3y2+:)3z2+yz2+yz2+zx2+zy2 =1.
Felhasznélva a harmadik egyenletet, atcsoportositas utan adodik, hogy

w(y? + 25 +y(a? + 2%) + 2(2® +9%) =0,

amely kifejezés felirhaté a kovetkezo alakban is:

v (y+2)" —2yz] +y [(x+2)> = 222] + 2 [(x + y)* — 2zy] .
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Az egyenletrendszer els6 egyenletébdl kapjuk, hogy y + 2 =1 — 2, . +2 = 1 —y és
r 4+ 1y =1— 2z, majd behelyettesitve ezeket az eloz6 egyenletbe adddik, hogy

r[(1—z)* —2yz] +y [(1—y)* — 222] + 2 [(1 — 2)* — 2my] .
Rendezve a kapott egyenletet kapjuk, hogy
x(1—2x+x2—2yz) +y(1—2y+y2—2x2) +z(1—2z+22—2xy) = 0.
Beszorzas és rendezés utan most az
r+y+z—2@* P+ A+ P+ 22— 6y =0

ekvivalens egyenlet kovetkezik. Felhaszndlva az eredeti egyenletrendszer mindhédrom egyen-
letét kapjuk az
1-2+1—-6xyz=0

egyenletet, ahonnan xyz = 0, azaz x = 0 vagy y = 0 vagy z = 0.

1° Legyen x = 0. Ekkor az zy + xz + yz = 0 egyenletbol yz = 0, ahonnan y = 0 vagy
z=0. Hay =0, akkor az x + y + z = 1 egyenletbdl z = 1. Ha pedig z = 0, akkor az
x+1y+ 2z =1 egyenlethdl y = 1.

2° Legyen most y = 0. Az xy + xz + yz = 0 egyenletbdl zz = 0, ahonnan x = 0 vagy
z=0. Hax = 0, akkor az x +y + 2z = 1 egyenletbol z = 1, de ezt a megoldast mar
megkaptuk. Ha pedig z = 0, akkor az x +y + 2z = 1 egyenletbdl y = 1, de ezt a megoldast
is mar megkaptuk.

3° Legyen most z = 0. Ekkor az xy + xz + yz = 0 egyenletbdl zy = 0, ahonnan z = 0
vagy y = 0. Ha x = 0, akkor az x + y + 2z = 1 egyenletbdl y = 1, de ezt a megoldast is
mar megkaptuk. Ha pedig y = 0, akkor az x + y + z = 1 egyenletbol = = 1.

A megoldasok tehat az (1,0,0), (0,1,0) és (0,0, 1) rendezett harmasok.

FELADATOK

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban a kovetkezo magasabbfoki egyenletrendszereket.
1.

z(z+1)(32° + 5y) = 144,
da* +x +5y = 24.

Megoldas. A maésodik egyenletbél 5y = 24 — 422 — x s ezt az els6 egyenletbe
helyettesitve kapjuk az z(z +1)(32% +24 — 42? — ) = 144 egyenletet. Ebbdl adédik
az

(2 + 2)(—2® — x +24) = 144,

illetve némi rendezés utdn az

2t 4+ 22° — 2327 — 242 + 144 = 0
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negyedfoku egyenlet. A lehetséges raciondalis gyokok halmazabdl probalgatassal
Horner-elrendezés segitségével konnyen ellendrizhetd, hogy a kapott egyenlet gyokei
r1 =129 = 3 és w3 = x4 = —4, a megfelel6 y értékek pedig

36

1 ) 1
y1:y225(24—4-32—3):—3 és y3:y4:5(24—4~(—4)2—(—4)): =

A megoldashalmaz tehat

— +xy = 40,

Z 4zy = 10.

Megoldas. Az egyenletrendszer akkor értelmezett, ha x # 0 és y # 0. Szorozzuk
be az els6 egyenletet y-nal, a méasodikat pedig x-szel. Ekkor az

24+ xy? = 40y,
v +a2*y = 10,

illetve

x(x2+y2) = 40y,
y(y* +2*) = 10z,

egyenletrendszer adédik. Mivel 22 4+ y? # 0, ezért eloszthatjuk az egyenletek bal és
jobb oldalait egymassal. Ekkor az

egyenletet kapjuk, ahonnan pedig 2% = 442, illetve (z — 2y)(z + 2y) = 0 kovetkezik.
Ha z = 2y, akkor ezt visszahelyettesitve az elsé egyenletbe a 8y + 2y3 = 40y, azaz
10y — 40y = 0 egyenletet kapjuk. TényezOkre bontva a bal oldalt jon, hogy

10y(y —2)(y +2) =0,

ahonnan y # 0 miatt y; = 2 és yo = —2, illetve 7 = 4 és x5 = —4 adddik.

Ha x = —2y, akkor ezt a méasodik egyenletbe helyettesitve y3 + 4y® = —20y, azaz
felbontva 5y(y? +4) = 0 addédik. A kapott egyenletnek y # 0 miatt nincs valds
megoldésa, tehat a megoldashalmaz

M = {(47 2>7 (_47 _2>}
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2%yt — 2t —y' = 155,
3zy —a? —y? = 5.

Megoldas. Az egyenletrendszer némi atalakitds utén felirhaté a kovetkezo alakban:
T(zy)* — [(2* +y*)* = 2(xy)*’] = 155,
3vy — (2 +y*) = 5.

Bevezetve a kapott egyenletrendszerbe az xy = a és 2% +y? = b helyettesitést kapjuk
az

7a* — (b —2a*) = 155,
3a—b = 5.

egyenletrendszert. Mivel most a masodik egyenletbol b = 3a — 5, ezt az elsé egyen-
letbe helyettesitve adédik, hogy

7a* — (3a — 5)* +2a* = 155, azaz 30a — 180 = 0,

amely egyenlet megoldésa a = 6, ahonnan pedig b = 13.

Helyettesitsiik most vissza a-t és b-t. Most az vy = 6 és 2% + y?> = 13 mdsodfoku

egyenletrendszert kell megoldani. Az els6 egyenletbdl y = —, amely egyenl6ségnek
x

a masodik egyenletbe helyettesitése a feladatot az 2* — 1322 + 36 = 0 bikvadratikus
egyenletetre vezeti vissza. A bikvadratikus egyenlet négy megoldésa

T = —2, To = 2, T3 = -3 és Ty = 3,
az eredeti egyenlet megoldashalmaza pedig

M = {(_2a _3)a (27 3)) (_3a _2)a (37 2)} :

Vity—vr—y = 2
Vity—vVr—y =

Megoldas. Az egyenletrendszer x+y > 0 és x—y > 0 esetén értelmezett. Vezessiik
be az v +y = a* és x — y = b* helyettesitést. Ekkor az

a—b = 2,
at - = 8,
egyenletrendszert kapjuk, ahol a méasodik egyenletet dtalakitva (a — b)(a + b) =
8 adodik, amelybe behelyettesitjik az elsé egyenletet, s igy az egyenletrendszer
valbojaban
a—b = 2,
a+b =
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Osszeadva a két egyenlet megfeleld oldalait 2a = 6, azaz a = 3, ebbdl pedig b = 1
adodik. Ezekkel a megoldasokkal az

r+y = 81,
r—=Yy = 1a

egyenletrendszert kapjuk. Osszeadva a két egyenlet megfelels oldalait 2z = 82,
azaz x = 42, illetve y = 40 addédik. Az egyenletrendszer megoldasa tehét a (41, 40)
rendezett par, megoldashalmaza pedig

M = {(41,40)} .

. Oldjuk meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletrendszert:

2y ox oy 175
St =
y: o o2z oy «x 36

r—y = 1

Megoldas. Az egyenletrendszer értelmezett, ha = # 0 és y # 0. Vezessiik be az
x

els6 egyenletbe az — =t helyettesitést. Ekkor a
)

Pytyipi=iD
2 t 36

1
egyenletet kapjuk. A szimmetrikus egyenletek elméletébdl tudjuk, hogy ha t—i—; =z,

1
akkor t* + — = 2% — 2, ezért az egyenlet alakja most

t2
175
2 —24 2= =5 illetve 3622 + 362 — 247 = 0,
13 19
ahonnan a megoldasok z; = — és 29 = ——.
13 1 13 6
Ha 2z = o akkor t + = ahonnan 6t — 13t + 6 = 0, amelynek megolddsai
3
t, = 5 és ty = 3 Visszahelyettesités utan
- é, illetve L g,
y 2 3
adddik, ahonnan © = —y vagy x = —y kovetkezik. Most ezeket az Osszefiiggéseket

helyettesitjiik az eredeti egyenletrendszer masodik egyenletébe. Ekkor a

3 2
§y—y:1, illetve gy—yzl

egyenleteket kapjuk, ahonnan y; = 2 és yo = —3. A megfelel6 x értékek x1 = 3 és
x9 = —2. A megolddsok tehat (—2,—3) és (3,2), a megoldashalmaz pedig

M ={(-2,-3),(3,2)}.
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